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有 限 单元 法 是 在 当今 技术 科学 发 展 和 工程 分 析 中 获得 最 广泛 应 用 的 数值 方法 。 由 于 
它 的 通用 性 和 有 效 性 ,受到 工程 技术 界 的 高 度 重 视 。 伴 随 着 计算 机 科学 和 技术 的 快速 发 
展 , 现 已 成 为 计算 机 辅助 工程 和 数值 仿真 的 重要 组 成 部 分 。 

有 限 单元 法 不 仅 被 普遍 地 列 为 工科 专业 本 科 生 和 研究 生 的 学 位 谍 程 ,而 县 和 是 相关 工 
程 技术 人 员 和 教师 继续 学 习 的 重要 内 容 。 本 书 是 为 学 习 有 限 单元 法 提供 一 本 符合 教学 特 
ӘЛІН, F. Eh 3 35) КУА ГУН ЖУ H. 

本 书 是 作者 在 总 结 所 在 教研 组 近年 来 教学 和 科研 实践 的 经 验 ,调研 有 限 单元 法 在 学 
科 上 和 应 用 方面 的 进展 ,并 分 析 现 有 国内 外 教材 状况 的 基础 上 ,对 已 出 版 的 4 有 限 单元 法 
МЕЖЕ ТА УЗА) E ВИ. Ема ЖЕЛЕ Ж, 1997 ТІРІЛІП 
成 的 。 其 主要 特点 是 ， 

(1) 以 深入 理解 和 滞 握 有 限 单元 法 的 基本 原理 {加 权 余 量 法 和 变 分 原理 },C。 和 С, 
两 类 单元 构造 ,平衡 .特征 值 和 传播 三 类 问题 解法 为 主线 组 织 全 书 内 容 。 突 出 原理 、 方 法 
和 关键 概念 的 阐述 。 

(2) 适应 学 科 和 工程 应 用 的 发 展 ,增加 了 不 可 压缩 材料 和 蜂 变 材料 的 结构 分 析 , 流 固 
契合 分 析 ,稳定 和 届 曲 分 析 以 及 接触 和 磁 撞 分 析 等 基本 内 容 , 并 删 去 了 一 些 现 已 较 少 应 用 
的 内 容 。 

(3) 加 强 练 习 和 实践 环 书 。 全 书 每 一 章 附 有 慑 念 讨论 型 的 复习 题 和 推导 计算 型 的 练 
习题 。 还 提供 对 不 同类 型 线 弹 性 问题 计算 机 实践 进行 计算 分 析 的 教学 程序 。 

本 书 编写 过 程 中 得 到 多 方面 的 支持 、 鼓 励 和 帮助 。 本 书 1990 年 列 入 清华 大 学 重点 教 
材 建设 计划 并 得 到 基金 的 支持 。 清 华 大 学 工程 力学 系 牛 丽 沙 、 刘 应 华 副 教授 多 次 参与 本 
书 内 容 的 讨论 ,并 提出 了 很 多 宝贵 的 意见 。 中 国 地 震 局 地 球 物理 研究 所 张 之 立 研究 员 对 
本 书 的 定稿 付出 了 辛勤 的 努力 。 徐 刚 博士 和 研究 生 刘 波 为 教学 程序 (FEATP) 的 编写 进行 
了 有 特色 的 工作 。 作 者 在 此 向 他 {她 } 们 表示 豪 心 的 感谢 。 
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0.1 有 限 元 法 的 要 点 和 特性 


有 限 单元 法 (或 称 有 限 元 法 ?是 在 当今 工程 分 析 中 获得 最 广泛 应 用 的 数值 计算 方法 。 
由 于 它 的 通用 性 和 有 效 性 ,受到 工程 技术 界 的 高 度 重 寓 。 伴 随 着 计算 机 科学 和 技术 的 快 
速 发 展 , 现 已 成 为 计算 机 辅 妈 设计 (CAP)7 和 计算 机 辅助 制造 CCAMD? 的 重要 组 成 部 分 。 


ARTAR 
在 工程 或 物理 问题 的 数学 模型 (基本 变量 ,基本 方程 ,求解 域 和 边界 条 件 等 ?确定 以 


0.1.1 


ZË 


论 


司 , 有 限 元 法 作为 对 其 进行 分 析 的 数值 计算 方法 的 雪上 扣 可 归纳 如 下 ， 


(1) 将 一 个 阁 示 结构 或 连续 体 的 求解 域 离散 为 阁 干 个 子 域 (单元 ), 并 通过 它们 边界 
上 的 第 点 相互 联结 成 为 组 侣 体 。 图 0. 1 表 术 将 一 个 二 维 多 连 通 求 解 域 离散 为 行 于 个 单元 
的 组 合体 。 图 0. 1(a 和 (b) 分 别 表示 采用 四 边 形 和 .: 和 角形 单元 离散 的 图 形 ， 各 个 单元 通 


过 它们 的 角 结 点 相互 联结 ， 


(а) РЧ Н л 
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же БЕРН 

ғ к т; 
“1; АТАТ» T atra Yay 4 
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(b) = алд. 


一 维 名 连通 域 的 有 限 元 离散 


хот в È 


(2) 用 每 个 单元 内 所 假设 的 近似 葡 数 来 分 片 地 表示 全 求解 城内 待 求 的 未 知 场 变 量 ， 
而 每 个 单元 内 的 近似 函数 由 末 知 场 函 数 ( 或 及 其 导数 ,为 叙述 方便 ,后 面 略 去 此 加 注 ) 在 单 
元 各 个 结 点 上 的 数值 和 与 其 对 应 的 插值 函数 来 表达 (此 表达 式 通常 表示 为 逢 阵 形式 )}。 册 
于 在 联结 相 令 单元 的 结 点 上 , 场 函 数 应 具有 相同 的 数值 , 因 页 将 它们 用 作 数 值 求解 的 基本 
未 却 量 。 这 样 一 来 ,求解 原来 待 求 场 耳 数 的 无 穷 多 白 由 上 度 问 古 转 换 为 求解 场 函 数 结 点 值 
Н PR B Е Е 8] 48. 

(3) ЖІ АРЕН ЕЖ ИЯ ЖЕЛОЗЛЖЫ МЕНЕН А ШЕ, gh 
立 求解 基本 本 知 量 ( 场 国 数 的 结 点 值 ) 的 代数 方程 组 或 常 微 分 方程 组 、 此 方程 组 称 为 有 限 
元 求解 方程 ,于 表示 成 规范 化 的 矩阵 形式 。 接 着 用 数值 方法 求解 此 方程 ,从 面 得 到 问题 的 
RE. 


012 有 限 元 法 特性 


从 有 限 元 法 的 上 述 昌 点 下 以 理解 它 所 图 有 的 以 下 特性 ， 

(1) 对 于 复杂 几何 构 形 的 适应 性 。 放 于 单元 在 空间 可 以 是 -- 维 ,二 维 或 三 维 的 ,而且 
每 一 种 单元 可 以 有 不 同 的 形状 ,例如 二 维 单元 可 以 是 四 面体 .五 面体 或 六 面体 ,同时 各 秘 
单元 之 间 可 以 采用 不 同 的 联结 太 式 ,例如 两 个 面 之 间 可 以 是 场 晒 数 保持 连续 ,可 以 是 场 函 
数 的 导数 也 保持 连续 ,还 可 以 仅 是 场 函 数 的 法 向 分 量 保持 连续 。 这 样 一 米 ,上 程 实际 中 亿 
到 的 非常 复杂 的 结构 或 构造 都 可 能 离散 为 由 单元 组 合体 硼 示 的 有 限 元 模型 。 图 0.2 所 示 
是 一 水 轮机 转 轮 的 有 限 元 模型 。 转 轮 由 上 和 冠 下 环 和 13 个 叶片 组 成 ,分 别 用 三 维 块 体 单 
元 和 完 体 单元 离散 。 叶 片 之 闻 的 水 用 一 维 流体 单元 离散 己 - 。 

42) 对 于 各 种 物理 问题 的 可 应 用 性 ， 由 于 用 单元 内 近似 函数 分 片 地 表示 全 求解 域 的 
+ HI) 8 3 ,并 未 限制 场 函 数 所 满足 的 方程 形式 ,也 未 限制 各 个 单元 所 对 应 的 方程 必须 是 
相同 的 形式 ,所 以 尽管 有 限 元 法 开始 是 对 线 弹 性 的 应 轧 分 析 问 题 提出 的 ,很 快 就 发 展 到 弹 
塑性 问题 , 精 滋 逆 人 性 问题 动力 问题 \ 忆 曲 问题 等 。 并 进一步 应 用 于 流体 力学 间 题 ,热传导 
问题 等 。 而 且 可 以 利用 有 限 元 法 对 不 同 物理 现 彰 相互 看 合 的 问题 进行 有 效 的 分 析 。 
图 0. 3 表示 金属 板 料 成 形 过 程 的 有 限 元 模拟 。 其 中 图 (a) 表 示 溃 头 、 模 具 和 板 料 的 图 形 ， 
图 4b) 是 它们 的 有 限 元 模型 :图 (cec), (Cd) ,(e) 是 冲 头 向 下 移动 ¿0mm.30mm.40rn m 时 板 料 
有 限 元 模型 的 变形 图 王 。 

图 0.4 是 一 载 有 假 人 的 整个 汽车 以 速度 u= 1. 56mys 撞击 刚 件 墙壁 动态 响应 过 程 的 
有 限 元 模拟 。 图 (a) 是 整 车 和 很 人 的 有 限 元 模型 。 它 由 16 Ооо а зс К, а Н 
尼 纤 以 及 特殊 联结 件 组 成 。 图 (b) 和 (c) 分 别 是 1=40ms 和 70ms 时 汽车 和 假 人 的 恋 
形 图 。” 
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图 0.2 ЖЕЗ РИТМ Л WU 
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程度 将 不 断 地 锌 改进. ЖАО АН E py MED DS ДІЛІН Ж T I ЖЕЛЕР BA НО 
精确 解 。 

(4) 适合 计算 机 实现 的 噩 效 性 。 由 于 有 限 元 分 析 的 各 个 步 又 可 以 表达 成 规范 化 的 矩 
阵 形式 ,最 后 导致 求解 方程 吓 以 统一 为 标准 的 矩阵 代数 问题 ,特别 适合 计算 机 的 编程 和 执 
17。 随 着 计算 机 软 人 硬件 技术 的 口 速 发 展 .以 及 新 的 数值 计算 方法 的 不 断 出 现 , 大 型 复 染 问 
题 的 有 限 元 分 析 已 成 为 工程 技术 领域 的 常规 工作 ， 
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02 有 限 元 法 的 发 展 、. 现状 和 未 来 


0.2.1 有 限 元 法 的 早期 工作 


JA Hae s ДЕ ЕТЕТІН л н Ка НТ Ln МЕ Courant 4 在 1943 年 的 工 
Е. 他 首先 尝试 应 用 在 - # #| = # 5 [ш 3 69 Л E Pt БЕ ПЕ МУ BË РИ ДЕ ДЕ 
合 , 来 求解 St. Yenant 扭转 问题 ， 此 后 ,不 少 应 用 数学 家 、 物 埋 学 家 和 工程 师 分 别 从 不 辣 
前 度 对 有 限 元 法 的 离散 理论 、 方 法 及 应 用 进行 了 研究 。 有 限 元 法 的 实际 应 用 是 随 善 电子 
计算 机 的 出 现 而 开始 的 。 普 先是 Turner.Clough 等 人 关于 1956 年 将 刚 架 分 析 中 的 位 移 
法 推广 到 阐 性 力学 平 而 问题 ,并 用 于 发 机 结构 的 分 析 。 他 们 首次 给 出 了 用 三 前 形 单 元 求 
和 解 平面 应力 问题 的 正确 解答 。 三 角形 单元 的 特性 逢 阵 和 结构 的 求解 方程 是 由 弹性 理论 的 
方程 通过 直接 刚度 法 砚 定 的 。 他们 的 研究 工作 开始 了 利用 电子 计算 机 求解 复杂 杖 性 力学 
问题 的 新 阶段 。1960 年 Clough "进一步 求解 了 平 商 弹性 问题 ,并 第 -- 次 提出 了 “有 限 单 
元 法 "的 名 称 , 合 人 们 更 清楚 地 认识 到 有 限 音 元 法 的 特性 和 功效 。 


0.2.2 有 限 元 法 的 发 展 和 现状 


近 30 多 年 来 ,伴随 着 电子 计算 机 科学 和 技术 的 快速 发 展 . 有 限 元 法 作为 工程 分 析 的 
有 效 方 法 .在 理论 .方法 的 研究 .计算 机 程序 的 开发 以 及 应 用 锁 域 的 开拓 诸 方 面 均 取得 了 
根本 性 的 发 展 。 这 里 仅 就 其 中 发 展 比 较 成 熟 , 并 由 泛 应 用 于 实际 分 析 的 主旨 方面 进行 
简要 的 概括 。 

CO 单元 的 类 型 和 形式 

为 了 扩大 有 限 元 法 的 庶 用 领域 ,新 的 单元 类 型 和 形式 不 断 涌现 。 例如 等 参 包 采用 和 
位 移 插值 相同 的 表示 方法 .将 形状 规则 的 单元 变换 为 当 界 为 曲线 (二 维 ) 或 曲面 (三 维 ) 的 
单元 ;从 而 可 以 更 精确 地 对 形状 复杂 的 求解 域 (或 结构 ) 进 行 有 限 元 离散 。 再 如 让 构造 结 
研 参 数 中 同时 包含 有 位 移 和 位 移 导 数 的 梁 板 、 充 单元 ,以 满足 分 析 工 程 实际 问题 中 大 量 
过 到 该 类 结构 的 需要 。 构 造 以 多 个 场 蛮 虹 ( 例 如 位 移 、 应 变 、 认 轧 ) 为 半点 参数 的 混合 型 单 
元 :以 死 服 分 析 不 可 压缩 介质 以 吧 板 这 分 析 中 过 到 的 数值 上 的 困 难 。 构 造 包括 包 种 材料 
构成 的 复 舍 症 元 ,用 来 分 析 复 合 材 料 .夹层 材料 .混凝土 等 组 成 的 结构 。 

(2) 条 限 元 法 的 理论 基础 和 离散 格式 

在 握 出 新 的 单刀 美 型. 扩展 新 的 应 用 领域 和 应 用 条 件 的 同时 ,为 了 给 新 单 苑 和 新 忆 用 
提供 可 靠 的 理论 基础 ,人 研究 上 作 的 进展 包括 将 Hellinger-Reissner 原理 、Hu-Washizu Ж 
理 寺 多 切 变 量 的 变 分 原理 用 于 有 限 元 分 析 . 发 展 了 汇合 型 5 单 开 内 和 包括 多 个 场 变 量 ) ,杂交 
型 ( 某 些 场 变量 仅 华 单元 交界 面 定 交 ) 的 有 限 元 表达 格式 ,并 人 嵌 究 了 各 白 的 收敛 性 条 件 ; 将 
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与 微分 方程 等 效 的 积分 形式 。 可 权 余 量 法 ,用 于 建立 有 限 元 的 表达 格式 ,从 而 将 有 限 元 
的 应 用 扩展 到 不 存在 泛 函 或 泛 函 尚未 建立 的 物理 问题 ,有限 元 解 的 后 验 误 差 居 计 和 应 力 
磨 平方 法 的 研究 进展 ,不 仅 改进 了 有 限 汇 解 的 精度 ,更 重要 的 是 为 发 展 满 足 规定 精度 的 要 
求 ,以 细 分 单元 网 格 或 提高 插值 函数 阶 次 为 于 段 的 自 适 应 分 析 方 法 提供 了 基础 。 

(3) 有 限 元 方程 的 解法 

现在 用 于 大 型 复杂 工程 问题 的 有 限 元 分 析 , 自 由 度 达 几 十 万 个 基 至 上 百 万 个 已 是 经 
常 的 情况 ,这 是 与 计算 机 软 . 硬 件 发 展 相配 合 的 大 型 方程 组 解法 的 研究 进展 密 不 可 分 。 有 
限 元 求解 的 问题 从 性 质 上 可 以 归结 为 二 类 , 即 

D 独立 于 时 间 的 平衡 辣 题 (或 稳 态 问题 )。 最 后 好 结 为 求解 系数 矩阵 元 素 在 对 角 线 
附近 稀 疲 分 布 的 线性 代数 方程 组 。 对 于 常见 的 结构 应 力 分 析 问 题 ,求解 的 是 对 应 给 定 载 
荷 的 结构 位 移 和 应 力 。 此 类 问题 至 今 主 要 是 采用 直接 解法 ,先后 发 展 了 循序 消去 法 .三 角 
分 解法 . 波 前 法 等 。 近 年 来 ,为 了 适应 求解 大 型 .特大 型 方程 时 减少 计算 机 存储 和 提高 计 
算 速 度 的 需要 ,迭代 解法 特别 是 预 条 件 共 柜 梯度 法 受到 更 多 的 重视 ,并 已 成 功 地 应 用 。 

D 特征 值 问题 。 它 也 是 稳 态 问题 ,但 是 求解 的 是 齐 次 方程 解答 是 使 方程 存在 非 直 
解 的 特征 值 和 与 之 对 应 的 特征 模 态 。 在 实际 应 用 中 ,它们 代表 的 可 能 是 振动 的 固有 频率 
和 振 型 ,或 是 结 格 届 曲 的 临界 载 茶 和 屈曲 模 态 等 。 针 对 求解 大 型 矩阵 特征 值 间 题 ,先后 发 
КОНАК РЕКА . 子 空间 和 迭代 法 等 。 近 10 多 年 来 ,里 兹 (Ritz) 向 量 直 接 秋 加 法 
和 Laczos 回击 旧 接 登 加 法 由 于 具有 更 高 的 计算 效率 而 受到 广泛 的 重视 和 应 用 ， 

O 依赖 于 时 间 的 瞬 态 问题 。 由 于 这 类 问题 的 方程 是 结 点 自由 度 对 于 时 间 的 -一 阶 、 一 
阶 导数 的 常 微分 方程 组 ,求解 的 是 在 随时 间 变 化 的 载荷 作用 下 的 结构 内 位 移 和 应力 的 动 
态 啊 应 或 是 波动 在 介质 中 的 传播 .反射 等 ,所 以 此 类 问题 的 求解 主要 是 采用 对 常 微分 方 
程 组 直接 进行 数值 积分 的 时 间 逐 步 积 分 法 。 依 据 所 导致 的 代数 方程 组 是 否 需要 联 立 求 
解 ,可 区 分 为 时 间 步 长 只 受 求解 精度 限制 的 隐 式 算法 (如 以 Newmark 法 为 代表 ), 以 及 时 
间 步 长 受 算法 从 定 限制 的 显 式 算法 (如 以 中 心 差分 法 为 代表 )}。 为 了 有 效 地 求解 玉 同 刚度 
的 介质 、 材 料 或 单元 尺寸 在 同一 问题 中 耦合 作用 所 形成 的 方程 , 常 采用 隐 式 - 显 式 相 结 台 
的 算法 。 还 需 指出 ,动力 子 结构 法 (又 称 模 态 综合 法 ) 是 动力 分 析 中 经 常 采用 的 非常 有 效 
的 方法 。 它 依靠 先 求解 各 子 结构 的 特征 值 问题 ,然后 只 取 其 对 结构 响应 起 主要 作用 的 振 
动 模 态 进入 结构 的 总 体 响应 分 析 , 从 而 可 以 大 幅度 缩 诚 总 体 分 析 的 自由 上 度 和 计算 工作 量 ， 

上 述 三 类 问题 ,从 方程 自身 性 质 考虑 ,还 存在 对 应 的 非 线性 情形 。 非 线性 可 以 是 由 材 
料 性 质变 形状 态 和 边界 接触 条 件 引 起 的 ,分 别称 为 材料 ,几何 .边界 非 线 性 。 求 解 非 线 性 
有 限 元 问题 的 算法 研究 主要 有 以 下 几 种 ，。 

O 采用 Newton-Raphson 方法 或 修正 Newton-Raphson 方法 等 将 非 线 性 方程 转化 为 
一 系列 线性 方程 进行 选 代 求 解 ,并 结合 加 速 方法 提高 迭代 收敛 的 速度 ， 

D 米 用 预测 -校正 法 或 广义 中 心 法 等 对 材料 非 线性 本 构 方 程 进行 积分 ,决定 加 载 过 
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程 中 材料 的 应 力 应 变 的 演化 过 程 。 

В) 来 用 广义 弧 长 法 等 时 间 步 长 控制 方法 和 临界 点 搜索 .识别 方法 ,对 非 线 性 载荷 -位 
称 的 全 路 径 进 行 追踪 。 

O Hire В Н (Lagrange) KTH. . 罚 男 数 法 或 直接 引信 法 ,将 接触 面条 件 引 人 活 
РА ЗЕТЕ ha P| EG, 

ш/а WR H, H T+ ÍR Jue ER ТК) ЖДИ kas K U Y SE ЫАЛ ИЛИ, ТАН 
算 机 和 并 行 计算 软件 系统 的 有 限 元 并 行 算法 ,近年 来 得 到 很 大 发 展 。 

(4) 有 限 元 法 的 计算 机 软件 

由 于 有 限 元 法 是 通过 计算 机 实现 的 ,因此 它 的 软件 研发 工作 -… 直 是 和 它 的 理论 ,单元 
形式 和 算法 的 研究 以 及 计算 环境 的 演变 平行 发 展 的 。 从 20 世纪 50 年 代 以 来 ,软件 的 发 
展 按 日 的 和 用 途 可 以 区 分 如 下 ，。 

Q) 专用 软件 : 在 有 限 元 发 展 的 早期 (20 世纪 50 一 60 年 代 ), 专 用 软件 是 为 一 定 结构 
类 型 的 应 力 分析 ( 例 如 平面 问题 . 轴 对 称 问 题 . 板 壳 问 题 ? 而 编制 的 程序 。 而 后 ,专用 坎 任 
更 多 的 是 为 研究 和 发 展 新 的 离散 方案 .单元 形式 ,材料 模型 .算法 方案 .结构 失效 评定 和 优 
化 等 而 编制 的 程序 。 

D 大型 通用 商业 软件 ; 从 20 世纪 70 年 代 开 始 ,基于 有 限 元 法 在 结构 线性 分 析 方面 
已 经 成 熟 并 被 工程 界 广 泛 采 用 ,一 批 由 专业 软件 公司 研制 的 大 型 通用 商业 软件 (如 
NASTRAN,ASKA,SAP, ANSYS, МАКС, ABAQUS, JIFEX 等 ) 公开 发 行 和 被 应 用 ，。 
它 包 含 众 多 的 单元 型 式 .材料 模型 及 分 析 功 能 ,并 具有 网 格 自动 划分 .结果 分 析 和 显示 等 
先后 处 理 功能 。 近 30 年 来 ,大 型 通用 软件 的 功能 由 线性 扩展 到 非 线 性 ,由 结构 扩展 到 非 
结构 (流体 . 热 ……)，, 由 分 析 计 算 扩 展 到 优化 设计 .完整 性 评估 ,并 引入 基于 计算 机 技术 发 
展 的 面向 对 象 技术 .并 行 计算 和 可 视 化 技术 等 。 现 在 大 型 通用 软件 已 为 工程 技术 办 广泛 
应 用 ,并 成 为 CAD/CAM Жар М. 


023 有 限 元 法 的 未 来 


经 过 近 50 年 特别 是 近 30 年 的 发 展 , 有 限 元 法 的 基础 理论 和 方法 已 经 比较 成 熟 ,已 成 
为 当今 工程 技术 领域 中 应 用 最 为 广泛 ,成 效 最 为 最 著 的 数值 分 析 方 法 。 但 是 面 对 21 世纪 
全 球 在 经 济 和 科技 领域 的 激烈 竞争 ,基础 产业 (例如 汽车 .船舱 和 飞机 等 的 产品 设计 和 和 制 
造 舌 要 引信 重大 的 技术 创新 ,高 新 技术 产业 (例如 宇宙 飞船 .空间 站 ,微机 电 系 统 和 纳米 器 
件 等 ) 更 需要 发 展 新 的 设计 理论 和 制造 方法 。 而 这 一 切 都 为 以 有 限 元 法 为 代表 的 计算 力 
学 提供 广阔 驰 验 的 天 地 ,并 提出 了 一 系列 新 的 课题 。 

(1) 为 了 真实 地 模拟 新 材料 和 新 结构 的 行为 ,需要 发 展 新 的 材料 本 宰 模 型 和 单元 型 
式 。 例 如 对 于 特种 合金 ,复合 材料 , 陶 次 材料 机敏 材料 ,智能 材料 ,生物 材料 以 及 纳米 材 
料 等 ,建立 能 真实 地 描述 它们 各 自 的 力学 ,物理 性 质 和 特征 行为 ,并 适合 数值 计算 的 本 构 
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模型 和 相应 的 单元 型 式 ,以 及 优化 设计 材料 性 能 的 计算 方法 。 这 方面 现在 是 ,未 来 仍 将 继 
续 是 -- 个 重要 的 研究 课题 ,因为 这 是 计算 分 析 和 优化 它们 上 自 号 性 能 及 由 它们 所 组 成 的 结 
构 在 不 同 环 境 中 的 响应 分 析 的 前 提 。 

(2) 为 了 分 析 各 模拟 各 种 类 卉 和 形式 的 结构 在 复杂 载 葡 工 沈 和 环境 作用 下 的 全 寿命 
过 程 的 响应 ,需要 发 展 新 的 数值 分 析 方 案 。 例 如 常见 的 下 述 情 况 ， 

(D 高 温 结 构 在 随时 间 变 化 的 载 督 和 环境 的 作用 下 ,从 损伤 的 芝 育 .萌生 到 其 成 长 E 
限 、 扩 展 . 直 至 坡 启 失效 和 酸 坏 的 全 寿命 过 程 的 数值 槛 拟 。 其 中 包括 栅 伤 和 应 力 及 环境 的 
相互 作用 ,不 同性 质 和 形式 的 损伤 个 此 之 问 的 相 下 作用 。 

О 汽车 在 碰撞 或 重 物 丰 而 作用 下 ,其 失 稳 、 计 届 曲 坟 至 压 汕 或 破裂 的 全 过 程 的 数值 
模拟 。 内 失 稳 到 破坏 可 能 在 很 短 的 时 间 内 发 生 , 其 中 还 涉及 变形 过 程 和 材料 性 能 以 及 载 
ЕЖ Н.Е Н. 

其 他 更 为 复杂 的 情况 ,如 空间 飞行 运载 系统 和 推进 系统 在 飞行 状态 下 响应 的 模拟 , 核 
反应 堆 在 事故 工 况 下 响应 的 模拟 等 。 这 将 涉及 材料 ,结构 和 流体 动力 、 传 热 燃 烧 、 化 学 作 
用 . 核 像 变 和 辐射 等 多 种 作用 的 相 芯 回合 。 

为 实现 上 述 分 析 和 模拟 ,需要 研究 和 发 展 以 下 数值 方法 ， 

О 多 重 非 线性 (材料 .几何 .边界 等 ) 相 耦合 的 分 析 方 法 。 

O 多 场 ( 结 构 .流体 . 热 .电化 学 ) 看 合作 用 的 分 析 上 方法。 

© 路 时 间 , 空 间 多 兵 度 ,例如 (年 到 10 一 秒 ) (0 ЖЕ 10 米 ) 的 分 析 方 法 。 

O 卡 确定 性 (随机 /模糊 ) 的 分 析 方 法 ， 

О) 分 析 结 果 评 估 和 自 适 应 的 分 析 方 法 。 

(3) ART E PA CAD/CAM/CAE 等 软件 系统 共同 集成 完整 的 虚拟 产品 发 展 
(VPD RS. AEM 1990 年 开 始 的 技术 方向 。，VPD 系统 是 计算 力学 .计算 数学 以 及 相 
关 的 计算 物理 .计算 工程 科学 和 现代 计算 机 科学 技术 .信息 技术 (IT)、 知 识 工程 (KBE} 相 
结合 而 形成 的 集成 化 .网 络 化 和 智能 化 的 信息 处 理 系统 .并 通过 网 络 将 科学 家 ,设计 工程 
师 .制造 商 . 供 点 商 及 有 关 咨 询 顾问 连结 起 来 协同 工作 ， 它 强烈 地 影响 着 未 来 工程 系统 的 
设计 .制造 和 运行 ,主要 表现 在 : 

O 它 能 据 代 对 所 设计 的 工程 系统 从 加 上 制造 到 运行 ,直至 失效 和 破坏 的 全 寿命 过 程 
的 更 次 大 了 认识 ,从 而 能 更 好 地 识别 它 的 属性 和 特征 。 

D 七 能 侣 鉴定 和 评 和 所 设计 对 象 的 性 能 和 质量 ,并 允许 以 最 低 的 费用 在 设计 过 程 中 
就 对 所 设计 的 对 象 进行 禾 改 和 优化 ， 

中 七 能 显 藻 地 缉 短 工程 对 和 象 设计 和 投产 的 周期 ,降低 生产 成 本 ,提高 市 场 竞争 力 。 


03 本 书 概 述 


031 本 书目 的 


从 20 世纪 70 年 代 后 期 以 来 ,有 限 元 法 开始 进入 我 国 大 学 工科 专业 的 课 蔓 。 随 者 有 
限 元 法 日 益 广 泛 地 应 用 , 它 在 教学 计划 中 的 好 位 也 在 不 断 提 升 ,被 普 遇 列 为 工科 专业 本 科 
的 必修 深 和 研究 生 的 学 位 庚 。 同 时 相当 多 的 工程 按 术 人 员 和 教学 好 究 人 员 通 过 继 弘 教育 
也 在 学 导 有 限 元 法 。 学 习 有 有限 元 法 的 目的 大 致 可 分 为 两 类 : 

(D 应 用 有 限 元 法 ,特别 是 运用 已 有 的 通用 或 专用 软件 求解 实际 工程 技术 问题 。 

(2) 在 有 限 元 法 的 理论 和 方法 方面 作 进 一 步 的 研究 工作 ,以 提高 它 的 有 效 性 和 扩大 
它 的 应 用 领域 ， 

里 然 在 数量 上 而 音 占 大 多 数 , 但 随 痢 不 能 截然 划分 。 因 为 在 应 用 过 程 中 常常 会 遇 到 
新 的 问题 和 新 的 要 求 ,同时 ,实际 分 析 者 的 兴趣 利 能 力 不 断 提高 ,从 和 而 也 有 可 能 开展 理论 
和 方法 的 赋 先 。 为 一 方面 ;以 研 罕 为 日 的 者 也 常 妆 俗 助 于 现 有 软件 提供 的 支持 ,并 将 应 用 
作为 研究 成 果 的 检验 依据 和 最 后 日 标 。 

应 用 有 限 元 软件 进行 工程 分 析 时 需要 向 以 下 工作 ， 

(1) ы 并 确定 能 正确 回答 该 问题 的 力学 、 

(2) 建立 有 限 元 离散 模型 和 选择 合适 的 计算 方案 . 

(3) 对 计算 结果 作出 分 析 和 评估 ,决定 是 佑 请 要 修改 有 限 元 模型 和 计算 方案 进行 重 
分 析 : 足 告 需 要 修改 力学 数学 模型 ; 昆 否 需要 修改 原 设计 方案 。 例 如 一 个 简单 的 弹性 力学 
话 力 分 析 问 题 , 恕 采 计 算 精 度 不 够 , 则 需要 细 分 网 格 成 提高 单元 阶 次 或 改进 计算 方案 ;如 
果 局 部 应 力 超过 材料 届 服 限 , 则 党 要 改 用 弹 塑 性 分 析 ; 如 果 变 上 撒 或 总 体 应 力 水 平 超过 设计 
规定 , 则 需要 修改 原 设 计 构 形 或 改 用 新 的 材料 。 

于 述 (1 和 (3) 项 中 的 后 一 部 分 上 作 需 要 分 析 者 具有 必要 的 力学 和 上 程 方面 的 知识 和 
经 验 , 以 及 必要 时 的 专家 咨询 。 而 (2 和 (3) 项 中 的 前 一 部 分 工作 则 需要 分 析 者 对 于 有 限 
无 的 基本 原理 和 离散 方法 ,常用 单元 形式 各 求解 方法 的 特点 和 应 用 和 条件, 以 及 计算 结果 的 
检查 和 评估 等 ,有 较 清 跌 的 理解 和 综合 应 用 的 能 力 。 这 是 成 功 庶 用 现 有 软件 ,特别 是 大 型 
通用 软件 进行 工程 分 析 ,包括 必要 时 将 新 的 单元 ЖИЕН АЯТ, 以 适应 
特殊 谱 用 需求 的 前 提 条 件 ， 

对 -以 有 限 元 法 的 理论 和 方法 做 进一步 研究 的 科技 工作 者 来 说 ,虽然 仪 掌握 上 述 以 
应 用 为 目的 的 工程 分 析 人 员 所 要 求 的 知识 和 能 力 是 不 够 的 ,还 应 阅读 和 参考 反映 有 限 元 
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研究 状况 和 成 果 的 大 量 文献 和 专著 。 但 是 扎实 地 掌握 有 限 元 法 的 基本 原理 和 数值 方法 仍 
是 前 进 的 基石 。 

村 书 的 目的 是 为 上 述 两 类 人 员 提 供 一 本 学 飞 有 限 死 法 的 理论 基础 .单元 构造 、. 数 倡 方 
法 和 计算 机 实现 诸 方 面 基本 内 容 的 教材 。 上 县 体 目 的 是 ， 

(1) 通过 本 书 的 学 习 , 理 解 和 掌握 有 限 元 法 的 基本 原理 和 方法 方面 的 如 下 内 容 ; 

(D 有限 元 法 的 理论 基础 一 一 加 权 余 量 法 和 变 分 原理 ,以 及 通过 它们 建立 有 限 元 方程 
的 基本 步骤 。 

D 有 限 元 法 中 的 两 种 基本 单元 型 式 一 一 C, 型 单元 和 С, 型 单元 的 构造 方法 和 特点 。 

D 有 限 元 法 中 的 三 类 基本 问题 一 一 平衡 ,特征 值 . 瞬 态 问题 方程 的 特点 和 求解 方法 。 

(2) 通过 本 飞 的 学 习 和 利用 教学 训练 程序 进行 的 计算 机 实践 ,在 有 轨 元 法 计算 实现 
方面 的 下 述 能 力 得 到 初步 的 训练 和 提高 。 

D 对 于 给 定 的 力学 模型 ,应 用 已 有 程序 完成 有 限 元 分 析 全 过 程 的 能 力 。 

@ 按照 给 定 的 要 求 ,完成 对 已 有 程序 进行 修改 和 功能 扩充 的 能 力 。 


032 ”内容 简介 


从 上 述 目 的 出 发 , 遵 御 “ 循 序 渐进 ”及 “理论 和 实际 相 结 合 ”的 厌 则 ,具体 选择 和 安排 全 
书 的 内 容 。 全 书 分 为 两 篇 , 共 17 章 。 第 1 篇 ?7 章 ( 第 1~-7 章 ) 为 基础 部 分 ,第 2 篇 10 章 
(第 8 一 17 章 ) 为 专题 部 分 。 

第 1 章 阐 明 有 女 元 法 的 理论 基础 一 一 加 权 余 量 法 和 变 分 法 ;并 讨论 弹性 力学 的 两 个 
基本 三 分 原理 一 一 最 小 位 能 原理 和 最 小 佘 能 原理 的 建立 途径 和 属性 。 

第 2 章 以 弹性 力学 二 维 问题 和 三 角形 单元 为 鲍 , 半 明 以 最 小 位 能 原理 为 基础 建立 有 
限 元 求解 方程 的 步 又 ;并 讨论 方程 的 特点 和 有 限 元 解 的 收 往 准则 。 

馆 过 以 于 了 师 章 ,形成 对 有 限 元 法 的 原理 .特点 和 求解 步骤 的 完整 认识 。 

第 3.4 章 讨 论 构造 规则 形状 ,不同 阶 次 单元 插值 两 数 的 通用 方法 ,和 通过 等 参 变换 方 
法 将 它们 转换 为 非 规则 形状 单元 (等 参 元 ); 并 讨论 形成 此 单元 特性 矩阵 的 标准 化 步 又 。 
为 一 般 非 规则 域 连续 介质 问题 的 离散 和 求解 提供 有 效 的 单元 形式 。 

第 5 章 讨论 有 限 元 法 应 用 中 的 若干 实际 考虑 。 其 中 节 5. 3. 1 的 应 力 近 似 解 的 性 质 和 
її 5.3. 2 的 等 参 元 的 最 佳 应 力 点 ,这 两 小 节 对 计算 结果 的 分 析 和 利用 具有 指导 意义 。 其 
余 内 容 主 要 是 为 了 提高 计算 效率 和 精度 ,在 模型 建立 和 结果 处 理 方面 可 能 采用 的 若干 方 
法 和 建议 (但 未 包括 计算 方法 这 一 重要 方面 的 内 容 ) 。 

第 6 重 讨论 线性 代数 方程 组 的 解法 。 有 限 元 法 中 的 线性 代数 方程 组 具有 大 型 、. 稀 六 、 
对 称 的 特 操 。 本 章 重 点 讨论 当前 仍 占 主导 地 位 的 旧 接 解法 ,并 适当 讨论 当前 在 大 型 和 超 
大 型 问题 中 更 多 采用 的 达 代 解法 。 
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第 7 瘟 讨 论 有 限 元 计算 程序 的 构 贺 和 组 成 。 目 的 是 为 了 达到 对 有 限 元 法 计算 执行 过 
程 的 认识 和 理解 。 并 给 出 一 个 弹性 力学 二 维 线性 有 限 元 分 析 教 学 程序 (FEATP)。 利 用 
它 进 行 上 机 实践 ,以 达到 训练 和 提高 前 面 所 述 在 计算 实现 方面 的 两 项 能 力 。 

第 2 箱 由 第 8 章 腿 元 法 的 进一步 基 痛 和 各 为 3 章 的 3 个 专题 组 成 。 

第 8 章 将 第 1 章 中 的 要 求 场 函 数 事先 满足 约束 条 件 的 自然 变 分 不 理 扩 展 为 不 要 求 场 
区 数 事先 满足 约束 条 忻 的 广 丸 变 分 原理 。 从 而 为 以 后 钉 变 量 单元 的 构造 和 多 场 克 合 问题 
的 求解 提供 理论 依据 。 

ЖӘЛОЛІ 章 讨 论 在 工程 实际 中 广泛 应 用 的 杆 ( 梁 ) . 板 . 壳 类 结构 问题 的 有 限 元 法 。 
其 中 关键 是 CC 型 单元 的 构造 , 和 利用 广义 变 分 原理 由 C, 型 单元 转换 得 到 的 多 变量 的 C, 
型 单元 的 构造 ， 

第 12.13.14 ЕНЕМЕ .动力 学 . 流 固 耦 合 问 题 的 有 限 元 法 。 从 问题 的 性 质 考 上 志 ， 
它们 属于 特征 值 问题 和 瞬 态 响应 问题 ( 除 稳 态 热 传导 属于 平衡 问题 外 ) , 除 讨论 它们 方程 
的 形成 和 特点 而 外 ,重点 是 讨论 大 型 矩阵 特征 值 癌 题 和 大 型 常 微分 方程 组 的 有 效 求解 
Ви. 

第 15.16.17 章 讨论 材料 ,几何 ,边界 (接触 和 碰 挤 )3 类 非 线 性 问题 的 有 限 元 法 。 首 
先是 这 3 类 非 线性 问题 属于 连续 力学 范畴 的 力学 数学 的 正确 表述 ,和 在 此 基础 上 有 限 元 
方程 的 建立 。 重 点 是 非 线 性 方程 组 的 求解 方法 。 由 于 非 线性 的 复杂 性 (特别 是 凡 重 非 线 
性 的 耦合 ;和 计算 工作 量 的 卡 大 (特别 是 训 追 踪 非 线性 响应 的 全 过 程 ), 所 以 中 心间 题 是 保 
证 非 线性 解 的 可 靠 性 和 尽 可 能 迫 求 解 的 高 效 性 。 


033 关于 学 习 本 书 的 建议 


本 书 的 目的 主要 是 满足 有 限 元 法 应 用 的 需要 ,同时 适当 兼顾 进一步 研究 工作 的 要 求 。 
此 外 ,由 于 各 院 校 设置 此 课程 的 专业 性 质 和 和 训 求 不 同 。 故 提出 以 下 建议 供 参 考 ， 

(1) 第 1 篇 的 主要 内 容 , 即 第 1,2,3C3. 1 一 3.4),4,5(5.1,5.2,5.3. 1=5. 3.3), 
6(6. 1~6.3),? 草 可 组 成 为 本 科 生 或 未 系统 学 习 过 有 限 元 法 的 研究 生 的 “有限 元 法 基 
础 * 谍 程 的 教科 。 如 果 时 间 人 允许 ,可 根据 项 要 选 学 本 篇 中 的 其 余部 分 内 容 或 第 2 篇 中 的 
部 分 内 容 ， 

(2) 第 2 篇 的 主要 内 容 可 作为 研究 生 进 一 步 学 习 *“ 有 限 元 法 ”课程 的 教材 。 除 第 8 章 
外 ,其 余 3 个 专题 可 按 专业 性 质 的 要 求 有 不 同 的 侧重 ,每 一 章 中 除 问题 的 基本 理论 和 方法 
以 外 的 肉 容 也 可 有 所 选择 。 

(D 第 ?了 章 中 所 给 出 的 有 限 元 分 析 教 学 程序 (FEATP) 中 ,单元 包括 Mindlin 板 单元 ， 
分 析 的 功能 包括 特征 值 问 题 和 动力 响应 问题 ,这 些 都 是 第 2 篇 的 内 容 。 将 此 章 放 在 第 1 
篇 是 为 了 在 学 习 了 前 6 章 的 基本 内 容 以 后 ,能 尽快 形成 对 有 限 元 分 析 计 算 执 行 过 程 的 完 
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整 认识 ,并 付 说 实践 ,在 第 2 篇 的 学 习 中 仍 将 继续 使 用 此 程序 。 上 机 实践 包括 本 书 月 的 中 
所 述 的 两 个 方面 ,分 别称 之 为 应 几 题 和 研究 题 。 前 者 应 是 课程 学 习 所 必需 的 ,后 者 则 根据 
不 同 要 求 适当 选择 。 上 机 实践 是 学 习 有 限 抑 法 的 重要 环节 ,通过 实践 不 仅 可 以 加 综 对 理 
论 秀 方法 的 理解 ,而 且 可 以 加 强 对 实际 综合 能 力 的 培养 ,激发 进一步 应 用 和 研究 的 兴趣 ， 
增强 开拓 进取 的 信心 。 


第 1 篇 基本 部 分 


第 1 章 有 限 元 法 的 理论 基础 
一 一 加 权 余 量 法 和 变 分 原理 


Жан 


` 微分 方程 的 等 效 积分 形式 及 其 " 阐 " 形 式 的 实质 和 构造 方法 , 任 冲 函数 和 场 琐 数 应 

满足 的 条 人 忻 。 

不 同形 式 加 权 仇 量 法 中 权 通 数 的 形式 和 近 人 疏解 的 求解 砂 酸 ,以 及 伽 辽 拿 

(fiaterkin) 广 法 的 特点 。 

线性 自 伴 隧 微分 方程 变 分 原理 的 砷 造 方 法 和 泛 琐 的 性 质 , 以 及 自然 达 界 条 件 和 强 

制 边界 条 件 的 区 别 。 

* РСК НОЖИ ОК ОКА Л КТЕ. 

. Б fr д, FE 35 B. PE ECER EMAAR) ЛАБЕ Л Ж. 

. JÁ EJ Ж PEB S Hi ОИУ SË P PE Же 8 РЪЧНА É] 85 E Jü + кА A. ОЖ 3k 
事先 应 满足 的 条 件 。 


在 工程 和 科技 领域 内 ,对 于 计 多 力学 问题 和 物理 癌 题 ,人 们 可 以 给 出 它们 的 数学 模 
型 , 即 应 避 循 的 基本 方 穆 ( 各 微分 方程 或 侦 微 分 方程 ?和 相应 的 定 解 条 件 。 但 能 用 解析 方 
法 求 出 精确 解 的 只 是 少数 方程 性 质 比 较 简 单 . 且 几何 形状 相当 规则 的 情况 。 对 于 大 多 数 
疝 题 ,出 二 方程 的 非 线性 性 质 , 或 由 于 求解 域 的 几何 形状 比较 复杂 , 则 只 能 采用 数值 方法 
求解 。20 На: 60 年 代 以 来 , 随 着 电 了 计算 机 的 出 现 ,特别 是 近 20 年 来 软 、 硬 件 技术 的 飞 
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速 发 展 和 三洲 应 用 ,数值 分 析 方 法 已 成 为 求解 科学 技术 问题 功能 强大 的 有 力 工具 。 

已 经 发 展 的 偏 微分 方程 数值 分 析 方 法 可 以 分 为 两 大 类 。 一 类 以 有 限 差分 法 为 代表 ， 
其 特点 是 直接 求解 基本 方程 和 相应 定 解 条 件 的 近似 解 。 一 个 问题 的 有 限 差分 法 的 求解 步 
绎 归纳 为 :首先 将 求解 域 划 分 为 网 格 ,然后 在 网 格 的 绪 点 上 用 差分 方程 来 近似 微分 方程 。 
当 采 轴 较 密 的 由 格 , 虽 较 多 的 结 点 时 ,近似 解 的 精度 可 以 得 到 改进 。 借 助 于 有 限 差分 法 ， 
能 够 求解 相当 复杂 的 问题 ,特别 是 求解 方程 建立 于 固 结 在 空间 的 坐标 系 ( 欧 拉 (Euler) 坐 
标 系 ? 的 流 体 力学 问题 ,有 限 差 分 法 有 自身 的 优势 。 央 此 在 流体 力学 领域 内 , 译 今 仍 占 支 
配 地 位 。 但 是 对 于 固体 结构 问题 ,由 于 方程 通常 建立 于 固 结 在 物体 上 的 坐标 系 ( 拉 格 朗 日 
(Lagrange) 坐 标 系 》 和 形状 复 琳 , 则 采用 太一 类 数值 分 析 方 法 一 一 有 限 元 法 则 更 为 适合 ， 

有 限 元 法 的 要 点 和 特性 已 在 节 0.1 中 冰 明 。 从 方法 的 建立 途径 方面 考虑 , 它 区 别 于 
有 限 差分 法 , 即 不 是 直接 从 问题 的 微分 方程 和 相应 的 定 解 条 件 出 发 ,而 是 从 与 其 等 效 的 积 
分 形式 出 发 。 等 效 积分 的 一 般 形 式 是 加 权 余 量 法 , 它 适 用 于 普遍 的 方程 形式 。 利 用 加 权 
余 量 法 的 原理 ,可 以 建立 多 种 近似 解 法 ,例如 配点 法 .最 小 二 乘法 ,人 徊 辽 爹 法 ,力矩 法 等 部 
属于 这 一 类 数值 分 析 方 法 。 如 果 原 疝 题 的 方程 具有 某 些 特定 的 性 质 , 则 它 的 等 效 积 分 形 
却 的 徊 辽 金 法 可 以 好 结 为 某 个 泛 画 的 变 分 。 相 应 的 近似 解法 实际 上 是 求解 芝 画 的 驻 值 问 
题 。 里 效法 就 是 属于 这 一 上 娄 近 似 解 法 。 

有 限 元 法 区 别 于 传统 的 加 权 余 量 法 和 求解 活 函 驻 值 的 变 分 法 ,该 法 不 是 在 整个 求解 
域 上 假设 近似 函数 ,而 是 在 各 个 单元 上 分 片 假 设 近 似 函 数 ， 这样 就 克服 了 在 全 域 上 恨 设 
近似 区 数 所 遇 划 的 困难 ,是 近 民 工程 数值 分 析 方 法 领域 的 重大 突 酸 。 

本 章 1.2,1.3 节 分 别 讨论 作为 有 限 元 法 理论 基础 的 加 权 余 量 法 和 变 分 原理 ,以 及 建 
立 于 它们 基础 上 的 数值 计算 方法 。1. 4 节 扼 要 地 引述 作为 今后 主要 分 析 对 象 的 弹性 力学 
问题 的 基本 方程 和 与 其 等 效 的 两 个 变 分 原理 一 一 最 小 位 能 原理 和 最 小 余 能 原理 。 
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工程 或 物理 学 中 的 许多 问题 ,通常 是 以 未 知 场 函 数 应 满足 的 微分 方程 和 边界 条 件 的 
形式 提出 来 的 ,可 以 一 般 地 表示 为 未 知 函 数 & 应 满足 微分 方程 组 
А (и) 
А, (и) 


А(и) = -0 【在 总 内 ) (1.2.1) 


域 台 可 以 是 体积 域 . 面 积 域 等 ,如 图 1, 1 所 示 。 同 时 未 知 函数 二 还 应 满足 边界 条 件 


FIE ятлйежийасссынлаеяяйт ___ 


aw 
Blu) = kaw - 4 《在 了 上 ) (1,2.2) 


T ES OQ 的 边界 ”， 

ВОН РК u Б] P ba Bt 1; ( Ий 
度 }, 也 可 以 是 几 个 变量 组 成 的 向 量 场 ( 例 如 位 移 、 
应 变 , 应 力 等 ;。A,B 是 表示 对 于 独立 变量 (例如 
ЗІН МН ОМЛЕТ. Жат 
МАЛА НЛ ЛУ, ВЖ, БА 
ЕНДЕНТЕИУЖ,ЕНИЕ-ИУЕ, ЖА 
ER. 2. 1) 和 式 (1.2. 2 中 采用 了 矩阵 形式 。 

于 面 给 出 一 个 典型 的 微分 方程 ,以 后 还 要 寻 


求 它 的 解答 。 图 1.1 RAMARI 
例 1.1 二 维稳 态 热 传导 方程 
A= а (rao (ЖО) (1.2.3) 
#—#—0 (fE P, Е) 
s. (Е г. E) (1, 2. 4) 


这 里 多 表示 温度 是 热传导 系数 ;$ 和 了 分别 是 边界 P, Mr, 上 涅 度 和 热流 的 给 定 值 mn 
是 有 闫 边界 厂 的 外 法 线 方向 :Q 是 热源 密度 。 

在 上 述 疝 题 中 ,春天 和 六 只 是 空间 位置 的 函数 时 ,问题 是 线性 的 。 若 友和 驻 亦 是 节 
及 其 导数 的 函数 时 ,问题 就 是 非 线 性 的 了 ， 

由 于 微分 方程 组 (1. 2,]) 在 域 间 中 每 一 点 都 必须 为 堆 , 因 此 就 有 


|% тА(ш)а0 = (К: (а) L v A, Си) Вар = 0 (1.2.5) 
其 中 


(1,2,6) 


АЖЫ, НН СИН ЕЕЕ АЖ, 
(1.2. 5) RE 4 3 y P (1.2. Отаи yE. MURR веле 


* FRAAI ТЕЕ ГЫ КИ БЫ, ЖЫНЫ ЖР Һ (ш =0,Ь(шу= Йй, ЗЫН, пи 
AWA RSU УРЕ РЕН kG И ЖЛ ЖИ. 


тіз 基本 部 分 


(1.2.5? 对 于 侍 意 的 部 能 成 立 , 则 微分 上 方程 (1.2.1) 必 然 在 域内 作 一 点 都 得 到 满足 。 这 
个 结论 的 证 明 是 显然 的 ,假如 微分 方程 ACe 在 域内 基 些 点 或 一 部 分 玫 域 中 不 满足 , 即 出 
ЎА (и) 天 0, 马 上 可 以 找到 适当 的 国 数 由 使 积分 方程 (1.2.5) 亦 不 等 于 零 。 因 此 上 述 络 论 
得 到 证 明 ， 

同 理 , 假 如 边界 条 件 41.2.2) 亦 同时 在 边界 上 每 -: 点 都 得 到 满足 , 则 对 于 一 组 性 意 函 
数 v ,下 式 应 当成 立 。 


(твиаг- | Са B (u) тъ B. (u) + = dr = 0 (1,2,7) 
Г 


г 


因此 ,积分 形式 
E ТА Ода + | 5 BODAI = 0 (1.2.8) 


对 于 所 有 的 w Rio АУ E: £ 322 АЙЛ Л Ж (1.2.1 3 W Ж(1.2. 2)。 我 们 将 
(1.2.8) 式 称 为 微分 方程 的 等 效 积 分 形式 。 

EEEH p RABEL. 2.8) 式 的 积分 是 能 够 进行 计算 的 。 这 就 对 函数 vw v A u 
能 够 选取 的 遇 数 族 提 出 了 一 定 的 鉴 求 各 限制 ,以 避免 积分 中 任何 项 出 现 无 穷 大 的 销 况 。 

在 (1,2.8) 式 中 ,wv 和 vw 只 是 以 函数 自身 的 形式 出 坝 看 积分 中 ,因此 对 vw 及 vw 的 选择 只 
需 是 单 值 的 ,并 分 别 在 只 内 种 和 上 可 积 的 函数 即 可 。 这 种 限制 并 不 影响 上 上 述 * 徽 分 方程 
的 等 效 积分 形式 * 提 法 的 有 效 性 . 在 在 积分 中 
还 将 以 导数 或 偏 导数 的 形式 出 现 , 它 的 选择 将 
МЕССИ T À sk B HRD EARRA t 
К. ШВ “А, EAE z J al 8 — + 
斜率 不 连 统 点 可 图 1.2 Ну. ШАТЕВ 
的 区 间 A 中 用 一 个 连续 变化 来 代替 这 个 不 连 
续 。 可 以 很 宅 易 地 在 出 ,在 不 连续 总 附近 , 晤 数 
的 一 阶 了 台数 是 不 定 的 ,但 是 一 阶 导数 是 可 积 的 ， 
即 - - 阶 导数 的 积分 是 存在 的 。 而 在 不 连续 点 附 
近 , 函 数 的 二 阶 导 数 趋 于 无 穷 , 使 积分 不 能 进 
17. MEERA ГА РУШД А) — У 
数 (边界 条 件 的 算 子 B 中 导数 的 最 高 阶 数 总 是 
低 于 微分 方程 的 算 子 A 中 导数 的 最 高 阶 数 ), 上 
述 盟 数 对 于 革 将 是 一 个 合适 的 选择 。 一 个 函 烙 
在 域内 其 本 身 连 续 , 它 的 一 阶 导数 具有 有 限 个 
不 连续 点 但 在 域内 可 积 ,这 样 的 欧 数 称 之 为 具 
_ 有 C, 连 经 性 的 明 数 。 可 以 类 推 地 看 到 ,如 果 在 
微分 算 子 A 出现 的 最 高 阶 导数 是 n 阶 , 则 要 求 
Ш u 必须 具有 连续 的 一 1 阶 导 数 , 即 国 数 应 


图 1,2 具有 有 C. 连续 性 的 函数 
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具有 C1 连 续 性 。 一 个 函数 在 域内 函数 本 身 ( 即 它 的 零 阶 导数 ) 直至 它 的 n 一 1 阶 导 数 连 
续 , 它 的 第 于 阶 导数 共有 有 限 个 不 连续 点 但 在 域内 可 积 , 这 们 的 了 数 黎 之 为 具有 Сл 
ЖЕЙ А. ВНС, ;连续 性 的 了 滑 数 将 使 包含 晴 数 直至 它 的 nn 阶 导 数 的 积分 成 为 串 积 ， 
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在 很 多 情况 下 可 以 对 人 61.2.8) 式 进行 分 部 积分 得 到 另 - -种 形式 
|с (т Dandan + | ЕТ (#)Е(и)аГ = 0 (1.2.9) 


HBH CD. EF 是 微分 算 子 ,它们 中 所 包 例 的 导数 的 阶 数 较 41.2.8) 式 的 A 低 ,这 样 对 函 
数 下 只 需要 求 较 低 阶 的 连续 性 就 可 以 了 。 在 (1.2.9) 式 中 降低 站 的 连续 性 要 求 是 以 提高 mw 
Ao ШАБЕ КИРАУ, Н РЕЛЕ o 及 vw EO. 2.8) 式 中 并 无 连续 性 要 求 。 但 是 适 
当 提 高 对 其 连续 性 的 要 求 并 不 困难 ,因为 它们 是 可 以 选择 的 已 知 汞 数 。 这 种 通过 适当 提 
高 对 任意 函数 По 的 连续 性 要 求 ,以 降低 对 微分 方程 场 孙 数 u 的 连续 性 要 求 所 建立 的 
等 效 积分 形式 称 为 微分 方程 的 等 效 积 分 " 弱 ? 形 式 ， 它 在 近似 计算 中 ,尤其 是 在 有 限 单元 
法 中 是 十 分 重要 的 。 值 得 指出 的 是 ,从 形式 上 看 “ 乙 ”* 形 式 对 函数 中 的 连续 性 要 求 孙 低 了 ， 
但 对 实际 的 物理 问题 却 常常 较 原 始 的 微分 方程 更 慢 近 真正 解 , 因 为 原始 微分 方程 往往 对 
解 提 出 了 过 分 "平滑 "的 要求 。 

例 1.2 仍 以 前 面 已 提出 的 例 1.1 中 的 二 维 捧 传导 方程 为 例 , 写 出 它们 的 等 效 积分 
EART EA. HA 1. 1 中 二 维稳 态 热 传导 方程 (1. 2. 3) 和 边界 条 忻 (1. 2. 4) 
式 , 可 以 人 过 出 相当 于 (1.2.8) 式 的 等 效 积 分 形式 为 


| ЕЗІ AEE пар Q 44) +, "|Ë gjar = Ü (1, 2, 10) 


Койо 是 任意 的 标量 函数 ,并 假设 Г, КУЛОТ 
%-%-0 
ЖАК РАО НАЕ ХНИК КЕН А 3 ek 
Ма ОЖАУ ИВА ҒО. ор 3636 А87 sË. ЯІН 
格林 会 式 对 (1.2.10) 式 中 第 一 个 积分 的 前 两 项 进行 分 部 积分 , 即 


К (к $) dedy = 一 | АС ТЕКЕ > аг 
(1.2. 11) 
| Sl e dedy --| t 24 dedy + vf jz „АГ 


Tj (1.2, IDARA 


дъ, аф до, 9% 39 
-| (55% Эт ду" Z —0}4гйу--ф o [ uË зе ur „Jar + 


| (622 ајаг о (1.2.12) 
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式 中 mm 为 边界 外 法 线 的 方向 余弦 。 在 边界 上 场 函 数 中 的 法 向 导数 是 


m Эт! Т дуз (1. 2. 13) 
ЗВАХРЕВвИЯ o Но пита — ЕН ЕТЕ Г, Е 
= —|r, (1.2.14) 
ЖЕ, (1.2 10) 式 可 以 表示 为 
| ДЕА гай — | vean- | жаг-| vÅ 38dr -0 (1.2.15) 
п п г, m Оң 
RE hA +f v E 
Ей 
ç = EES 
ша 
(Әу 


(1. 2. 15) 式 就 是 二 维稳 态 热传导 问题 与 微分 方程 (1. 2. 3} 和 边界 条 件 (1. 2. 4) 相 等 效 
ЕН D EA. EAH k UREE ЯНА, ШАН 此 温度 ) 则 以 一 阶 导 数 的 形式 出 现 ， 
因此 它 介 许 在 域内 热传导 系数 上 以 及 温 典 上 的 一 阶 导数 出 现 不 连续 ,而 这 种 实际 可 能 性 
在 微分 方程 中 是 不 允许 的 。 

对 (1.2. 15) 起 ,还 应 指出 以 下 两 点 。 

(1) 场 变量 ?不 出 现在 沿 Г, 的 边界 积分 中 。T, 边界 上 的 边界 条 件 

EC 和 = ш — а = 0 
ET, 的 边界 上 自动 得 到 满足 。 这 种 边界 条 件 称 为 自然 边界 条 件 ，。 

(2) 车 在 选择 场 晃 数 名 时 ,已 满足 强制 边界 条 件 , 即 在 Г, 边界 上 满足 #$ 一 ?=0, 则 可 
以 通过 适当 选择 ,使 在 TT 边界 上 w= 二 0 МВА ОДИ г, 边界 积分 项 ,使 相应 的 
积分 " 弱 ” 形 式 取 得 更 简洁 的 表达 式 。 
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ERR O F ADAN u ER MER 2 中 任 一 点 都 满足 微分 方程 (1. 2. 1) 
式 , 辕 时 在 边界 三 上 寿 一 点 都 满足 边界 条 件 (1, 2, DR, ERSAN ERO. ?.8) 式 或 
其 组 形式 (1.2.9) 式 必然 严格 地 得 到 满足 。 但 是 对 于 复杂 的 实际 问题 ,这样 的 精确 解 往 往 
是 很 难 找到 的 ,因此 人 们 熏 要 设法 找 刘 具有 一 定 精 嵌 的 近似 解 。 

对 于 微分 方程 (i. 2. 1) 式 和 边界 条 件 (1. 2. 2) 式 所 表达 的 物理 问题 ,假设 未 知 场 函 数 
站 可 以 采用 近似 国 数 来 表示 。 近 似 画 数 是 一 族 带 有 待定 参数 的 已 知 画 数 , 一 般 形式 是 


ити = У Ма, = Ма (1.2. 16) 
i=] 
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一 -= 


Жр a 是 待定 参数 ;N, J SR J TAIR РЕ ОҚЫ. J РЕ ЖО Р) О, РА, ER ARZE 
Воо ЖОНУП, ЕТЕУ, РЕ ТВ z E НУ) Ж Ж ЦЕ TB ТЕ— БАГИ HIE л. 
Ж {М ЖОШ АРЫСЫМ АЕ ЕЕ ВЕНЕ АЕК, ИШ Жии в В НЕ 
问题 的 位 移 时 ,可 取 近 似 解 


н = Ми + Ми; 十 e.: 十 Мон, 一 D Nau, 
1:- | 

u == Ма + Nv 二 + 二 Ми, = > Ма, 
r=] 


w = N w + Мәш» ее -БМле, = > Nw, 
ШЖ 


й, 


й, = |, 
СЪМ, 
其 中 ,wv ,rw, 是 待定 参数 , 共 3X xn d N, = IN, 是 函数 矩阵 ,了 是 3X3 单 位 算 阵 ,N, 是 
坐标 的 独立 函数 ， 
显然 ,在 通常 站 取 有 限 项 数 的 情况 下 近似 解 是 不 能 精确 满足 微分 方程 (1. 2. 1) 式 和 全 
部 边界 条 件 (1. 2. ОВ)  ЕПЯРЕВЕКАВ. Вр 


А(Ла) = RB(Na) — R (1.2. 17) 
残 差 民 及 R 亦 称 为 余 量 。 在 (1.2.8) 式 中 用 ”个 规定 的 函数 来 代替 任意 函数 Мо, 
v=W;; 2=W (р 1) (1. 2.18) 
就 可 以 得 到 近似 的 等 效 积分 形式 
| WacNaydn+ | 7 ВС маг = 0 G=1~ n) (1.2.19) 
水 pj 以 写成 余 量 的 形式 
| wrat | аго G=1~n (1. 2. 20) 


(1.2.19 ий (1. 2. 20) 式 的 意义 是 通过 选择 待定 系数 a ,强迫 余 量 在 某 种 平均 意义 上 每 
Та, W, ПИ, 称 为 权 函 数 。 余 量 的 加 权 积 分 为 零 就 得 到 了 一 组 求解 方程 ,用 以 求解 近 
似 解 的 答 定 系数 4, 从 而 得 到 原 问 题 的 近似 解答 。 求 解 方程 (1. 2. 19) 的 展开 形式 是 


| WIACNayaQ +J тв (Nadr = 0 
г 


| Wiaan | WIB Nadr — 0 
Г 


| wiaCNaydn 十 | WIB(Na)d r = 0 
r 


„. М 
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其 中 营 微 分 力 程 组 A 的 个 数 为 mm AF RIE B ЖО те ДРА W. GS] erom E 
т, АЈА, W, ОВ, до m 阶 的 函数 列 阵 。 

МАН ҚАРАТЫЛА" 越 多 ,近似 解 的 精度 将 越 高 。 当 项 数 n ТАЗ, 
МИНЕ. 

对 应 于 等 效 积 分 " 蚤 ”形式 (1.2.9) 式 ,同样 可 以 得 到 它 的 近似 形式 为 


| Ciew осмаво + | E (WOEN 0 (= les) (12.21 
п Г 


“ 


来 用 使 余 量 的 加 权 积 分 为 零 来 求 得 微分 方程 近似 解 的 方法 称 为 加 权 余 量 法 
(weighted residual methed， 丈 RM。 加 术 作 量 法 是 求 逢 分 方程 近似 解 的 一 种 有 北方 法 。 
显然 ,任何 独立 的 完全 函数 集 各 可 以 用 来 作为 权 明 数 。 按照 对 权 函 数 的 不 同 选 择 就 得 到 
不 出 的 加 权 余 量 的 计算 方法 并 赋予 不 同 的 名 称 。 常 用 的 权 蚁 数 的 选择 有 以 下 几 种 ”， 

(1) 配点 法 

W, = б(х—х,) 
者 虽 域 是 独立 坐标 x 的 明 数 ,SCx 一 x,) 则 有 如 下 性 质 ; 当 x 关 x; | W -ОИНЯ 
| ао =f (Cl) 


这 种 方法 相当 于 简单 地 强 追 余 量 在 域内 二 个 点 上 等 于 零 。 

(2) TRIE 

E n КРИО, РМ, =], ЕТРЫ 0, ЩАТ, —0, 此 方法 的 实质 是 强迫 余 量 在 # 个 
fk Q, 的 积分 为 零 ， 


(3) 最 小 二 乘法 
HEMERY = Ума 时 , 权 函 数 W, = АСУ ма.) 
此 方法 的 实质 是 使 得 函 数 


Ка,) = | A? (> Ма,)40 
п + 1 


取 最 小 值 。 即 要 求 2 一 0 (1=1,2,+=›,л), 


(4) 力矩 法 
以 一 维 问题 为 例 , 微 分 方程 ACu)=0, 取 近似 解 x 并 假定 已 满足 边界 条 件 。 令 
W = же ие 
则 得 到 


| Аск =0, | Adz = 0, | Adz = 0, 
п Пп Гў; 


一 


МАО ЕАС) аЛ ВАК ЫШТ. 
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нта ыны 通 少 又 称 此 法 为 积分 落 。 对 于 二 维 问 题 , 厂 ,= 
] у (° 

(5) Ш в 

RW =N ДЕЛЖ F W. = — И, = — №, 。 即 简单 地 利用 近似 解 的 试探 函数 序列 作为 
BAR, 近似 积分 形式 41.2.19) 式 可 写成 


(маСУмада-|маСумадаг-ө (J = 1,2,++,н) (1.2.22) 
ас лед ыт кшн НЕЯ ба 为 


= Мода + Мда, + + + №, да, (1. 2, 23) 
其 中 $a, 是 完全 任意 的 яка. 2. 22) 式 可 更 简洁 地 表示 为 
|раатасддо - | Bar = 0 (1.2. 24) 
对 于 近似 积分 的 “ 弱 ? 形 式 (1.2.21) 式 则 有 
| conan 十 | ETODFGAr = 0 (1.2.25) 


HAP URAT A E 2m 阶 和 的 线性 自 伴随 的 ( 见 1. 3. 1 节 ), 采 用 伽 辽 爹 法 得 到 的 求解 
方程 的 系数 和 矩阵 是 对 称 的 ,这 是 在 用 加 权 余 量 法 建立 有 限 元 格式 时 只 乎 训 无 例外 地 采用 
傣 辽 念 法 的 主要 原因 ,而 且 当 微分 方程 存在 相应 的 泛 函 时 , 伽 辽 会 法 与 变 分 法 往往 导致 同 
样 的 结果 。 

下 面 将 用 例题 说 明 加 入 余 量 法 用 不 同 权 函数 的 解 题 过 程 和 结果 比较 ， 

例 1.3 е-и 


иф = 0 (0 = x= 1) (D 
МЖ Ж. Р 时 
5 r= 06, н = 0 
аме 2 
取 近 似 解 为 
u = #1 -х) (аа ах е") (2 


其 中 rei] +i? :… 为 待定 参数 ,试探 函数 М, - (1—ух),М, -а1- ох Ва имена 
MR IFO ТНЕУ E ЫАЖ ЕВ, тл 


| W.Rdxz = 0 @ 


近似 解 可 取 晤 式 中 一 项 两 项 或 4 项 ,项 数 取得 越 多 ,计算 精度 就 越 高 。 为 方便 起 见 , 只 
论 一 项 和 两 项 近似 解 。 
一 项 近 做 解 n=] 
му = арт(1--ш) (5) 
RAOR. REA 


2. 24. 


22 人 


Ril) = z+ a,(— 2 + zr— z°) 
两 项 近似 解 ; a= 2 
и; = z(1 — + {a tar) 
RAA 
R,(zy = x фа (2 aa a’) + a (2-6г ar — г) 
(1) 配点 法 
一 项 近似 和 解 : 取 x 二 172 作为 配点 ,得 到 


解 得 “| --2/7 
所 以 求 得 一 项 近似 解 为 襄 二 之 x(1 一 zx) 


7 
МАДАН пат 1/3 及 工 一 2/3 作为 配点 ,得 到 
1 1 16 2 
(=) ча 十 2792 = 0 
2 2 16 50 | 
RI $] $ уа е = 0 


WIB а, =0.194 8, а, =0. 173 1 


ШЕ РАИЛ ЖИ а, =r(1— 2) (0. 194 8-0. 173 15) 
(2) 子 域 法 
一 项 近似 解 ; 子 域 取 全 域 , 即 И, 1,4 01, AORA 


р А 111 
[Rea = аа? ааа = 1 Па = 0 
0 Ü 2 б 
解 得 а =3⁄11 
求 得 一 项 近似 解 为 Z= r 
两 项 近似 解 ; 
取 W, =1 щ оа. (M) 
W,=1 当 > <=<1 (0,) 
由 由 式 得 到 


1/2 1% 
| К. (г) х -| [e+ al tar я) + a (2— 6z+ а -- г) 4х 


i 11 53 _ 
=p 1991 lg = Ü 
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1 3 11 229 
|, Rdz ç 7 1941 — 1099 
; 2229 _ _ 24 _ 
19 а тр 187 б, КҮП 0,1702 


ЛАНЫ и, 501—2) (0. 187 64-0. 170 2r) 
(3) ЛЕВ: 
将 余 晶 的 二 次 方 玉 :在 域 吕 中 积分 


I= | R'aq @ 
选择 近似 解 的 待定 系数 a, ,使 余 基 在 全 域 的 积分 值 1 达到 极 小 。 为 此 必须 有 
— = 0 (i = ],.2,* уп) 
НОЖ а, 求 导数 得 到 
| R 2440 – 0 (i = 1.2 n) p 


由 此 得 到 个 方程 ,用 以 求解 个 待定 参数 a,。 将 鸭 式 与 四 式 比较 可 知 ,最 小 二 乘法 的 权 
因数 选择 为 


w, = ЗК (т< 1,2,-,п) 
да, 
一 项 近似 解 : 
К(т) = z+ a,— 2 + x — д) ЕН 
ак, =- 2 + x — г 
За; 
RADA E] 


1 1 
[R ids = | [e а (240-00) К 24г- rdr 0 
1 ü 


#19 a,=0.2723 
一 项 近似 解 ， “1--0.272 3z(1— <) 


BIB И: 
R (z) = г al? +r а?) а (2- бл а? — ж?) 
Wi _ 3 =— 2 -L z — г" 
да, 
W. ФК: = 2— бл + z” — r’ 


да; 


Клрфжавант не, Вр 
1 L 
| Е, ОКО да = Сена 24 r zt) +a? — bx + z — z) ] X 
0 1 
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(— 2+ r— r dre = 0 


l 1 
| в Keda =Í [r+ а, С 24 z )+ a (2—8zr+ 2 -х) | 
4 а 8 


(2—6бх-++х*—т*')йт = 0 
МІН а =0. 187 5, а:--0. 169 5 
两 项 近似 解 : ш-т(1-:2(0.187 5 十 0. 169 5х) 
(4) 力矩 法 
一 项 近似 解 ; 取 W, =1, @ На 


1 
| 1 К (г)4т = а а(-2+т- г) мг = 0 
4 ñ 


解 得 а= 
一 项 近似 解 : а) 
此 结果 与 子 域 法 的 结果 相同 。 


两 项 近似 解 : 取 ҮРіз-1. г, ВА 2019 


1 1 
[ Rdz =Í Letak 2 +r xz) +a (2—6xr+ a — г) ldr = 0 


1 1 
| aR: сағ =| га +a l 2r + — `) + а (2z ба? + г rt) dr = 0 


解 得 а, =0. 188 0, а, =0, 169 5 

两 项 近似 解 为 ш, = 001—0) (0.188 04-0, 169 5r) 
(5) г 
取 近 似 图 数 作 为 权 函 数 。 
一 项 近似 解 : 2 一 Ra 一 aztl 一 了 

REMA Wo =N =z(l— zr) 

由 由 式 得 到 


1 ] 
| МЕ, сада - (за = а -2 + r— 2) ако 


4 5 
解 得 dL 


СЛ изба) 
АЛУ ЇЙ: 
и; = Ма + Ма = аух(1— r) ак? (| — z) 
НАУ РАЖ А 


Ж1% ЖЕЛ ЖӨЕ йел Ж ЖЛ ЯЙ АЫ _ 


“,—Мо=лхл\А\1—т), М, = N, = xz°(] — т) 
RAOR] 
(ға —z)[z+a(—2j+x— 42) 4а(2-6х + — z )l]dz = 9 


| #а—[х+а(—?+—4°)-+4(Ф—6г+4/ —х1)]ах = 0 


解 得 a, =0. 192 i, а = Ü, 1707 
两 项 近似 解 为 щ-т 1--х)(0. 192 440.170 7+) 
这 个 问题 的 精确 解 是 


ЕДІ 


sinl 
用 加 权 余 量 的 几 种 方法 得 到 的 近似 解 与 精确 解 的 比较 见 表 1, 1。 由 表 可 见 ,在 此 具 
体 问 题 中 取 两 项 近似 解 已 能 得 到 较 好 的 近似 结果 ,各 种 方法 得 到 的 近似 解 误差 均 在 3% 
以 内 ,其 中 俩 辽 金 法 的 精度 尤其 高 ,误差 小 于 0,5%. 


жіп Ж ШЕЙ Л ë ftJ 1 iü W Б ЙИ W Sh ЖЕЕ 
HBR uE r=0. #5 r=, 5 z=0,75 
sin] «=. 044 01 u=0. 069 75 и. 060 06 
КА КЕ CE {я Ж 


=a r(1—=z) 


L а-а-а) | .7 | 0.071439 | 2.4 |0, 05357 1 一 10.8 
项 | 2. = rm . .2 | 0.068 18 .3 10.05114 1 —14.9 
и ЗВРОЖи-0.27234(1-) „O | 0,068 08 4 [0.05106 | -15,0 
ж. Аара) .2 | 0.068 18 3 | 0, 051141 —14, 9 
5. ШФ: = ra) | ‚3 | 0.069 44 ‚4 | 0.052 08 | 一 13.3 

u= rilar) la, Harr) 
两 | 1. лш =л(1—1)(0.194 8+0. 173 17) | ‚4 | 0.070 34 ‚8 |0,06087] 1.3 
дА 2, Fiu = rllz). 187 6-0, 170 22) ‚0 | 0.068 18 ‚4 | 0.05911} —1.6 
и 3, М.ш =z(1—z)(0.187 5--0,169 5л) | 0. .1 | 0.068 06 „4 | 0.05899 | —1.8 
解 | 4， 力 矩 ;各 一 zf 一 zf0.188 0+0, 169 5л) . .8 | 0,068 19 ,2 | 0.059 09 | 一 1.6 
. fT £ u= z(1—r)(0.192 4 十 0, 170 7z) | 0, .2 | 0.069 44 .4 |0.06008| 0,93 


26. 
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例 1.4 一 维 热传导 问题 ,如 打趣 传导 系数 取 1, 则 微分 方程 为 
4% 


А) = q T Q(z) = 0 (0 < zx =< 1.) (1. 2. 26) 
其 中 
1 MW 0 =< += L/2 (D 
Q(z) = 
0 ШЧ L /2 < х= L (2) 


边界 条 件 是 在 z== 0 те 1. 时 ,$=0 
取 情 里 叶 级 数 作 为 近似 解 , 即 


é == $ 一 Уаз 2 (3) 


其 中 a, 为 待定 参数 ,试探 函数 N. 一 sin F, 近似 和 解 满足 给 定 的 边界 条 件 ,因此 在 边界 上 


不 产生 余 量 ,并 因为 此 近似 解 在 域内 具有 任意 阶 的 连续 性 ,因此 可 直接 用 近似 积分 形式 
(1. 2, 19) 式 进行 加 权 余 量 各 种 方法 的 计算 。 对 本 例题 (1. 2. 19? 式 可 以 简单 地 表 孙 为 


[m Ома) оја: = 0 @ 


现在 分 别 利用 配点 法 . 子 域 法 和 傣 辽 金 法 进行 求解 ,近似 解 分 别 取 一 项 解 人 ma 一 1 及 
两 项 解 (rn 二 2)。 采 用 配点 法 时 ,一 项 解 配点 取 z*= 工 /2,Q(L72) 取 两 边 的 平均 值 172。 两 
项 解 的 配点 到 z=L/4 及 x 二 3L/4。 子 域 法 中 子 域 取 两 个 半 域 Ост<1/2 B LLS 
.. ЗЕЙ 1.3(a) (bb) 中 分 器 表 示 了 一 项 近似 解 和 两 项 近似 解 所 选取 的 权 函 数 和 解答 。 为 
了 便于 比较 ,图 上 还 给 出 了 精确 解 ， 求 解 过 程 留 给 读者 作为 练习 。 

由 例题 的 结果 比较 可 以 者 到 傣 辽 金 法 的 精度 较 其 他 丙种 方法 要 好 ,这 个 结论 和 
例 1.3 是 一 致 的 。 

值得 指出 的 是 :采用 伽 辽 金 法 时 ,因为 权 函 数 УУ, = Ni 是 连续 的 ,并 在 两 端 有 N =0, 
可 以 对 邮 却 进行 分 部 积分 ,得 到 相当 于 (1.2. 21) 式 的 近似 积分 “ 弱 ? 形 式 


КЕ Е) Ма) ток -0 G= 1,2, © 
上 式 可 改写 成 
Ka—P — Ü @ 
其 中 
P=[P, Р, ~ PI а=[ш« а ++ а! 
K, = | f uda P, = | WiQdz @) 


可 以 看 到 当 取 WSN 时 ,将 有 K 一 天 ,也 就 是 说 采用 伽 辽 金 法 求解 待定 参数 a, 的 代 
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| Питат Вт -зіһ А 
ñ Пеи SEP — 
| 2 ШИШ 5- ф-0 МИ kE) Муз, N: 
|Р (ПШ ЕЕ) Мүзвіһ 天 
k CFCFFFCGFF GIcCO р 


x 
яр” 
г 


(b) 两 项 解 
图 1.3 一 维 热传导 问题 ( 稳 态 ) 各 种 解法 的 比较 


数 方 程 组 的 系数 矩阵 天 是 对 称 的 , 当 方 程 阶 数 很 高 时 ,这 种 对 称 性 将 给 计算 带 来 很 大 
方便 。 

例 1.5 求解 二 维 热传导 问题 的 项 辽 金 法 。 

我 们 已 经 在 1. 2. 1 节 中 导出 了 二 维稳 态 热传导 各 题 的 等 效 积分 “ 昱 ”形式 (1.2.15) 


式 ,采用 加 权 余 量 法 求解 时 ,近似 解 取 5 一 У Na,, 并 设 区 已 事先 满足 瑟 边 界 上 的 边界 


KiF ERRAR S $. КЕ r bP E aó = 0。 在 此 情况 下 ,从 (1.2.15) 式 可 以 得 到 姐 
下 方程 

Ка-р (1. 2. 27) 
KPEE КЕЕ Е р ЖР: 


8... 
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K, =K, = | ут МАУ Май 
П 


—— 


IN, AN, ӘМ, ӘМ, . .., 
=f (75 这 十 (1.2.28) 


р, =| м, Quo+ |, М,Д4Г G= 1,2,- n) (1.2. 29) 


K 称 为 热传导 矩阵 р рат, М L Ku 8 K EIIE R. 

ШЕ ЕУЕН W. l RBK АЈ H FJ БЖ ЕН 3k PE AS [н] К ВА Я, ПИР 
“E A= |ë] BS BI ЖЯ EA ШЧ ЖОН ЖОН РЫ” X , BJ k НЕ ХАНДА PS ЖЕРЕ ЖЕРЕН 
Ж. 如果 近似 函数 取 自 完全 的 函数 系列 ,并 满足 连续 性 要 求 , 当 试探 函数 的 项 数 不 断 增加 
时 ,近似 解 串 趋 近 于 精确 解 。 但 解 的 收敛 性 仍 未 有 严格 的 理论 证 明 ,同时 近似 解 通常 也 不 
具有 明确 的 上 、 下 界 性 原 。 下 节 讨 论 的 变 分 原理 和 里 兹 方法 则 从 理论 上 解决 上 述 两 方面 
的 问题 ， 


1.3” 变 分 原理 和 里 兹 方法 


如 有 微分 方程 具有 线性 各 目 伴 随 的 性 质 , 则 不 仅 可 以 建立 它 的 等 效 积 分 形式 ,并 利用 
加 权 祭 量 法 求 其 近似 解 ,还 可 以 建立 与 之 相等 效 的 变 分 原理 ,并 进而 得 到 基于 它 的 另 一 种 
近似 求解 方法 , 即 里 兹 方法 ， 


131 线性 、 自 伴随 微分 方程 变 分 原理 的 建立 
1. 线性 、 自 伴随 微分 算 子 


若 有 微分 方程 
{бш -+Б=0 (ENBRA) (1.3.1) 
其 中 微分 算 子 上 具有 如 下 性 质 
Liau, виз) = аби, ) + В (що) (1.3. 2) 


则 称 АНЯ, ARO. 3. 1) 为 线性 微分 方程 。 其 中 a 和 是 两 个 常数 ， 
MEX L(w) 和 任意 旺 数 的 内 积 为 


КО; (1.3.3) 


有 时 内 积 也 表示 为 (1Aw) ,vy。 对 上 式 进 行 分 部 积分 直至 “的 导数 消失 ,这 样 就 可 议 得 到 
转化 后 的 内 积 并 伴随 有 边界 项 。 结 果 可 表示 如 下 ， 


| Lwa = | ИГ. (до b, t. (u,v) (1.3.4) 
fi 
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— — — — < — Сс. 


ERAH b. t VRTE A KAAT EE u 和 w 及 车 导数 组 成 的 积分 项 ,。 AFL 
为 工 的 伴随 算 子 。 若 L* = 工 ; 则 称 算 子 是 自 伴 随 的 。 称 原 方 程 (1. поля BEM 
мали. 


16 ШИНЕТІЛС )= 


构造 内 积 , 并 进行 分 部 积分 
1; = Ди : ди dw ди 
| Lap vdr -| -F7 42 z Jode = |, FP 445” (T) 
з, dv 2; du \ |= 
КЕ dz qe dz + (а H -(% ) 
从 上 式 可 以 看 到 1- 1 ,因此 工 是 自 伴 随 算 子 。 
2. 5 879028 
原 问题 的 微分 方程 和 边界 条 件 表达 如 下 
Аси? = и) + - 9 СЕП) 
В(и) = 0 (ТЕГЕ) 
ЯНА ЕЛ Л КИЛЕН ЖЫ Ф ЖЕНЕТ] ТІК 


ЕДІК) + flan- | Badar _0 (1.3.6) 
利用 算 子 是 线性 、 自 伴随 的 ,可 以 导出 以 下 关系 式 
| гити) ао -| Ë 15р + 3 у бити) |dn 


т 


| 


ti 


(1,3,5) 


-Í [Zòu Lu) 4 Гыр ды) |an+ b, t. 《Se 

р 2 

-Í 2807104) + ритвъки) an+ b t. (uru) 
2 2 2 а ь т 


-让 FULDA + b. t. (дири) (1.3.7) 


将 上 式 代 入 (1. 3,6) 式 ,就 可 得 到 原 问 题 的 变 分 原理 
П(и) = 0 (1.3.8) 
其 中 


HO) = | Зико) + и flan ъв (u) 
п 


аА , IN 39 32 8 ch aC u 00 30) 00 E SK N Д 
ERÉ H b.t. (Dhil. 3. ОВ b. t, (u DMA. 3.6) 式 中 的 边界 积分 项 两 部 分 
组 成 。 如 果 场 函数 u AEEA би 满足 一 定 条 件 , 则 两 部 分 合成 后 ,能 够 形成 一 个 全 变 分 
( 即 变 分 号 提 到 边界 积分 项 之 外 ) ,从 而 得 到 泛 函 的 变 分 。 这 在 后 面 将 具体 讨论 


80. 


PIR 基本 部 分 Пи 


由 以 土 讨论 可 见 , 原 问题 的 微分 方程 和 边界 条 件 的 等 效 积 分 的 人 斯 辽 金 提 法 等 效 于 
它 的 变 分 原理 , 即 原 问题 的 微分 方程 和 边界 条 件 等 歼 于 谤 画 的 变 分 等 于 零 , 亦 即 谤 函 
取 驻 值 。 反 之, 如果 证 函 取 驻 值 则 等 效 于 满足 问题 的 微分 方程 和 边界 条 件 。 而 谤 НІ 
以 通过 原 问 题 的 等 效 积分 的 人 艇 辽 人 金 提 法 而 得 到 。 并 称 这 样 得 到 的 变 分 原理 为 自然 变 
ЛЕ. 

3. 泛 函 的 极 值 性 

如 果 线 性 自 伴 随 算 于 L ERSO Pi ЕЛІҢДІ ӘЛЕМІНЕ АО ЎЎ РЕЧ, 18 
设 近 似 函 数 上 事先 满足 强制 边界 条 件 ,对 应 于 自然 边界 条 侍 的 任意 函数 W 按 一 定 的 方法 
ШАР АРТ. ІШЕК ІН КТ? SA PRSI ПІН ЖЕ. ЖУЙ 
条 件 加 以 阐述 和 讨论 。 

对 于 2m 阶 微 分 方程 , 含 0ml 阶 导 数 的 边界 条 件 称 为 强制 边界 条 件 , 近 似 函 数 应 
事先 满足 。 含 m~m- 阶 导 数 的 边界 条 忻 称 为 自然 边界 条 件 , 近 似 函 数 不 必 事先 满足 。 
EI е АРХ РОК ЯЖ Ма 2m 一 1 阶 导数 的 边界 条 件 开 始 , 任 意 函 数 W 


依次 取 一 55,8 E, a 3 在 此 情况 下 ,对 原 问题 的 伽 辽 金 所 法 进行 m 次 分 部 积分 后 ， 


Эл 
Ж КЫЛ F ЛАУА ЖЕШ. Вр 
бП(и) = 0 (1.3. 9) 
其 中 


пар = [to І)" (шуи) J ut AN + b. t. (и) (1.3.10) 


Сао вт 阶 的 线性 算 子 ,b. t (9 是 在 自然 边界 上 的 积分 项 ， 

从 上 式 可 见 , 此 时 泛 函 中 包括 两 部 分 ,一 是 完全 平方 项 CTGDCCw), 另 一 是 的 线性 
项 ,所 以 这 二 次 泛 函 具有 极 值 性 。 现 还 可 进一步 验证 ， 

ИЛ а иа ди, ЖН и КА ЕКЕ, u 是 它 的 变 分 。 将 此 近似 函数 
{А (1. 3.10), HA E 


Па) = Пи + 8и) = Ши) + SHu) + іе (1.3.11) 


Кн ПОЛЕ КЕ АТ А ӨЛ Си) ДЕ ВУ А Уен ЖЕН ЕЖП ер; 
的 弱 形 式 , 应 有 
Пи) = 0 


Тео = | C PECAN (1.3.12) 
{l 


除非 54 二 0, 即 #4 二 a, 亦 即 近 似 卫 数 取 问 题 的 真正 解 , 恒 有 部 了 [>0tm 为 偶数 ) 或 恒 有 N 
Оп 为 奇数 )。 所 以 真正 解 使 滩 函 取 极 值 ， 
这 图 的 极 值 性 对 判断 解 的 近似 性 质 有 意义 ,利用 它 可 以 对 解 的 上 下 界 作 出 估计 。 
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例 1.7 二 维 热 传导 问题 的 微分 方程 和 边界 条 件 已 在 (1.2.3)? 式 和 (1.2.4)? 式 中 给 
Н. УТАУ ра, ЭРЭ ВЛАЕ. 
问题 的 匣 辽 金 提 法 在 ?已 事先 满足 了 土 强 制 条 件 情 癌 下 ,可 以 表示 如 下 
| asl + 3 + Q)an 一 济 。 ose $ аг-0 (1, 3. 13) 
БАН ВЯЕНЕеРВА НЕВЯЕ Г, E 54-0, ШІН 


аё? a$ 28% а% _ 
1 k Jæ az ау эу + 90 а + |, fydr = 0 (1.3.14) 


从 上 式 可 以 得 到 二 维 热 传导 问题 的 变 分 原理 
ОП?) = 0 (1. 3. 15) 
Жр ПОФ R [n] 11У РЁ 


П = | ае) +1057) -4 |an- | жаг (1.3. 16) 


ШЫ #=#+8# А ЕЛ, ШАВ 8] 
HO) = (99-5 + HOD (1.3.17) 


ЖР,ПО#)ЯП ORE. 3. 160$ Я1(1. 3. 14) Желк АЛЕ B] ER PE ga ОБА RI B) TF 
分 ( 亦 即 伽 辽 金 提 法 的 弱 形 式 )。 分 别 等 于 一 确定 的 值 和 零 。 而 二 次 变 分 项 
FIKH = | ТА (шү ШЕ | (1, 3.18) 
上 式 只 有 在 ёро 8,0009) =0, Р) ЯЙ ҖИ ЖІ? БЕЛЕ ЖЕН СМС. 3. 14) 式 得 
ЭТЕ БАЈ ЛАУ А ШЫМАН, МІНБЕР АШ. 3. 16 58). 
骨 次 指出 ,对 于 2m ТЕ. НЕВЕ ЙТІП S SB y [ЛЕ 5} A, H 
A EMA RA ДЕ АСЕАН ГВЕН У РАВ НАВЕ, 0], нЕ 


К ВОНА ЧЕН. НАСЫН рК ОН FETE. АЕН в 章 
ЖРЕТ НН АУЕ ЕР ЖТТ ШЖ. 
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对 于 线性 . 自 伴 随 微 分 方程 在 得 到 与 它 相等 效 的 变 分 原理 以 后 ,可 以 用 来 建立 求 近似 

解 的 标准 过 程 一 一 里 葡 方 法 。 具 体 步 双 是 : 未 知 函 数 的 近似 解 仍 由 一 族 带 有 待定 参数 的 
试探 国 数 来 近似 表示 , 即 

и == Ц == Ума, = Na (1. 3. 19) 

其 中 a 是 待定 参数 ;N 是 取 自 完全 系列 的 已 知 函 数 。 将 (1, 3. 199266 А Гар П,4Ң 


#15 基本 部 分 


一 — —- 


тта аг r- — -一 


到 用 试探 函数 和 符 定 参数 表示 的 证 果 表 达 式 。 谤 昂 的 变 分 为 等 相当 于 将 话 范 对 所 包含 的 
待定 参数 进行 全 微分 ,并 令 所 得 的 方程 等 于 零 E 


an = ван + За: 十 … за, = 0 (1.3. 20) 


由 于 ба ба 是 任意 的 ,满足 上 式 时 必然 有 3 A ，… 都 等 于 零 。 因 此 可 以 得 到 一 组 
方程 为 


ФП 

да, 

ӘН 
ӘН 一 да: | — 0 (1.3. 21) 
а . 

ӘП 


да, 
这 是 与 待定 参数 a 的 个 数 相 等 的 方程 组 ,用 以 求解 4。 这 种 求 近 似 解 的 经 典 方法 叫做 里 
兹 法 。 
ШЕ ра П Фи ЕН ИАКО К. ШЕЕ ва Лу) а, KAH 
T 38 41 BB |a] ЖЩ rh BJ ZZ р ЖРТ XEK N w РМР Е В, ХЕК, 
(1.3, 21) 式 退化 为 一 组 线性 方程 


ӘП Ka P 0 (1. 3. 22) 


fB M UEA EBE K ДХ] ЖЕЙ. каты 


а (ӘН а (ал 
эп да, (5а; J 2 “ҙа, (за ` два +“ 
(э, )= sawara | = K, ða (1, 3. 23) 
2 (ӘН 9 {20 ... 
за (за, за + да, Е a, ва: + 
很 容易 看 出 矩阵 K, TIEREN 
__д°П 
к; да,да, 
ИШҮ? (1.3.24) 
^# jaja, 
因此 有 
Ka = KA. (1,3. 25) 
ЖЕТЕ K 是 对 称 矩阵 。 


Р ОЎ Й, (1. 3. 22) 式 可 以 得 到 
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2 Ка (1,3, 26) 
与 (1. 3. 23) 式 比较 就 得 到 
К-К, (1.3. 27) 
НШ КЕЕ ERER. 
ЕШ ЖЕ 33) ЖЛЕ Л Ж Ж ЖОР ЕШ РЕКЕ Et — TRAER NRE. ВЮВ л ЕТЕ 
算 带 来 很 大 的 方便 。 
对 于 二 次 泛 范 ,根据 (1.3. 22) 式 可 以 将 近似 证 函 表 示 为 
П = Fa Ka —a!p (1.3. 28) 
ЕХВЕВЕННЕЖЕе НО ИН, ЖЫН ЕЛ? 
5 = Е затка + ат кда —$аТР (1.3.29) 
н РВЕ К 的 对 称 性 ,就 有 
ба Ka = а Кода (1.3.30) 
因此 
ОП — ба (Ка - Р) = 0 (1.3.31) 


因为 $a 是 任意 的 ,这 样 就 得 到 (1. 3. 22) Д(Ка- Р-0) 

里 兹 法 的 实质 是 从 一 族 假 定 解 中 寻求 满足 泛 晴 变 分 的 “最 好 的 " 解 。 显 然 ,近似 解 的 
精度 与 试探 函数 的 选择 有 关 。 如 果 知 道 所 求解 的 一 般 性 质 ,那么 可 以 通过 选择 反映 此 性 
质 的 试探 函数 来 改进 近似 解 , 提 高 近似 解 的 精度 。 若 精确 解 恰 巧 包含 在 试探 函数 族 中 , 则 
里 兹 法 将 得 到 精确 解 。 

例 1.8 用 里 花 法 求解 例 1. 3, 并 作 简 单 的 讨论 。 问 题 的 微分 方程 是 


а афа 0 (019 Ф 
Wiz = 08, >š = 0 

边界 条 件 是 | 
U r= 1f, а= 0 2 


此 为 强制 边界 条 件 。 
由 于 算 子 是 线性 自 伴随 的 ,可 以 立即 利用 1.3.1 节 的 方法 建立 的 变 分 原理 。 得 到 证 
ра A 


n- PEHE] ень з 
具体 过 程 由 读者 自己 完成 ， 


ааа аА 基本 部 分 


选取 两 种 试探 兄 数 形式 ,用 里 兹 法 求解 。 
(1) 选取 满足 过 界 条 件 包 的 一 项 多 项 式 近 似 解 5 与 加 权 余 量 法 中 选取 的 一 项 解 相 同 ) 
из-алС1-.) 
则 有 
си = а, — даут 4 
КЛОХва Не 8 a ЯМР 


ї 
П =| 一 тас — 2х) -+ Lera — к) tar (1 — z) |dz 
J 


2 
l 33. 1 
--(10)4 тоа © 
Ні Ж 
П _ 
да С 
解 得 
5 
а= т © 
近似 解 为 
~ 5 
и == 1841 — а) D 


FML АЕМ RR. EE T 1.3.1 节 中 的 结论 : 当 问 题 存 在 自然 变 分 原理 时 , 单 
效法 和 伽 辽 金 法 所 得 的 结果 是 相同 的 。 


(2) 取 近 似 解 为 
и = a Sinz + aT 
满足 z= 0 时 ,4 二 0; 得 还 要 求 z=1 时 ,x 二 0, 则 应 有 
a,sul +a, = 0, a+ =— tsinl (% 
近似 解 为 
ц = а Csing — r8in1) 10 
一 阶 寻 数 为 
сі = ау созт — sinl) ҮЙ, 
Клодия 


1 
П =f - Та! (соз - 25іп1соят + біп 1) + 
П 
іш Сп еіп + z + sinr а зи 1) + 


2 


a gising — твп] ) |dz 
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一 一 Та; sini | ып! — cos! |+ а} (сэт! 一 сов1) 19 


ӘП = (ват — cos1 \(— asin] + 1) = 0 
а 3 


‚ _1 
解 得 бл віп] 9 
近似 解 为 

та ЗХ 
ГЕТЕ ë 
由 于 所 选用 的 试探 函数 族 正 好 包含 了 问题 的 精确 解 , 因 此 现在 的 里 兹 解 就 是 精确 解 , 即 


一 般 地 说 ,采用 里 兹 法 求解 , 当 试 探 吴 数 族 的 范围 以 及 待定 参数 的 数目 增多 时 ,近代 
解 的 精度 将 会 得 到 提高 。 

现在 简要 地 介绍 一 下 有 关 里 兹 法 收 往 性 在 理论 上 的 结论 。 为 便于 讨论 ,假设 未 和 郑 场 
AR H КЕН $, ҚЫНҒА ICO) £ tl F JE zÀ 


по -| Е(%,5% а? ра "haaf Е(», ТЗ маг (1.3.32) 


ЈА БА Ж A 
az ф = ма, 


当 n BETES НЕ 9 КАТИОН ЕШ ШЕ. 

(1) 试探 函数 М.М, ҺА, 应 取 自 完备 函数 系列 。 满 足 此 要 求 的 试探 函数 称 为 是 
完备 的 。 

(2) 试探 函数 N. М, М, 应 满足 C。 ;连续 性 要 求 , 即 (1. З. ЖНЖ 
НО) rh 35; ЖК ЖЕТЕ КЖ ЕИ ЖЛЕ то] АЖЖ 0-т-і 阶 导 数 应 是 连续 的 ,以 保证 
泛 函 中 的 积分 存在 。 满 足 此 要 求 的 试探 函数 称 为 是 协调 的 。 


石 试探 蛆 数 满足 上 述 完 备 性 和 连续 性 的 要 求 , 则 当 поо, 0, 并且 C$) 单 湖 地 
ЖТ ПО), ҖАН ЕЕ. 

由 于 里 兹 法 以 变 分 原理 为 基础 ,其 收 人 证 性 有 严格 的 理论 基础 ;得 到 的 求解 方程 的 系数 
年 阵 是 对 称 的 ;而 且 在 场 函 数 事先 满足 强制 边界 条 件 ( 此 条 件 通常 不 难 实现 ) 情 况 下 , 解 通 
党 具有 明确 的 上 .下 界 等 性 质 。 长 期 以 来 ,在 物理 和 力学 的 微分 方程 的 近似 解法 中 占有 很 
惠 要 的 位 置 , 得 到 广泛 的 应 用 。 但 是 由 隆 它 是 在 全 求解 域 中 定义 试探 务 数 ,实际 应 用 中 会 
R EI Jy IH B9 ІН. 

(1) 在 求解 域 比较 复杂 的 情况 下 ,选取 满足 边界 条 件 的 试探 函数 ,往往 会 产生 难以 克 
服 的 困难 。 


3 — | Oo RIA 基本 部 分 


(2) 为 了 提高 近似 解 的 精度 ,需要 增加 待定 参数 , 妈 增 加 试探 函数 的 项 数 , 这 就 增加 
了 求解 的 繁杂 性 。 而 且 由 于 试探 函数 定义 于 全 域 ,因此 不 可 能 和 根据 问题 的 要 求 在 求解 域 
的 不 同 部 位 对 试探 晤 数 提出 不 同 精度 的 要 求 ,往往 由 于 局 部 精度 的 要 求 使 整个 问题 的 求 
解 增加 许多 困难 . 

而 局 样 是 建立 于 变 分 原理 基础 上 的 有 限 元 法 ,虽然 在 本 质 上 和 里 葡 法 是 类 羽 的 ,但 由 
于 近似 王 数 在 子 域 (单元 上 ) 定 义 , 因 此 可 以 克服 上 述 两 方面 的 困难 ;并 和 现代 计算 机 技术 
Нав ,成 为 对 物理 ,力学 以 及 其 他 广泛 科学 技术 和 工程 领域 实际 问题 进行 分 析 和 求解 的 
有 癌 工 具 , 并 得 到 愈 来 傅 广 泛 的 应 用 。 


14 ”弹性 力学 的 基本 方程 和 变 分 原理 


在 有 限 元 法 中 经 常 要 用 到 弹性 力学 的 基本 方程 和 与 之 等 效 的 变 分 原理 , 现 将 它们 连 
同 相 应 的 矩阵 表达 形式 和 张 量 表达 形式 综合 引述 于 后 。 关 于 它们 的 详细 推导 可 从 弹性 力 
学 的 有 关 教 材 中 查 到 。 


141 弹性 力学 基本 方程 的 矩阵 形式 


弹性 体 在 载荷 作用 下 ,体内 任意 一 点 的 应 力 状 态 可 由 6 个 应 力 分量 cs ,gyg, ,Ty Ts， 
rz 来 表示 。 其 中 640, ,6 АЛЕМ Ж), ,Ts Ts 为 前 应 力 。 应 力 分 量 的 正 负 号 规定 如 下 :; 
如 果 某 一 个 面 的 外 法 线 方 向 与 坐标 轴 的 正方 向 一 致 ,这 个 面 上 的 应 力 分 量 就 以 漆 坐 标 轴 
正方 向 为 正 , 与 坐标 轴 反 向 为 负 ; 相 反 , 如 果 某 一 个 面 的 外 法 线 方向 与 坐标 轴 的 鱼 方 向 一 
致 ,这 个 面 上 的 应 力 分 量 就 以 沿 坐 标 轴 负 方向 为 正 ， 与 坐标 轴 同 向 为 负 。 应力 分 量 及 其 正 
方向 见 图 1.4. 

应 力 分 量 的 夭 阵 表示 称 为 应 力 列 阵 或 应 力 向 量 , 即 


弹性 体 在 载荷 作用 下 ,还 将 产生 位 移 和 变形 , 即 弹性 体位 置 的 移动 和 形状 的 改变 。 
弹性 体内 任 一 点 的 位 移 可 由 沿 直 角 坐 标 轴 方 向 的 3 个 位 移 分 量 x,v,w 来 表示 。 它 
的 矩阵 形式 是 


ЖІ ”有限 元 法 的 理论 基础 -加权 余 量 法 和 查分 原理 _ 


图 1.4 应 力 分 量 


ч 


u= ju |= [u u z | 


TE 
称 作 位 移 列 阵 或 位 移 向 量 。 

弹性 体内 任意 一 点 的 应 变 , 可 以 由 6 个 应 变 分 量 ЕЕ ЕУ, Y. ys 来 表示 。 其 中 
е, ,Є, E, 为 正 应 变 ;7 ,yy 为 前 应 变 。 应 变 的 正 负 号 与 应 力 的 正 贯 号 相对 应 , 即 应 变 
以 伸 长 时 鸭 正 ; 弟 短 为 负 ; 前 应 变 是 以 两 个 沿 坐 标 轴 正 方向 的 线段 组 成 的 喜 角 变 小 为 正 ， 
反之 为 负 。 图 1.5 的 (a),(b) 分 别 为 正 的 e, ПУ „БОР. 


Р һе 
(а) ЕМА (Ы) JR 


В 1.5 应 变 的 正方 向 


应 变 的 短 阵 形式 是 


eoe ЕР: 


分 


称 作 应 变 列 阵 或 应 变 呵 量 。 
ХР ЕЕЕ 2 Jy n АКБ. 
1. 平衡 方程 
ЕЙ V 域内 任 一 点 沿 坐 标 轴 z,y,z 方向 的 平 禾 方 程 为 


Әс, дт, 2 т,, 


= + f, = Ü (1,4,1) 


其 中 广 , 访 :六 为 单位 体积 的 体积 力 在 .zyyz 方向 的 分 量 。 且 有 т. = Tys Cy = Ty 


Pa = К,» 
M f J; КЕШ ҚА 
Ag+f—0 (EV) 《1.4.2) 
д д д 
ж O 9; 9 5-1 
а з 38 
2 ә å 


ЕЖЕ HI 7-17, f, AF 

2. 几何 方程 - 应变 -位 移 关 系 

在 微小 位 移 和 微小 变形 的 情况 下 , 略 去 位 移 导 数 的 高 次 寡 , 则 应 变 向 量 和 位 移 向 量 间 
的 几何 关系 为 


ан _ дф _ dw _ ди dy 
+ дж ” Эду ШЕТ. ? Эу Т 2: “= 

3 3 3 2 (1.4.4) 
НА 一 二 十 二 一 Foy Y I С- ды еле 一 У = 
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几何 方程 的 矩阵 形式 为 


£ — Lu (Ж V W) (1,4,5) 
其 中 工 为 微分 算 子 , 即 
J 
= 0 0 | 
| g 
0 5; 0 
I 
0 0 2 
; 92 
[, — | = А! (1,4,6) 
ә СД 0 
ду dx | 
3 
9 5; Эу 
2 D 
А Ж 


3. 物理 方程 一 一 应 力 - 应 变 关系 
弹性 力学 中 应 力 -应 变 之 则 的 转换 关系 也 称 弹性 关系 。 对 子 各 向 同性 的 线 弹性 材 
料 ,应 力 通过 应 变 的 表达 式 可 用 扼 阵 形式 表示 为 


г — Ра (1,4,7) 
其 中 
re р 
l l—» lv 9 9 9 
ы 
1 0 0 0 
р Etl — y) Ш 1229 
Ти) (1 — 20} ; 260 
对 241 — x) 0 9 
1 — zu 
к y 
1 -- Žv 
L 2(] — v) 
(1.4.8) 


D ЕЕЕ. кэс T3ñ ЖЫ БЛ ИЕЫ E ЯН ЖЫ», 
表征 弹性 体 的 弹性 ,也 可 以 采用 拉 梅 (Lam' еж G 和 ,它们 和 也 ,5 的 关系 如 下 


E Ем 
(z = 一 一 一 一 à= — — 
| 2\1-+Е>») (Ти) (1 — 2») (1.4.9) 


G 也 称 为 前 切 弹 性 模 量 。 注 意 到 


E 


ЕП — v) 
+26 = За за (1. 4, 10) 
© EB J Ж ri ВЕ D 亦 可 表示 为 

À + 2G А А 90.0 Ü 

| \+?С A 0 O O 
ps, ™ Е (.4.11) 

б 0 0 

称 со 

(2 

物理 方程 的 为 一 种 形式 是 

в = Са (1.4.12) 


Еф, СЕЖЕНЕ, C=D ', Z ЖИЙ КЕЕ нй С Ж. 
弹性 体 V 的 全 部 边界 为 S。 一 部 分 边界 上 已 知 外 力 T o T T 称 为 力 的 边界 条 件 ， 
这 部 分 边界 用 S, 表示; 另 一 部 分 边界 上 已 知 位 移 xysovsoy 称 为 几何 边界 条 件 或 位 移 边 界 
条 和 件 , 这 部 分 边界 用 S, 表示 。 这 两 部 分 边界 构成 弹性 体 的 全 部 边界 , 即 
ee 05 (1.4, 13) 
4. 力 的 边界 条 件 
弹性 体 在 边界 上 单位 面积 的 内 力 为 T, T,, T, EAF S, 上 已 知 弹性 体 单位 面积 上 
作用 的 面积 力 为 工 ,,T,,T, ,根据 平衡 应 有 
Т,-- Т, Т,- Т, Т, = Т, (1.4. 14) 
БОЛ Ж ЭЧЕ ЕН} РИКА niony ,7;， 则 边界 上 弹性 体 的 内 力 可 由 下 式 确定 
J. =n, mr Та 
TL, SATa dy, + п,ғ,, (1.4.15) 
Розата пиано, 


(1, 4. 14) K ËJ ЕЙ АУ 


Т-Т (#5. 上) (1. 4.16) 
其 中 
T = по (1.4.17) 
п 0 Ü n, Ü m 
М" 一 | n Ü mnm n. ) (1,4,18) 
О Ü x Ü н, H. 
5. 几何 边界 条 件 


在 S, 上 弹性 体 的 位 移 已 知 为 ,vw,w, 即 有 


и= ц у= 0 ш = wW (1.4.19) 


第 1 这 яйяжетекис-сунетуякяяйт 要 


ЯФ РЕЖ, л 
и = и СФ S, E) (1.4. 20) 
以 上 是 三 维 弹 性 力学 问题 中 的 一 组 基本 方程 和 边界 条 件 。 同 样 ,对 于 平面 问题 ,办 对 
称 问 题 等 也 可 以 得 到 类 似 的 方程 和 边界 条 件 ， 
把 弹性 力学 方程 记 作 一 般 形 式 ,它们 是 ， 


平衡 方程 Ас 十 f 一 0 CEVA) 
几何 方程 £ —Lu (ЖУ) 
物理 方程 с = De CEVA) (1.4.21) 
边界 条 件 пе =T (ТЕ S, Е) 
u=u (ТЕ S. |) 


并 有 5,+5,=5,5 为 弹性 体 全 部 边界 。 

对 于 不 同类 型 问题 ,几何 方程 和 物理 方程 的 有 关 和 矩阵 符号 的 意义 汇集 于 表 1.22 Ж 
与 元 的 基本 方程 将 分 别 在 本 书 有 关 章 节 中 给 出 。 

6. 弹性 体 的 应 变 能 和 余 能 

单位 体积 的 应 变 能 {应 变 能 密度 ) 为 


Ule) = 1 етре (1,4, 22) 


2 
лЗ ЕЕ ЯЙ PE TK q Br í B) КЖЕ НЕ (е =0) М Еу. 
单位 体积 的 余 能 ( 余 能 密度 ) 为 


(е) = 1 "Ca (1.4.23) 
余 能 也 是 个 正定 函数 在 线性 弹性 力学 中 弹性 体 的 应 变 能 等 于 祭 能 。 


1.4.2 弹性 力学 基本 方程 的 张 量 形式 


弹性 力学 基本 方程 亦 可 用 笛 卡 儿 张 量 符 号 来 表示 ,使 用 附 标 求 和 的 欧 定 可 以 得 到 十 
分 简练 的 方程 表达 形式 。 

fE B ü S bA S того 中 ,应 力 张 量 和 应 变 张 量 都 是 对 称 的 二 阶 张 量 ,分 别 用 o 和 
ERR EA o, =a, 和 es = 二; 。 其 他 位 称 张 量 、 体 积 力 张 量 .面积 力 张 量 等 都 是 一 阶 张 量 ， 
Huf Т 等 表示 。 下 面 将 分 别 给 出 弹性 力学 基本 方程 及 边界 条 件 的 张 量 形式 和 张 昌 
形式 的 展开 式 。 

1. 平衡 方程 

十 fi 二 0 (在 VY 内) (1-1,2,3) (1.4. 24) 

式 中 下 标 “,j"” 表 示 对 独立 坐标 2, 求 偏 导数 。 式 中 5; 项 中 的 下 标 “j” 重 复出 现 两 次 ,表示 
该 项 在 该 指标 的 取 值 范围 (1 ,2,3) 内 遍历 求 和 。 该 重复 指标 称 为 眶 指标 。(1. 4, 24) 式 的 
展开 形式 是 


Ж1А 基本 部 分 


kf 一 [7 
1 一 1 # 
GST: 
9 4-І 
(m— D 
š ? %-1 


Г 
0 Ë P 
ар 
— ü Ü 
Ё 

Кр 
0 и Ü 
те 
Ü 0 ° 
ті; А; іт, рр 


tt 一 [yt 


е ӘКІ 


一 “| 


“1 


= P z ЧЕЗЄ Ek tB НЫ) ЕЛЫ ЕБ аса 


CZ- DAH а 


м 
| от 
| ag zel 

Ë е; 

ер 

P ü 
ар 

n — 
Ë 


p БЕ: рр | 
— 


一 Le ж. r иеги rm 一 
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[о а] 
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Ж ИШ Ж 
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За 3912 Әбіз 


+22 + 2 


do, dTa 29: 
Әт Әт» Өз; 
223 дау Ж 


ы 8 но 


Зла Әт» 


(1,4, 25) 


амалан. MCQ DetitirTE „лула 是 笛 卡 儿 坐 标 时 ,出 


— — А = == оу = = = г 
Съ = @,{ Gb, = d; бу; = 0.8 біз = Фа Ta $ Озу Оз? г, рО) 13 тт 
Кы == 


图 1.6 应 力 张 量 及 其 分 量 


2. 几何 方程 
e, = 二) (EVD G, = 1,2,3) 
其 展开 形式 是 
є Ән; 
11 = 22, 
_ ди; 
Esp = Эт» 
_ диз 
Ед = Эт, 
x Е 
Е = АА T x |= Ез 
2 Әж; Әл 
1 Эц, Ән; 
— | — — 一 -一 | 一 上 
=-+{ = па e 
ба соңа | ar, н 


(1.4. 26) 


(1. 4.2?) 


сыза ЕЛЫ о 


-- - 


На. А, 41) sË ЕП] ЛАРЫ Жі» Жар » 23 E t + JL Als PRH, J| 


--- --- -ж- -- --- --- г. -т тғ-- жит гг. гия гг гг гг ыға 


1 1 1 
Е-е, En Е: ЕЕ, š Ето Улу? Ево?) ва 一 了 ye 


3. 物理 方程 


ГХАЕВЕНБЕЕТЫЛТЕЗЕТЫЖ ТЫНЫН.) ЕИ НКЕ 

符号 表示 为 
бұ 一 (ЖУ) (Gp ka = 1,2,3) (1.4. 28) 
81 个 比例 常数 Din 称 为 弹性 常数 ,是 四 阶 张 量 。 由 于 应 力 张 量 是 对 称 张 量 ,因此 张 量 
Dss 的 二 个 前 指标 具有 对 称 性 。 同 理 , 由 于 应 变 张 量 也 是 对 称 张 量 , Di 的 二 个 后 指标 也 
RA RIRE RIA 
Пы - Ры Р, = Dn 
当 变 形 过 程 是 绝热 或 等 湿 过 程 时 ,还 有 
Ым = ЮР, 

考虑 了 上 述 对 称 性 后 ,对 于 最 一 般 的 线 弹 性 材料 , 即 在 不 同方 向 具有 不 同 弹 性 性 质 的 材 
料 ,81 个 弹性 常数 中 有 21 个 是 独立 的 。 对 于 各 向 同性 的 线 弹 性 材料 ,独立 的 弹性 常数 只 
有 两 个 , 即 拉 梅 常数 GG 和 4 或 弹性 模 量 五 和 泊 桑 比 v, 此 时 弹性 张 量 可 以 简化 为 


Dys = 266, д, +АФ, д, (1. 4. 29) 
此 时 广义 席 克 定律 可 以 表示 为 
0, = 26е, АЦЕВ (1.4.30) 
其 中 
В Ше 
"lo ще) 


(1.4.30) 式 的 展开 形式 为 
Ti: == PGE} FALE H Es Е) 
@› = 2(r€2 HALE + Er -+ Ep) 


ТЕ ИРЕ b Sua 9 и 
ді; --266); ба 一 20E б, = 20, 
上 面 两 式 中 拉 梅 常数 G.A 与 弹性 模 量 下 НВО 的 关系 见 (1.4.9) 式 。 
物理 方程 的 男 一 种 形式 为 
Ey = Сма (1.4.32) 
其 中 Cs 是 柔 度 张 量 , 它 和 刚度 张 量 Du ALAKA. 
4. 力 的 边界 条 件 
=. (в 5, Е) (= 1,2,3) (1.4. 33) 


Т 
其 中 
1: г (1. 4. 34) 


RR od td oe еее ле 


п, 是 边界 外 法 线 的 三 个 方向 余 蕊 。 
将 (1.4,.34) 式 代 人 (1,4,33) 式 后 , 它 的 展开 形式 有 
бит F Fzn + булу 一 Т, 
сит + саит toam = 1) (# S, Е) (1. 4, 35) 


сит 十 бате 十 бып, = Т; 


5, 位 移 边 界 条 件 
м, = и, СЕ S, Е) (і- 1,2,3) (1. 4.36) 
6. 应 变 能 和 余 能 
单位 体积 应 变 能 
Ulen) = Data (1.4.37) 
单位 体积 余 能 
Vion) = а ДА (1. 4. 38) 


143 平衡 万 程 各 几何 方程 的 等 效 积分 “ 弱 " 形 式 一 一 虚 功 原理 


变形 体 的 虚 功 原理 可 以 叙述 如 下 : 变形 体 中 任意 满足 平衡 的 力 系 在 任意 满足 协调 条 
性 的 变形 状态 上 作 的 虚 功 等 于 零 , 即 体系 外 力 的 虚 功 与 内 力 的 虚 功 之 和 等 于 零 。 

虚 功 诛 理 是 虚 位 移 原 理 和 患 应 力 原 理 的 总 称 。 它 们 都 可 以 认为 是 与 某 些 控制 方程 相 
等 效 的 积分 “ 弱 ” 形 式 。 虚 位 移 诛 理 是 平衡 方程 和 力 的 边界 条 件 的 等 效 积分 “ 弱 ” 形 式 ; 虚 
应 力 原 理 则 是 几何 方程 和 位 移 边 界 条 件 的 等 效 积 分 “ 弱 ” 形 式 。 

为 了 方便 ,我 们 使 用 张 量 符号 推演 ,并 将 给 出 结果 的 和 矩阵 表达 形式 ，。 


1. въ жив 
首先 考虑 平衡 方程 
5 РАНО (УҢ) G=1.2,3) (1.4.24) 
以 及 力 的 边界 条 件 
ал, — T, =0 ŒS, E) G = 1,2,3) (1.4.33) 


可 以 利用 (1. 2.8) 式 建立 与 它们 等 效 的 积分 形式 ,现在 平衡 方程 相当 于 А‹(и)=@; Л МИЛ 
КЖЕНЧТ Ви) 一 0。 权 函数 可 不 失 一 般 地 分 别 取 真实 位 欧 的 变 分 8и, ӘНІҢ 
( 取 负 值 )。 这 样 就 可 以 得 色 与 (1.2.8) 式 和 相当 的 等 效 积分 


КҮЛ rfoav— |, Виан Кн с: (1.4.39) 
бил ЕЗЧМУРИРЛ, WK P t E PE Se ПЕН НЕЕ ЕНІН 5, ҺВ85ш-0, 
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815 基本 部 分 


对 土 式 体 积分 中 的 第 1 项 进行 分 部 积分 ,并 注意 到 应 力 张 量 是 对 称 张 量 , 则 可 以 得 到 
| био, ДУ -| бағ, dy |, T би, -+ Ôu, „За, dV 


-- | ви, + За до, ФУ + | диа ndS (1.4.40) 
v 8, 


通过 几何 方程 (1. 4. 26) 式 可 见 , 式 中 (uw, 十 8u,.,) 表 示 的 正 是 应 变 的 变 分 , 即 开 应 变 
8e, 。 以 此 表示 代 人 ,并 将 上 式 代 回 (1.4.39) 式 ,就 得 到 它 经 分 部 积分 后 的 “ 弱 ?” 形 式 
КЕ бе, с, + за7 оди + | ди, T dS = 0 (1.4.41) 


ЕЯ PHAM ДЕ ЯУ {ЖЧ ТУЛУ ЛЕКНЕ МУ ЛЕ ЕТТЕ, ІРІЛІК РЛІ ЕВО 
的 第 二 项 及 面积 分 分 别 是 体积 力 和 面积 力 在 型 位 移 上 所 做 之 功 , 即 外 力 的 虚 功 。 外 力 的 
虚 功 和 内 方 的 虚 功 的 总 和 为 零 , 这 就 是 虚 功 伯 理 .现在 的 惠 功 是 外 力 和 内 力 分 判 在 虚 位 
移 和 与 之 相对 应 的 虚 应 变 上 所 作 之 功 , 所 以 得 到 的 是 虚 功 原理 中 的 虚 位 移 原理 。 它 是 平 
衡 方程 和 力 的 边界 条 件 的 等 效 积 分 " 弱 ?" 形 式 。 它 的 矩阵 形式 是 


| (дє а 一 жрау- | ди! Т45 = 0 (1.4.42) 
y 5, 


虚 位 移 原理 的 力学 意义 是 :如 果 力 系 ( 包 括 内 力 和 外 力 上 及 了 ) 是 平衡 的 ( 即 在 内 部 
满足 平衡 方程 О 十 天 一 0 在 给 定 外 力 边 界 Sy 上 满足 от, 一 了 ,), 则 它们 在 虚 位 移 (在 绍 
定位 移 边界 S. ENN ДЕ ди, ==0) 和 上 惠 应 变 ( 与 囊 位 移 相 对 应 , 邑 它 们 之 间 服 从 凡 何 方程 


дена (ди, tbu 上 所 作 之 功 的 总 和 为 零 。 反 之 ,如 果 力 系 在 虑 位 移 (及 虑 应 变 ) 上 


所 作 之 功 的 和 等 于 零 , 则 它们 一 定 是 满足 平衡 的 。 所 以 虚 位 移 原理 表述 了 力 系 平衡 的 必 
要 而 充分 的 条 件 。 

应 该 指出 .作为 平衡 方程 和 力 边 界 条 件 的 等 效 积 分 “ 妮 ? 形 式 一 -和 虚 位移 原理 的 建立 
是 以 选择 在 内 部 连续 可 导 ( 因 而 可 以 通过 几何 关系 ,将 其 导数 圾 示 为 应 变 ) 和 在 5, ЕМА 
位 移 边 界 条 件 的 任意 函数 为 条 件 的 。 如 果 任 意 函 数 不 是 连续 可 导 的 ,尽管 平衡 方程 和 力 
边 堆 条 忻 的 等 效 积分 形式 仍 可 建立 ,但 不 能 通过 分 部 积分 建立 其 等 效 积 分 的 “ 弱 * 形 式 ， 
再 如 任意 函数 在 5, 上 不 满足 位 称 边 界 条 件 ( 现 在 的 情况 , 即 S. 上 ëx,>0), ША tu 
#5, ERM HE би; 上 所 作 的 虚 功 . 

还 应 指出 .在 导出 虚 位 称 原理 的 过 程 中 ,未 涉 训 物理 方程 {应力 -应 变 关系 }, 所 以 虚 
位 移 原 理 不 仅 可 以 用 于 线 弹 性 问题 ,而 且 可 以 用 干 非 线性 弹性 及 弹 望 性 等 非 线 性 问题 。 

2. 虑 应力 原 理 

现在 考虑 几何 方程 41.4.26) 式 和 位 移 边 界 条 人 性 (1.4.36) 式 


Е; = 1 Сиш + ш) (1.4. 26) 
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u = и, (1.4, 36) 
ТАН УЕ АС = 0 和 BOW) 一 0。 权 函 数 可 以 分 别 取 真实 应 力 的 变 分 до, 及 其 相应 的 边 
界 值 3T. ST, 一 Bg,n, ,在 边界 5, 十 有 7, 一 0。 这 样 攀 成 与 (1. 2.8) 式 相当 的 等 效 积分 是 


| 8а, Ге, 一 于 (ko 十 и] + | ST, Cu, — 8,)05 = 0 (1.4. 43) 
v 3 


对 上 式 进 行 分 部 积分 后 可 得 
| Фо, +u, уду — | onudS+| 8Т.а,-0048-0 (1,444) 
у 5 5, 


由 于 so, 是 真实 应 力 的 变 分 . 它 应 满足 平衡 方程 , 即 50,,, 一 0, 并 考虑 到 边界 二 бап, = 
oT o HEREJE S, E óT,=0,B E u] l ft J 


| дос, dV -- | 87145-50 (1.4.45) 
v 5, 


芋 式 第 -- 项 代表 虚 应 万 在 应 蛮 上 所 作 的 庶 功 (相差 一 负 号 ) ,第 二 项 代表 虚 边 界 约束 皮 力 
在 给 定位 移 上 所 作 的 庶 功 。 为 和 前 述 内 力 和 给 定 外 力 在 虚 应 变 和 奸 位 移 土 所 作 的 虚 功 相 
区 别 ,这 上 电 项 庶 功 , 共 力 学 意 闵 土 更 准确 地 说 应 称 之 为 余 虚 功 。 因 此 (1. 4.45) 式 称 之 为 余 
Вера Вн вкл Jy B. АЈ РЕЗА tE zt B. 


| daredy — | STTudS = 0 (1.4.46) 
Y s, 


ME УЖ E ПУ РЫ. X Pe ТАЕ P ИМА 85 ( BI ТЕ pq šB ЕЗ, АЛ 
程 ,并 在 给 定位 移 的 边界 S 上 等 于 给 定位 称 }, 则 虚 应 力 { 在 内 部 满足 平衡 方程 ,在 给 定 外 
为 边界 S, 上 满足 力 的 边界 条 件 } 和 虚 边 界 约 束 反 力 在 它们 上 面 所 作 之 功 的 总 和 为 零 。 反 
之 :如 来 土 述 虚 力 系 在 它们 上 面 所 作 之 功 的 和 为 零 , 则 它们 一 定 是 满足 协调 的 。 所 以 , 虚 
应 力 原理 岩 述 了 位 移 协 调 的 必要 而 充分 的 条 件 。 

和 卉 位 移 原理 类 似 , 虚 应 力 原 理 的 建立 是 以 选择 虚 应 力 (在 内 部 和 力 边界 条 件 上 分 别 
满 赴 平衡 方程 和 力 边 界 条 件 ) 作 为 等 效 积分 形式 的 任意 函数 为 条 件 的 。 香 则 作为 几何 方 
得 和 位 移 边 界 条 件 的 等 效 积分 形式 在 形式 上 应 和 现在 导出 的 虚 应 力 原 理 有 所 不 同 ,这 是 
应 子 注 意 的 。 

和 记 位 移 原 理 相同 ,在 导出 虚 应 力 原理 过 程 中 ,同样 洲 涉 及 物理 方程 ,因此 ,点 应 力 原 
理 癌 样 可 以 应 用 于 线 弹 性 以 及 非 线性 弹性 和 弹 李 性 等 不 同 的 力学 问题 。 但 是 应 指出 ,无 
论 是 虚 你 移 不 理 和 虚 应 力 原 理 , 它 们 所 依赖 的 几何 方程 和 平 奖 方程 都 是 基于 小 变形 理论 
的 ,所 以 它们 不 能 直接 应 用 于 基于 大 变形 理论 的 力学 问题。 
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弹性 力学 变 分 原理 包括 基于 自然 变 分 原理 的 最 小 位 能 原理 和 最 小 余 能 原理 ,以 及 基 
FAR EDERKEN E -URA EREM Hellinger-Reissner 混合 变 分 原理 等， 


,48,- 2... - — е # і я 基本 部 分 - т. = 


本 章 只 讨论 最 小 位 能 原理 各 最 小 余 能 原理 。 其 余 变 分 原理 将 在 第 8 章 中 进行 讨论 。 
1. 最 小 位 能 原理 
最 小 位 能 原理 的 建立 可 以 从 上 节 已 建立 的 虚 位 移 原理 出 发 。 后 者 的 表达 式 是 


КЕСУ — Šu, Годи- | 8и, T;dS = 0 (1.4.41) 
其 中 的 应 力 张 量 a, ,如 利用 弹性 力学 的 物理 方程 (1. 4. 28) 式 代 人 , 则 可 得 到 
| De, Dutu — u 7.08 — | за TdS = 0 (1.4.47) 
因为 Du 是 对 称 张 量 , 并 利用 (1.4.37) 式 , 则 有 | 
(Se) Ошен = Е BU Cena) (1,4. 48) 


H kn] ACL. 4. 47) 式 中 体积 分 的 第 一 项 就 是 单位 体积 应 变 能 的 变 分 。 
在 线 弹性 力学 中 ,假定 体积 力 A 和 边界 上 面 力 工 , 的 大 小 和 方向 都 是 不 变 的 , 即 可 从 
(МОЯ Ж ФСи, ) fl óCu,) S th MA 


— (u) = f.Šu, -Вф(и,) = Т.ди, (1,4,49) 
将 (1. 4, 48) 式 和 (1,4.49) 式 代入 (1.4.47) 式 ,就 得 到 
ӘП, = 0 (1, 4.50) 


其 中 


П, =I, u) = | Пе) 二 Wedy 十 | guds 


= (4 Dussen - ра dy 一 | Ти,45 (1.4.51) 
2 
у 5. 


II, 是 系统 的 总 位 能 , 它 是 弹性 体 变形 位 能 和 外 力 位 能 之 和 和。({1.4.50) 式 表明 : 在 所 有 区 
域内 连续 可 导 的 ( 注 ; 连续 可 导 意 指 Ute; } 中 的 е 能够 通过 几何 方程 (1.4, 27) 式 用 za 的 
导数 表示 ) 并 在 边界 上 满足 给 定位 称 条 件 (1. 4. 36) 式 的 可 能 位 移 中 ,真实 位 移 使 系统 的 总 
位 能 取 驻 值 。 还 可 以 进一步 证 明 在 所 有 可 能 位 移 中 ,真实 位 移 使 系统 总 位 能 取 最 小 值 , 因 
此 (1.4. 50) 式 所 表述 的 称 为 最 小 位 能 原理 。 

证 明 最 小 位 能 原理 是 很 方便 的 ,以 wu, ARAXE. e 表示 可 能 位 移 并 令 


| u? = ы. би, (1.4.52) 
将 它们 分 别 代 人 总 位 能 表达 式 人 414.51), 则 有 
IL (u,) -| [U (z, ) —fuddV — | Tu,dS (1. 4.53) 


和 
СӘ =| ше; ути му [| Ға: dS 


- -- 
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=H, G) ЕП, + 18, (1.4, 54) 
HP št, fü ë rm 分别 是 总 位 能 的 一 阶 和 二 阶 变 分 。 它 们 的 具体 表达 式 如 下 
èH, = | Тыс, ) bu ]dV — | ,TidudS 


(1.4.55) 
ign, 一 | 7 дЕ, зам 一 | Ipu (бе, ) (бе, ду 
2 y v 2 


H Tu 是 真实 位 移 , 根 据 (1.4.50) 式 知道 ,下 的 一 阶 变 分 ӘП, 应 为 0。 二 阶 变 分 ОП, 
(1.4.55) 式 中 只 出 现 应 变 能 函数 。 由 于 应 变 能 是 正定 的 ,除非 8ш,--0,ЛИНЖ 
П, > 0 (1. 4.56) 
因此 有 
IL, Cu ) 22 П, Си, ) (1.4.57) 
Lye S H 48 ди, =0 时 , 即 可 能 位 移 就 是 真实 位 称 时 才 成 立 。 当 ди, 20, Вау ВЕ 
位 移 不 是 真实 位 移 时 ,系统 总 位 能 总 是 大 于 取 真 实 位 移 时 系统 的 总 位 能 。 这 就 证 明了 最 
小 位 能 原理 。 
2. 最 小 余 能 原理 


最 小 余 能 原理 的 推导 步骤 和 最 小 位 能 原理 的 礁 导 类 似 , 只 是 现在 是 从 虚 应 力 原 理 出 
发 ,作为 几何 方程 和 位 移 边 界 条 件 的 等 效 积分 “ 弱 ” 形 式 的 虚 应 力 原 理 在 1,4.3 节 中 已 经 
得 到 ,表达 如 下 


| у. ó T'u,dS = 0 (1.4, 45) 
将 线 弹 炸 物 理 广 程 (i. 4. 32) 式 代入 上 式 , 即 可 得 到 
ЕЛУ dV — | Tu, dS = 0 (1.4.58) 


同样 Ci 也 是 对 称 张 量 , 并 已 知 余 能 表达 式 (1. 4.38) 式 ,所 以 上 式 体 积分 内 被 积 函 数 就 是 
余 能 的 变 分 。 这 是 内 为 


ба, С бы 一 5[+ Серан | = OV (G...) (1.4.59) 


而 (1. 4. 58) АНАА ИА Ж РЕЖ. ЕНУ и, 保持 不 变 情 况 下 是 外 力 的 余 能 。 这 样 一 
来 ,(1,4.58) 式 可 以 表示 为 

òM. = 0 (1.4.60) 
其 中 


П. 一 下 (ec ) - | Vlg dV — | 72,46 
ғ S, 


=Í. ТС, м0, ay 一 |. Tu, dS 《1. 4,61) 


分 


它 是 弹性 体 余 能 和 外 力 余 能 的 总 和 * 即 系统 的 总 余 能 。 (C. 4. 60) 式 表明 ,在 所 有 在 弹性 体 
内 满足 平衡 方程 ,在 边界 上 满足 为 的 边界 条 件 的 可 能 应 力 中 ,真实 的 应 力 使 系统 的 总 有余 能 
取 驻 值 。 还 可 以 用 与 证 明 真 实 位 移 使 系统 总 位 能 取 最 小 值 类 同 的 步骤 ,证 明 在 所 有 可 能 
的 应 力 中 ,真实 应 力 使 系统 总 余 能 取 最 小 值 ,因此 (C1. 4. 60) 式 表述 的 是 最 小 余 能 原理 。 

3. 弹性 力学 变 分 原理 的 能 曼 上 、 下 界 

由 于 最 小 位 能 岂 理 各 最 小 余 能 原理 部 是 极 值 原理 ,它们 可 以 给 出 能 量 的 上 界 或 下 界 ， 
这 对 估计 近似 解 的 畦 性 是 有 重要 意义 的 。 

将 (1. 4.51) 种 (1.4. 81) 式 相 可 得 到 

Па) + П, са, ) 


一 | БІЛ? 十 А CG, Gu Jav ши | Ри dV -| Tu dS | Т,н;48 
КЕ 2 2 v 5, % 


一 ЕО ау- [adv - | Т..05- | Ти98 = 0 (1. 4.62) 
s s, 


式 中 第 一 项 迟 积 分 等 于 应 变 能 的 2 倍 , 后 三 项 积分 (不 包括 负 号 ) 之 和 是 外 力 功 的 2 倍 。 
根据 能 量 平 衡 , 应 变 能 应 等 于 外 力 功 ,因此 得 到 弹性 系统 的 总 位 能 与 总 余 能 之 和 为 零 。 现 
ЕН I, 表示 取 精 确 解 时 系统 的 总 位 能 各 总 余 能 ;Ji ,表示 取 近 似 解 时 系统 的 总 位 
能 各 总 余 能 ,假定 在 几何 边界 5, 上 给 定位 移 , 二 0, 可 以 推 得 


H. = |. Cut оь ау — |, Via, зам (1, 4. 63) 
П, -| Ре „Чу — | Fudy —| T u dS (1. 4. 64) 
м 2 t я, 


上 式 语 两 项 积分 (不 包括 贷 导 ) 此 时 是 外 力 功 的 2 倍 ,因此 总 位 能 数值 上 等 于 弹性 体系 的 
总 应 变 能 , 取 负 号 , 即 


H, 一 一 | ‚ T Dius su dV =— | ue, ғау 


у 2 
由 最 小 位 能 原理 知道 

n; > t, 

ШІН 
| Ше; ду < | Uce, 00У (1. 4, 65) 

由 最 小 余 能 原理 

n: > n, 
则 有 


| уо; sdy = | уш, ду (1,4, 66) 
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EWE sj ,ay 分 别 为 取 近 但 解 时 的 应 变 场 和 应 力 场 函 数 。 

由 (1.4,65) 及 (1.4.66) 式 可 见 , 利 用 最 小 位 能 原理 求 得 位 移 近 似 解 的 弹性 变形 能 是 
精确 解 变 形 能 的 下 界 , 即 近似 的 位 移 场 在 总 体 上 偏 小 ,也 就 是 说 结构 的 计算 模型 显得 偶 于 
刚 硬 ;而 利用 最 小 余 能 原理 得 到 的 应 力 近 似 解 的 弹性 余 能 是 精确 解 余 能 的 上 界 , 即 近似 的 
应 力 解 在 总 体 上 偏 大 ,结构 的 计算 模型 偏 于 柔软 。 当 分 别 利用 这 两 个 极 值 原理 求解 同一 
问题 时 ,我 们 将 获得 这 个 问题 的 上 界 和 和 下界 ,可 以 较 准 确 地 估计 所 得 近似 解 的 误差, 这 对 
于 工程 计算 具有 实际 意义 ， 
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本 章 1.2 节 简要 地 介绍 了 微分 方程 的 等 歼 积 分 形式 以 及 基于 它 的 近似 方法 一 一 加 权 
余 量 法 。 由 于 任意 赣 数 ( 权 蚌 数 ?可 以 采用 不 同 的 函数 形式 ,由 此 可 以 建立 不 同 的 加 权 余 
量 格 式 ，1.2 节 给 出 的 仅 是 第 网 的 几 种 ,实际 上 还 可 以 根据 所 分 析 间 轧 的 上 类 型 和 特点 ,发 
展 其 他 形式 的 加 权 余 量 格式 。 

等 将 积分 形式 可 以 通过 分 部 积分 得 到 它 的 " 弱 " 形 式 , 这 样 一 来 ,可 以 利用 提高 权 睫 数 
的 连续 性 过 求 来 降低 待 求 场 跑 数 的 连续 性 要 求 , 从 而 可 以 在 更 广泛 的 范围 内 选择 试探 郴 
数 。 今 后 将 看 到 ,被 有 限 苑 法 经 常 利用 为 理论 基础 的 正 是 等 残 积分 的 筝 辽 金 “给 ? 形 式 。 
这 样 做 不 仅 降 低 了 对 试探 欧 数 连续 性 的 要 求 , 而 生还 可 以 得 到 系数 矩阵 对 称 的 求解 方程 ， 
从 而 给 计算 分 析 带 来 很 大 的 方便 。 

W TV EER EBR r ЛА, ТЛ ДГ е“ ERSTE EKHE. "DE J E 
的 微分 算 子 为 2т 阶 的 情况 ЕЛ В ВЕ Н. ШЕННЕН АИ R НЫЛ Ж 2 PE, 
ДАНИНИ, Ат ж ул E F P 8 А. 

作为 弹性 力学 微分 方程 的 等 效 积分 形式 , 虚 位 称 原理 和 虚 应 力 原理 分 别 是 平衡 方程 
与 力 的 边界 条 件 各 几何 方程 与 位 称 边 界 条 件 的 等 次 积 分 形式 .在 导出 它们 的 过 程 中 都 末 
涉及 物理 方 程 ,所 流 它 们 不 仅 可 以 败 于 线 弹 性 问题 ,而 且 可 以 用 于 非 线 性 弹性 以 及 弹 逆 性 
等 非 线 性 问题 。 

将 物理 方程 引 人 虚 位移 原理 和 和 虚 应 力 诛 理 可 以 分 别 导 出 最 小 位 能 谨 理 和 最 小 余 能 诛 
т, 它们 村 质 上 和 等 效 积分 的 匣 这 爹 “ 弱 ?形式 相 一 致 。 这 是 建立 弹性 力学 有 限 元 方程 的 
理论 基础 ， 

本 章 1.3 节 所 讨论 的 变 分 原理 以 及 1.4 节 所 讨论 的 弹性 力学 最 小 位 能 原理 和 最 小 祭 
能 床 理 都 属于 自然 变 分 原理 。 在 自然 变 分 原理 中 试探 函数 事先 应 满足 规定 的 条 件 ， 例 如 
最 小 位 能 原理 中 试 拧 函数 位 移 , 应 事先 满足 几何 方程 各 给 定 的 位 黎 边 界 条 件 ; 最 小 余 
能 哲理 中 试探 函数 一 一 应 力 , 应 事先 满足 平衡 方程 和 给 定 的 外 力 边 界 条 件 。 如 果 这 些 条 
传 未 事先 满足 , 则 需要 利用 一 定 的 方法 将 它们 引信 省 函 。 这 类 变 分 原理 称 为 的 东 变 分 原 
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理 , 或 广义 变 分 原理 。 利 用 广义 变 分 原理 可 以 扩大 选择 试探 函数 的 范围 ,从 而 提高 利用 变 
分 原理 求解 数学 物理 问题 的 能 为 。 厂 义 变 分 原理 作为 有 限 元 法 的 进一步 理论 基础 将 在 本 
书 第 2 篇 的 开始 一 一 第 8 章 中 进行 讨论 。 
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加 权 余 旺 法 ж 2 Ж 线性 . 自 伴随 算 子 
вт жаза 强制 边界 条 件 
自然 边界 条 尾 вот вен в E 7 Ж 
девае велде 最 小 位 能 原理 
最 小 余 能 原理 

复习 题 


11 已 知 一 个 数学 微分 方程 , 如何 建 立 它 的 等 效 积分 形式 ? 如 何 证 明 两 者 是 等 
же? 

12 等 效 积分 形式 和 等 获 积 分 “ 弱 ? 形 式 的 区 别 何在 ?为 什么 后 者 在 数值 分 析 中 得 
到 更 多 的 应 用 ? 

1.3 不 同形 式 的 加 权 余 量 法 之 间 的 区 别 何 在 ? 除 书 中 已 列举 的 儿 种 方法 以 外 ,你 还 
能 提出 其 他 形式 的 加 权 余 量 法 吗 ? 如 能 ,分 析 新 方法 有 什么 特点 。 

1.4 ПАЖ лв? 它 有 和 什么 特 版 ? 

1.5 如 何 识别 一 个 微分 算 子 是 线性 , 自 伴随 的 ?识别 它 的 意义 何在 ? 

16 如 何 建 六 与 线性 , 自 伴 随 微 分 方程 相等 效 的 泛 函 和 变 分 原理 ? 如 何 证 明 它 和 加 
权 余 量 的 个 这 金 方法 之 间 的 等 效 人 性 ? 

1.7 目 然 进 界 条 件 和 和 强制 边界 条 件 的 区 别 何 在 ?为 什么 这 样 命名 ?对 于 一 个 给 定 
的 微分 方程 ,如 何 区 分 这 两 类 边界 条 件 ? 

18 沦 孙 在 什么 条 性 下 上 其 有 极 值 性 ?了解 泛 隙 是 否 具 有 极 值 性 的 意义 柯 在 ? 

19 什么 是 里 北方 法 ? 通过 它 建 立 的 求解 方法 有 什么 特点 ? НЕРЕКЖЕНЕ 
ХАТА? 收敛 的 条 件 是 什么 ? 

1.10 里 北方 法 的 优 缺 点 是 慎 么 ”你 能 举例 加 以 说 明 吗 ? 

1.11 虚 功 原理 有 哪 商 种 不 同形 眶 ”各 各 弹性 力学 的 什么 方程 相等 效 ? 你 能 准确 地 
表述 它们 吗 ? 能 举例 说 明 如 何 应 用 它们 吗 ? 

1.12 什么 是 最 小 位 能 原理 ? 它 是 和 如何 导出 的 ? 场 函数 是 什么 ? 它 事 先 应 满足 什么 
ЖОЕ? 对 场 函 数 的 试探 函数 有 什么 要 求 ? 


ІЖ 有 限 元 法 的 理论 基础 一 加权 余 量 法 和 变 分 原理 _ 


1.13 如何 利用 最 小 位 能 原理 建立 数值 解 的 求解 方程 ? 方程 有 何 特点 ? 解 的 收敛 性 
和 极 值 性 的 条 件 是 什么 ? 

1.14 什么 是 最 小 余 能 原理 ? 它 是 如 何 导 出 的 ? ЖЕП 27 它 事 先 应 满足 什么 
条 件 ? 对 场 靖 数 的 试探 函数 有 什么 要 求 ? 

1.15 如 何 利用 最 小 余 能 原理 建立 数值 解 的 求解 方程 ? 方程 有 何 特点 ? 解 的 收敛 性 
和 极 值 性 的 条 件 是 什么 ? 

1.16 为 什么 最 小 位 能 原理 的 近似 解 的 应 变 能 取 下 界 , 即 解 总 体 偏 于 “ 刚 硬 ”? 而 最 
小 余 能 原理 的 近似 解 的 应 变 能 取 上 界 , 即 解 总 体 偏 于 "和 柔软"? 你 能 从 力学 意义 上 作 进 一 
УЖ? 


练习 是 


1.1 一 维 热传导 问题 微分 方程 由 (1.2.26) 式 给 出 , 按 1.2.2 节 例 1.4 给 定 的 近似 解 
及 权 圾 数 用 加 权 余 县 的 配点 法 РЕ Б ОГ КЭНЕ 1.3 进行 校 核 。 
12 仍 是 习题 1. 1 的 一 维 热 传导 问题 。 但 是 边界 条 件 改 为 ; (1)g% 一 0 Æ х-0;,#-1 


在 r=; (2)#:-0, H то Е 10, х=1.. H VT {Ы 8 Ж ЕН ф-аа ах арт? + 


ал , 仍 如 习题 1. 1 用 配点 法 . 子 域 法 及 伽 辽 金 法 对 上 述 两 种 边界 条 件 情 癌 求 解 ,并 检查 
各 自 的 收敛 性 ， 
1.3 某 问 题 的 微分 方程 是 


Р? вото EnA 
т Фу 
边界 条 件 是 £=? (Г E) 

2 中- GF r, t) 


分 原理 。 
14 在 习题 1.3 给 出 的 微分 方程 中 ,如 令 rc 一 0,Q= 2 ,并 令 在 全 部 边界 上 #=0,Ш Ж 


示 求 解 杆 件 自由 扭转 的 应 力 函数 问题 ,截面 的 扭矩 了 = ?gzdy ， 现 有 一 1х6 的 矩形 
截面 杆 ,给 定 近似 函数 为 
$ = 234. N, = acos Е cos Т. 2 + аг cos AEE sos $ 1 f ascos TZ сов ЗУ 


6 6 4 
试 册 里 效法 求解 ,并 算出 截面 扭矩 ， 


1% 基本 部 分 


C1 一 一 一 -一 


1.5 如 有 一 问题 的 泛 戎 为 了 (mw) = МЕ HSE) +É +qw ]dz UE ЕЛА E 
常数 ,gq 是 给 定 函 数 ,w 是 未 知 函 数 , 试 导出 原 问 题 的 微分 方程 和 边界 条 忻 。 

16 将 上 题 用 于 两 端 简 支 弹性 基础 上 梁 受 均 布 载 荷 4 的 情况 , 式 中 王 是 弹性 模 量 ， 
I Pet B A IEE. 是 基础 的 弹性 常数 ,tw 是 染 的 抄 度 ,试用 里 兹 方法 求解 梁 中 点 的 最 大 近 
度 。 试 探 函 数 可 用 二 角 级 数 和 震级 数 , 并 对 不 同 试探 函数 解 的 精度 进行 比较 。 

1.7 问题 的 泛 函 为 


П) = НЕЗ +A — atjan- |. (25-4 аг 
КЕ, Ола, 仅 是 坐标 的 函数 , 试 决 定 欧 拉 方程 ,并 识别 Гь 上 的 自然 边界 条 件 和 卫 一 了 ， 


上 的 强制 边界 条 件 。 
1.8 Ни 


ду _ Tr 
Әх! а T +95 D 
其 中 gCx,y} 是 分 布 载荷 ,DD 是 弯曲 刚度 , 试 建立 对 应 =й =0,я 是 边界 外 


法 线 方向 ) 问 题 的 自然 变 分 原理。 


第 2 章 弹性 力学 问题 有 限 元 
方法 的 一 般 原理 和 表达 格式 


жажды 


通过 弹性 力学 平面 问题 和 三 角形 单元 阐明 ， 

。 物 造 广义 坐 灶 有限 元 并 建立 其 位 移 插 值 函 教 的 步骤 ,以 及 播 值 画 数 的 基本 性 质 。 
。 基 于 弹性 力学 最 小 位 能 原理 ,建立 有 限 元 求解 方程 的 基本 步 又。 其 中 和 包括 单元 刚 

ВЖЕ В БА. Б ДЕ Ено ЖА. HATS А 

на, 

有 限 元 方程 求解 前 引入 位 移 ( 强 制 ) 边 界 条 件 的 必要 性 和 方法 。 

ВИЛЛИ КАЖА ДЕШ. 

` 有 限 元 方法 求解 弹性 力学 问题 的 一 般 原 理 和 基本 步骤 ,以 及 在 求解 轴 对 称 弹 性 力 
学 问题 中 的 推广 应 用 ， 


2.1 3 引 


Ші 


本 章 将 讨论 通过 弹性 力学 变 分 原理 建立 弹性 力学 问题 有 限 元 方法 表达 格式 的 基本 步 
中。 最 小 位 能 原理 的 未 知 场 变 昌 是 位 移 , 以 结 点 位 移 为 基本 未 知 量 ,并 以 最 小 位 能 原理 为 
基础 建立 的 有 限 单元 为 位 移 元 。 它 是 有 限 元 方法 中 应 用 最 为 普遍 的 单元 ,也 是 本 书证 要 
讨论 的 单元 。 

对 于 一 个 力学 或 物理 问题 ,在 建立 其 数学 模型 以 后 ,用 有 限 元 方法 对 它 进行 分 析 的 首 
要 步骤 是 选择 单 元 形式 。 平 面 问题 3 结 点 三 角形 单元 是 有 限 元 方法 最 早 采用 ,而 且 至 今 
仍 经 党 采用 的 单元 形式 。 我 们 将 以 它 作 为 典型 ,讨论 如 何 应 用 广义 坐标 建立 单元 位 移 模 
趟 与 位 移 捅 值 邑 数 ,以 及 如 何 根据 最 小 位 能 原 埋 建立 有 限 元 求解 方程 的 原理 ,方法 与 砂 
又 ,并 进而 引出 弹性 力学 问题 有 限 元 方法 的 一 般 表 达 格 式 。 对 于 前 一 问题 ,着 重 讨论 选择 
广义 坐标 和 有 限 元 位 移 模式 的 一 般 原 则 和 建立 其 位 称 插 值 函数 的 一 般 步骤 。 对 于 后 一 问 
题 ,着 重 讨论 单元 刚度 矩阵 和 单元 载 倚 向 量 的 形成 ,总 体 刚度 矩阵 和 总 体 载 荷 向 量 集成 的 


56 _. 


81% BANA 
原理 和 方法 ,以 及 它们 各 自 的 特性 ， 
作为 一 种 数值 方法 ,有 限 元 解 的 收敛 性 无 疑 是 十 分 重要 的 问题 ,本 章 2. 4 ЭЖАЗЕЙ 
的 双语 准则 及 其 物理 意义 ,所 闸 明 的 原则 在 以 后 各 章 中 还 将 得 到 进一步 的 应 用 和 和 具体 化 ， 
在 建立 了 有 限 元 法 的 : 般 表 达 属 式 以 后 ,原则 上 可 以 将 它 推广 到 平面 问题 以 外 的 其 
他 弹性 力学 问题 和 采用 任何 形式 的 单元 。 轴 对 称 问 题 具 有 很 广泛 的 应 用 领域 , 轴 对 称 问 
题 3 结 总 三 角形 单元 的 改 达 格式 可 以 看 作 是 平面 问题 此 种 单元 表达 格式 的 直接 推广 ,本 
章 2.5 节 将 对 它 进 行 专 门 的 讨论 。 


22 ”弹性 力学 平面 问题 的 有 限 元 格式 


3 结 扩 三 角形 单元 十 有 限 元 方法 中 最 早 提出 ,并 且 至 今 仍 广 泛 应 用 的 单元 ,由 于 三 
角形 单元 对 复杂 按 界 有 较 强 的 适应 能 力 , 因 此 很 容易 将 一 个 二 维 域 离散 成 有 限 个 三 角 
形 单元 ,如 图 2. 1 所 示 。 在 边界 上 流 吾 干 段 琴 线 近似 原来 的 曲线 边界 , 随 着 单元 增多 ， 
这 种 拟 合 将 趋 于 精确 。 本 书 在 讨论 如 何 应 用 有 限 元 方法 分 析 各 类 具体 问题 的 开始 ,将 
以 平面 问题 3 结 点 三 角形 单元 为 例 来 阐明 弹性 力学 问题 有 限 元 分 析 的 表达 格式 和 一 般 
>. 


221 单元 位 移 模式 及 插值 函数 的 构造 


典型 的 3 结 点 三 角形 单元 结 点 编码 为 ij my, 以 道 时 针 方 向 编码 为 正 向 。 等 个 结 点 
有 2 个 位 移 分 量 如 图 2.2 Жж. 


Ах, ' у) 


82.1 — EK E BY 图 2.2 3 结 点 三 角形 单元 


TIE 群 性 力 守 问题 有 限 元 方法 的 一 般 原理 和 表达 格式 | 


H, 
а, = | | Сі.) m) 
ту, 


每 个 单元 有 6 АВ 6 个 结 点 自 出 度 , 亦 即 


1. 单元 的 位 称 模 式 和 广义 坐标 
在 有 限 元 方法 中 单元 的 位 移 横 式 或 称 位 移 函 数 一 般 采用 多 项 式 作 为 近似 函数 ,因为 
多 项 式 运算 简便 ,并 且 随 着 项 数 的 增多 ,可 以 逼近 任何 一 段 光 滑 的 函数 曲线 。 多 项 式 的 选 
取 应 由 低 次 到 高 次 。 
3 结 点 二 角形 单元 位 移 模 式 选取 一 次 多 项 式 
u =A Ёғ B y 
о = 8, + B; x у 


(2.2.1) 


它 的 矩阵 表示 是 
и = $B (2.2.2) 


其 中 


ф= 11 х у] Й-І8 А = АГ 

f 称 为 位 移 模 式 , 它 表示 位 移 作为 坐标 x,y 的 函数 中 所 包含 的 项 次 。 对 于 现在 的 情况 , 单 
无 内 的 位 移 是 坐标 z,y 的 线性 函数 ;有 ~A 是 竺 定 系 数 , 称 之 为 广 久 坐标 。6 个 广义 坐标 
可 由 单元 的 6 个 结 点 位 移 来 表示 。 在 (2.2.1) 的 1 式 中 代 人 缚 点 这 的 坐标 (ziyy ) 可 得 到 
结 点 i 在 7 方向 的 位 称 4,, 同 理 可 得 u, 和 zx。。 它 们 表示 为 

и =R + B; z, + Ву, 

и, =ñ, + Bx, + Ву, (2. 2.3) 

а, — B + лл„ + бу, 
解 (2.2, 3) 式 可 以 得 到 广义 坐标 由 结 点 位 移 表 示 的 表达 式 。 上 式 的 系数 行列 式 是 
1-7, у, 
|= ЗА (2, 2, 4) 


其 中 A 是 三 角形 单元 的 面积 。 
ГМК B — ñ, 为 


第 1 篇 基本 部 分 


| tz, T, Yı | 


В = 5 и 1, y, |= бан, — аш, аи) 
на Хы Ум 
l шй, у, | 
B= w у, |= еш + bu, бан) (2.2, 5) 
1 ы, У, | 
l ғ ы, 
1 1 | | 
В = 5 | 1, u, |= АДЫ + Cuc.) 


|1 Жа H, 


同 理 , 利 用 3 个 结 点 у 方向 的 位 移 , 即 (2.2. 1) 式 的 第 2 式 可 求 得 


1 
В, = а (ал Бал, antn) 


8, = (Бо + Бу, Вы) (2.2.6) 


А 一 ас + си, + Calm) 
在 (2.2.5) 式 相 (2.2.6) 式 中 


+, Yi 
d, = = 4 Уат Там, 
Ein Ут 
1 y| 
b, 一 -- | бо=у--у„ Gjem) (2.2.1) 
1 У» | 
! T, ` 
с, = = Z, + z, 
l г, 
ERG Jom) ЕЖ КЕЙШ у.) memis ЦЕРН, 


2. ЧАТА Е Ж 

ЖЖ ЖАЙ А-А, 代 人 (2.2.1) 式 ,可 将 不 称 函 数 表 示 成 结 点 位 移 的 函数 , 序 
и = Ми, + Nu, + Киа 
v = Nu +N, + Маза 


(2.2.8) 


其 中 
N, = (а Аба + су) (l, pt) (2,2,9) 


N GN N,, 称 为 单元 的 播 值 函 数 或 形 函 数 ,对 于 当前 情况 , 它 是 坐标 z.y ËJ — W В. 
其 中 的 4, Ü, w"; s Y" y ri 是 常数 ве Реди 3 个 结 点 坐标 ， 
(2.2.9) 式 中 的 单元 面积 4 可 通过 (2.2.7) 式 的 系数 表示 为 
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1 
2 


(2, 2, КЕНЕ ІСКЕ 


д- Тр. T (a, фа tan) = Fe, — Бус) (2. 2:10) 


u, 
ТА 
ti N 0 N, 0 М, 01и; 
ЫР N, © vy ow 
Um 
a) 
=fĪN, IN, IN„]la, 
a, 
=[М, М, Ма = Аа” (2.2.11) 
МИТА Н ЕРЕ ЖОН ЕРЕ, а 称 为 单元 结 点 位 移 列 阵 . 
插值 遇 数 具有 如 下 性 质 。 
(1) ÆA A БАЯ НИЕ Я 
N, Cry) = 6, = А N у (іт) (2.2.12) 


ШЯ М(х,,у,)=1. N, y =N, (зу) 一 0。 也 就 是 说 在 i 结 点 上 NN;==1, 在 j,m 辣 
尽 上 Ni; 一 9。 由 (2.2.8) 式 可见 , 当 т=х,,у==у, 即 在 结 点 i ,应 有 二 ;因此 也 必然 要 求 
N,=1,N=No=0。 其 他 两 个 形 函 数 也 具有 间 样 的 性 质 。 此 性 质 称 为 Kronecker delta 
ТЕЛІ. 

(2) 在 单元 中 尾 一 点 各 插值 遂 数 之 和 应 等 于 1, 即 

МЕМ, 4N, = 1 (2. 2,13) 
А] Аж S ú SEM K y. с A RER gs, 则 单元 内 5 包括 结 点 上 ?到 处 应 有 位 
Као и =u, = tim = uo ЖЩ (2. 2. 8) 518 9] 
u = Ма + Мн, + Nia = (N, + N, 1 N, )t6 = uo 

КИ ААЖ 六 ,十 凡 十 No=1。 若 播 值 函数 不 满足 此 要 求 , 则 不 能 反映 单元 的 刚体 位 
移 , 用 以 求解 必然 得 不 到 正确 的 结果 。 单 元 的 各 个 结 点 位 移 插 值 函 数 之 和 等 于 1 的 人 性质 
称 为 规 一 性 。 

(3) 对 于 现在 的 单元 ,插值 兽 数 是 线性 的 ,在 单元 内 部 及 单元 的 边界 上 位 移 也 是 线性 
的 ,可 由 结 点 上 的 位 移 值 惟一 地 确定 。 由 于 相 邻 单元 公共 结 点 的 结 点 位 移 是 相等 的 ,因此 
保证 了 相 邻 单元 在 公共 边界 上 位 移 的 连续 性 。 


人 


3. ЕЖЕЛДЕ 


确定 了 单元 位 移 后 ,可 议 很 方便 地 利用 几何 方程 和 物理 方程 求 得 单元 的 应 变 和 应 力 。 
在 (1. 4.21) 式 的 几何 方程 中 ,位 移 用 (2.2.11) 式 代 人 ,得 到 单元 应 变 为 


е, 
Е == | Е, |= Lu = LNat = LIN, N, N, 4 
У, 
=[В, В В, Ја = Ba: (2.2, 14) 
B FR W eE РЕ, 是 平面 问题 的 微分 算 子 , 见 表 1.2, 
МЭН ВЕ B 的 分 块 子 矩 阵 是 
= Fr 
B, = LN, = |0 2 Е 0 э (1.},т) (2.2.15) 
2 А IN, ам, 
ду дї ду dr 
对 (2.2.9) 式 求 导 可 得 
ДЫ = = уду, (2.2.16) 
А (2. 2. 15) 式 得 到 
[Ë 0 
в. = =. |0 j Gijom) (2. 2. 17) 
Іс; 6 
3 结 点 单元 的 庶 变 矩阵 是 
b O bh O ba 0 
В [8, B в.] = 2. 0 0 с 0 - (2, 2. 18) 
с б, с, б, с, 8, 


др b, sbi b. c. c; c, 由 (2.2,7) 式 确定 ,它们 是 单元 形状 的 参数 。 当 单元 的 结 点 坐标 确 
EE ,这 些 参数 都 是 常量 (与 坐标 变量 x,y 无 关 ), 因 此 五 是 常量 阵 。 当 单元 的 结 点 位 移 
a° 确定 后 ,由 B 转换 求 得 的 单元 应 变 都 是 常量 ,也 就 是 说 在 载荷 作用 下 单元 中 各 点 具有 
同样 的 e, Ве, {ЕМ y 8. Ae 3 结 点 三 角形 单元 称 为 常 应 变 单 元 。 在 应 变 梯 度 较 大 
“也 即 应 力 梯 度 较 大 ) 的 部 位 ,单元 划分 应 适当 密集 ,否则 将 不 能 反映 应 变 的 真实 变化 而 导 
致 较 大 的 误差 。 

单元 放 力 可 议 根 据 物 再 方程 求 得 , 即 在 (1.4.21) 的 物理 方程 中 代 人 (2. 2. 14) 式 可 以 
得 到 
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а, 


а= |6, |= Пе = ПВа“ = За“ (2. 2. 19) 


тү, 
其 中 

S—DB = рв, В, В„] 

=[8; 8, 8.) (2,2.20) 
SPF k EBE, AEM ARE u ЯР ФИ РЕС 1.2) 及 (2.2. 18) 式 代 人 
(2.2, 20)? 式 ,可 以 得 到 计算 平面 应 力 或 平面 应 变 问 题 的 单元 应 力矩 阵 。8 的 分 块 矩阵 为 


Б; Pot, 
E, уб, с, . . 
8, = DB, = сет ҘА in и (1,},т) (2.2.21) 
у 4 9 
其 中 Ек, 为 材料 第 数 ， 
对 于 平面 应 力 问 题 
Е, 一 Е Hh Қ (2, 2, 22) 
对 于 平面 庶 变 问题 
EÉ и 
E = 72y юу (2, 2. 23) 


HM FR Вн ЛЕЕ S +B E RHENE, ВЗ 结 点 单元 中 各 点 的 应 力 是 相同 的 。 
ERFART. K ssh u ЖОЛУ yak S ШЕН DB 进行 应 力 计 算 。 
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最 小 位 能 原理 的 谤 函 总 位 能 也 , 的 表达 式 (1, 4. 51) ,在 平面 问题 中 的 第 阵 表达 形式 为 
П, = |, - е! Derdzdy — fu 1 ftdzdy 一 ( и? Т:45 (2. 2. 24) 


其 中 ,i 是 二 维 体 厚度 ;f 是 作用 在 二 维 体 内 的 体积 力 ;T 是 作用 在 二 维 体 边界 上 的 面积 力 。 
对 于 离散 模型 ,系统 位 能 是 各 单元 位 能 的 和 ,利用 (2. 2. 24) 式 并 代入 (2. 2. 11) 及 
(2, 2. 14) 式 , 即 得 到 离散 模型 的 总 位 能 为 


II, = э 一 > «|, > В 0В:4гдуа“)- 
> (ат) м?Лағау)- > (a7 | Nias) (2.2. 25) 


Жн ИУ МУ ЙЕ BJ ЗИЯ Ek ЕЗЕК КОН АМЕН Ж} ЛУ ЖОН PE 22 Ж.Ш r ЖЕЖ 
单元 各 项 矩阵 的 阶 数 ( 即 单元 的 结 点 自由 度数 ;和 结构 各 项 矩阵 的 阶 数 ( 即 结构 的 结 点 自 


第 1 篇 BERA | 


一 - --- Tr тт 
一 — 一 


由 度数 ) 相 同 。 为 此 需要 引 人 人 单元 结 点 自由 度 和 结构 结 点 日 由 度 的 转换 矩阵 G, JA TR 
元 结 点 位 移 列 阵 се НАА Ж а 表示 ， 即 


а = ба (2. 2. 26) 
其 中 
а= [а % ш ©; ** и, и" ща hl 
1 2 2i—1 2 -- 2т—1 2m -е 21-1 др ++ 2п 
O 0 ] 0 9 O = Ü Ü 0 
00 0 1 0 0 0 0 0 
(G. = | 0 0 0 0 0 0 1 0 0 
O 0 0 0 0 0 0 1 0 
029 9 0 1 0 0 9 0 
O Ü Ü Ü Ü 1 Ü 9 0 
(2,2,27) 


Қа БЕЗИН ААК. > 


K = | В7овгдхду ре = | м fidzdy 


(2. 2, 28) 
p; = | 148 P= р; Pš 


KAP 分 别称 之 为 单元 刚度 给 阵 和 单元 等 效 结 点 载荷 列 阵 。 将 (2. 2. 26)— (2, 2, 28) 式 
一 并 代入 (2.2.25) 式 , 则 离散 形式 的 总 位 能 可 表示 为 | 


A, = a" + У) ("Ка — a! У) (СТР) (2.2.29) 
#% 
K= УСКС P= >G'P: (2.2.30) 


й 


КРК ЕИ Б РЕ Ж ҖЕ А ЛАЛ УЕ. ОЕ Е, (2. 2. 29) 式 就 可 
以 表示 为 


II, = татКа -аР (2.2.31) 


由 于 离散 形式 的 总 位 能 的 未 知 变量 是 结构 的 结 点 位 移 a Wi dp ЕЕ, ВИП, КН 
值 的 条 件 是 它 的 一 次 变 分 为 零 ,61, 二 0, 即 


31. 


За = 0 (2. 2. 32) 


这 样 联 得 到 有 限 元 的 求解 方程 
Ka = P (2.2.33) 
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其 中 下 和 P 由 (2.2.30) 式 给 出 。 由 (2.2. 30) 式 可 以 看 出 结构 整体 刚度 矩阵 КН 
点 载荷 列 阵 了 ЖИЕН š SER) E БЕ РЕ Ке 和 单元 等 效 结 点 载荷 列 阵 P“ 集合 而 成 。 

以 上 表述 的 是 基于 弹性 力学 最 小 位 能 原理 形成 有 限 元 求解 方程 的 一 般 原理 。 在 具体 
计算 时 涉 太 单元 刚度 矩阵 的 形成 ,单元 等 效 结 点 载荷 列 阵 的 形成 , 议 及 集合 单元 刚度 盾 阵 
和 单元 等 效 结 点 载荷 列 阵 形成 结构 刚度 矩阵 和 结构 等 效 结 点 载荷 列 阵 ,还 有 给 定位 移 边 
界 条 件 的 引 人 等 问题 。 这 些 将 在 以 下 各 小 节 分 别 给 予 讨论 


223 ”单元 刚度 矩阵 


1. 单元 刚度 滤 阵 的 形成 
由 (2.2.28) 式 定义 的 单元 刚度 第 阵 ,由 于 应 变 托 阵 召 对 于 3 结 点 三 角形 单元 是 常量 
阵 , 因 此 有 
K, Қ, ҚК, 
К —B'DB:A = ІК, K, Қ, (2, 2,34) 
К. K. К... 
КАЛЕ D AEIR B т. ЕНЕ АЯ EE nj Л 


Бу Ë £ 


„ = ВІ 5 = “1 2%а 
k DB: A ТВА К, K. 


(т,з = Туру) (2, 2. 35) 
其 中 


К, =Фф, 十 оо Са 


K, “ре, В, 十 в, 


| (2.2.36) 
Ку =, + е, 
1 Б ы 
К,-тс,с,-- > “Бф, 
由 (2.2.35) 式 立即 可 以 得 到 
К.) = К, (2, 2, 37) 
EB Жа] А ИВЕ EE t XJ РЕ. 


2. š л, Жз Ë BJ Л š 8 x TIME h 
ЖЯІЖ-БРЕИННИЛИЛВЕНФИНЕУ. |) Ë nf ЕД FJ НН Ж J V ВЕ ЖО зу У а. 
元 的 求解 方程 ,从 而 得 到 
Ка = P'+- F° (2. 2, 38) 


жаза 2 


РЕҢ yú ЕЖЕН у], Е 是 其 他 相 邻 单元 对 该 单元 的 作用 力 , 产 和 五 ' ЖАНА. 
с Р R F 依次 表示 为 


е 一 [LE 


一 | ai аз dí "= а |, 
P = | P... P, Р Р,, P... Ру) 
, (2.2.39) 
=| Р, Р, FP, ` Р; | 
F -(Е, F, F, F, Е„ Fa 
-(Е F, Е Е F, Е! 
(2. 2. 38) 式 的 展开 形式 是 
Ка Ku = Kl fa ІР, F. 
Ka Ka "°° К» аз Р» Е; 
ғ; Р, Е; 
= °|-+ (2.2.40) 
ац Р, Е, 
т Р. F; 
Ка Кө әң“ Ка 46 ІР, F, 


这 是 单元 结 所 平衡 方程 ,每 个 结 点 在 x 和 y 方向 上 各 有 一 个 平衡 方程 ,3 个 结 点 共有 6 + 
平衡 方程 。 方程 左 端 是 通过 单元 结 点 位 移 表 示 的 单元 结 点 内 力 , 方 程 右 端 是 单元 结 点 力 
《外 载荷 和 相 邻 单元 的 作 有 十 力 之 和 ) 。 


A a lle =l) sa =a, = =а, =0, (2. 2. 40) zÉ ü] LJ 31] 
К || Р, F, 
Ка Р, F; 
| = |. | (2.2.41) 
Ка =, =] Р, М 


(2.2.41) ҚОН, л, БЕ Ж 1 列 元 素 的 物理 意义 是 : 当 a 一 1, 其 他 结 点 位 移 都 为 
零 时 ,需要 在 单元 各 结 点 位 夭 方 向 上 施加 结 点 力 的 大 小 。 当 然 , 单 元 在 这 些 结 点 力作 用 下 
应 处 于 平衡 ,因此 在 x 和 方向 上 结 点 力 之 和 应 为 零 , 即 
ЖЕ < la] Ка + Ка + Ка = 0 
Е у] Ка + Ка + Ка = 0 
对 于 单元 刚度 矩阵 中 其 他 列 的 元 素 也 可 用 同样 的 方法 得 到 它们 的 移 理解 释 。 因 此 单 
元 刚度 和 矩阵 中 任 一 元 素 K, 的 物理 意义 为 ; 当 单 元 的 第 7 个 结 点 位 移 为 单位 位 移 而 其 他 结 
所 位 移 为 震 时 , 需 在 单元 第 i 个 结 点 位 移 方 向 上 施加 的 结 点 力 的 大 小 。 单 元 刚度 大 , 则 使 
结 点 产生 单位 位 移 所 需 施 如 的 结 点 力 就 大 。 因 此 单元 刚度 矩阵 中 的 每 个 元 素 反 上 映 了 单元 


(2. 2. 42) 
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刚度 的 大 小 , 称 为 刚度 系数 ， 
单元 刚度 和 矩阵 的 特性 可 以 归纳 如 下 ， 
(1) 对 称 性 
对 称 性 已 由 (2. 2.37) 式 表明 。 其 实 , 不 仅 3 结 点 三 角形 单元 ,而 且 各 种 形式 的 单元 都 
普 凯 具有 这 种 对 称 性 质 。 这 在 前 一 章 关 于 偶 辽 金 形式 的 如 权 余 量 法 牧 基 于 变 分 原理 的 里 
获 方 法 的 讨论 中 已 一 再 阐明 ,而 现在 所 讨论 的 基于 最 小 位 能 原理 的 有 限 元 方法 本 质 上 是 
和 它们 一 致 的 。 
(2) Ж Ж 
BAER. a =l HAA кї {у Яр УУ ЕН ЖЕ ВЗ ТЕЗ АЛЕН К.х 方向 和 和 
y》 方 回应 处 于 平衡 ,从 而 得 到 刚 典 系数 之 间 的 关系 式 (2,2,42) 式 。 类 似 地 , 当 а,—1()= 
2.3，6) ,其 他 结 点 位 移 都 为 零 时 ,可 以 得 到 相应 的 关系 起 ,如 再 考虑 到 刚度 矩阵 的 对 称 
性 , 则 对 于 刚度 答 阵 的 每 一 列 ( 行 ?元 素 应 有 
K, +K, +K; = Ка+ К. +K; = 0 
K, + K, +K, = K, +K, +K, = 0 
(j= 1,2,---,6) (2.2.43) 
如 考虑 单元 在 结 点 力作 用 下 在 转动 方向 也 应 处 于 平衡 ,还 可 以 得 到 刚度 系数 之 间 
的 六 一 关系 式 。 只 是 此 关系 式 与 单元 形状 有 关 , 将 随 单元 形状 的 变化 而 不 局, 此 处 就 
不 具体 列 出 。 总 结 刚 度 系 数 之 间 的 上 述 各 个 关系 式 ,结论 是 3 结 点 三 角形 单元 6X6 Bi 
的 刚度 矩阵 从 有 3 行 ( 列 ) 是 独立 的 。 因 而 矩阵 是 奇异 的 , 亦 即 它 的 系数 行列 式 | K: | = 
9。 在 此 情 沈 下 ,虽然 在 任意 给 定位 移 条 忻 下 ,是 以 从 方程 (2. 2. 40) 式 计算 出 作用 于 单 
元 的 结 点 力 ;并且 它们 是 满足 平衡 (两 个 方向 力 的 平衡 和 线 任 一 点 力矩 的 平衡 ) 的 ; 反 
之 ,如果 给 定 结 点 载荷 ,即使 它们 满足 平衡 , 却 不 能 由 该 方程 确定 单元 结 点 位 称 qe。 这 
是 因为 单元 还 可 以 有 任意 的 刚体 位 移 ( 平 面 问题 的 这 种 出 体位 移 是 两 个 方向 的 移动 各 
一 个 面 内 的 转动 ) 。 
(3) ETHE 
K; > 0 (2, 2, 44) 
TRER К, r=s=i j, m ВЕЛЕ К.К, 即 为 主 元 ,由 (2. 2. 35) 8 
(2.2.36) 式 可 见 它 们 是 恒 正 的 。 
尺 ; 恒 正 的 物理 意义 是 要 使 结 点 位 称 a, 二 1, 施加 存 a, 方向 的 结 点 力 必须 与 位 移 a 同 
问 。 这 是 结构 处 于 稳定 的 必然 要 求 。 
最 后 庶 该 指出 ,以 上 在 讨论 一 个 单元 的 平衡 条 件 及 单元 刚度 矩阵 的 物理 意义 时 ,为 概 
念 清晰 起 抑 , 引 人 了 相 邻 单元 对 该 单元 的 作用 力 严 。 但 是 在 讨论 结构 平衡 条 件 时 ,它们 
变 成 内 旋 , 帮 不 出 现在 集成 后 的 结构 平衡 方程 (2. 2. 33? 式 中 。 
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例 2.1 给 定 3 结 点 生 角 形 如 图 2.3 所 示 。 边 长 a 一 3,5 一 4,c 二 5;, 厚 度 :二 1, 材 料 常 
жуу E—2x 10 MPa,v 一 0.2。 计 算 单元 的 刚度 和 矩阵 ,并 
验证 矩阵 的 对 称 性 .奇异 性 和 主 元 恒 正 。 

解 ” 按 (2.2,7) 式 计算 ,得 到 

а =]2 а = 0 а = 0 


h 一 一 4 b = 4 h= 


сб =r] t= е = З 
再 按 (2. 2. 34) 式 一 (2.2. 36) 式 计算 ,得 到 图 2.3 RAZAPET 
19.6 7.9 —16 —4.8 —3.6 -2.4 
7.2 15.4 —2 4 —6.4 一 48 —9 


— 16 — 2.4 16 0 0 2.4 
K = 8 685] 

— 4.8 -6.4 Ü 6.4 4. 8 0 

— 3.6 —4„8 9 4. 8 3.6 0 

— 2.4 —8 2,4 0 0 9 


经 检查 可 证 实 单元 刚度 矩阵 具有 (1)? 对 称 性 : (DARE: HADAD +O 
《 列 ) 十 鸭 行 ( 列 ) 一 0 风行 ( 列 ? 十 出行 ( 列 ) 十 进行 5 列 ) 一 0, Н 3хХ@1у‹6Ж)—4х@{т 
( 列 ? 一 0, 即 存在 3 个 线性 相关 的 关系 , 亦 即 此 和 矩阵 的 元 素 只 有 3 行 ( 列 ) 是 独立 的 ; 3) 主 
元 ӨНЕ 
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H (2. 2. 28) 式 得 到 单元 等 效 结 点 载荷 是 
P'= P44 P; 


Р, = | N frdzdy 
Ps = | N Tras 
计算 儿 种 常见 载荷 如 下 ，。 


1. 均 质 等 厚 单元 的 自重 
单元 的 单位 体积 重量 汶 pg, 坐标 方向 如 图 2.4 所 未。 按照 (2, 2.28) АМА 


0 
f = 
— РЕ 
Р, М, А (2. 2. 45) 
Р = |P. | = | М, ахау 
п, — 
Р, |, N. 02 
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其 中 ,每 个 结 点 的 等 效 结 点 载 集 是 


| М, 0 0 
P, = - | | | tdrdy 
Р;, ” n 0 № — PE 
Ü 0 
= (1, к ) (2, 2, 46)“ 
| N. ptdzrdy —-у0&!А эт 
自重 的 等 效 结 点 载荷 是 
Р, =—-ршА[0 1 0 то 17 (2.2.47) 


图 24 三 角形 单元 作用 体积 力 图 2,3 Bul P fE EJ BJ H 


2. 均 布 侧 压 


ME g ERE i Wg 以 压 为 正 , 如 图 2.5 所 示 。 Во ШК, ес ЖЩ За, 
ЩЕа Ех 和 ;方向 的 分 量 q, На, 9 


4: = дзіпа == TO, — y, ) 


q, = — Ясояа = (т, — т} 
作用 在 单元 边界 上 的 面积 力 为 
dr _ 8. 3: У; 
Т = Wi > | (2.2.48) 


在 单元 边界 上 可 取 户 部 坐标 s LE 2.5), ij VT Iñ pR $€ ЕЕ 


* НӘНЖЕН КЕ 3.3.13%, 


] м. 
22-2 Жа Ж По 


将 (2. 2. 48) 太 (2.2.49) 式 代 人 (2.2.28) 式 , 便 可 求 得 侧 压 作用 下 的 单元 等 效 结 点 载荷 


P... =| Мале, 一 jf — 7 )a ds 一 Z QC, — y, ) 


Р, = 596, — г.) 


Р, =Í Мам4-| За = 40у. — yi) 
і r Z 2 
t А 
Р, = 962, - +.) 
Р,, --Р,, = 0 
骨 此 
Р, там — y, х,-2, yy rx 9 of (2. 2. 50) 
3. x 向 均 布 力 
均 布 力 q HE i 边 , 如 图 2,6 所 示 。 这 时 边界 上 面积 力 为 
r= 10) 
0 
单元 等 效 结 点 载荷 为 
Р-П 0 1 0 0 OJ (2.2.51) 
y F 
У 
q 
; т 
i g 
9 x 


O 


图 2.6 单元 边 上 作用 方向 均 布 力 27 单元 边 上 作用 z 方 向 三 角形 分 布 载荷 


4.X 方 向 三 角形 分 布 载荷 
载荷 作用 在 芯 边 ,如 图 2.7 所 示 。 这 时 边界 上 面积 力 写 作 局 部 坐标 s Ш.Ш 
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则 单元 等 效 结 点 载荷 为 


24442094 1 
ЕЛЕ 0 — 00 J (2.2.52) 


225 结构 刚度 和 托 阵 和 结构 结 点 载荷 列 阵 的 集成 


(2. 2. 30) 式 给 出 了 结 攀 刚度 矩阵 和 结构 结 点 载荷 列 阵 由 单元 刚度 矩阵 和 单元 等 效 结 
点 载 符 列 阵 集成 的 表达 式 。 集 成 图 通 过 单元 结 点 白 由 度 转换 矩阵 实 现 的 。 现 在 讨论 
它们 的 转换 和 集成 。 


Т. š > HI] SZ ЕЕ ЗЕ 


刚度 矩阵 的 转换 表示 为 
] го Ü Ü 
' O i i 
|: 
里 6 0 ` 
t | 1 А 1 j „> т л 
, : І : | K. K, Кыл ГО . Ü I Ü amun в. O 
С ER = ; 0 : ‚К, К, Ко | 7 Ü I Or 0 
Ü ІК, К,, К.,, - Ô "rss за Ж 0 
т i | 
0 0 ч 
n : : 
Ü ] 7 ` J ` ін H 
] [0 О. 0.4 0 9 
; G К ““К, «Қ. {) 
一 j О К, “K, "K "0 (2.2.53) 


п Ооо 0-0] 
其 中 n 为 结构 结 点 总 数 ; yz 为 单元 结 点 码 。 所 得 到 的 (2. 2. 53} 式 中 除 标明 的 9 
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个 子 岂 外 ,其 他 贿 是 零 元 素 。 

单元 刚度 矩阵 的 这 个 变换 起 到 两 人 小 作用， 

CO 将 单元 刚度 十 阵 天 扩大 到 三 结 梅 刚 度 定 隆 同 除 , 以 便 进 行 定 阵 相 加 。 

(2) 将 单元 刚度 矩 和 阵 中 的 各 子 卖 按照 单元 结 点 的 实际 编码 安放 在 扩大 的 矩阵 中 , 它 
的 物理 意义 是 该 单元 对 结 愧 阱 度 和 矩阵 KK 的 那些 淹 度 系数 有 贡献 。 

2. 单元 等 效 结 点 载 侍 列 阵 的 转换 

单元 等 效 结 点 载荷 列 阵 的 转换 表示 为 


1 Б 0 Ü | 1 í Ü | 
:| PO EJ] ШЕ 
h | o | 
; | Í : Í ; |P: ; 
Н 
: | ; : В | 
OP O .uP O | 
P= j]: I I P: | (2.2. 54) 
| 0 i P.) Во x 
: | : 0 | 0 x 
НН I| т P. 
: | : : 0 | 0 
п К O üj #H : j 
ВАН ЫҚЫ РОШ Л RRA ЗЕ Пу да. HC. 2,54) 式 可 见 单元 
Sy S ка PR TFI Л EE ПЕ Ж hk of. P. PU Sh a # far ВЕ B) И ЖЕ X: 31| A FJ 25 5 ВК 05 51 БЕ [Е] 


ЕЖЕН даа аа АНЕТА. БИРЕЛЕ УХ АЁ В Ju НО ЖЛ k ЖТ 
М e i= S BJ šK a ЭП P 的 页 献 ， 

3. 结构 刚度 起 阵 和 结构 结 点 载荷 列 阵 的 集成 

经 过 前 述 的 转换 .就 可 以 登 如 相关 的 扩大 后 的 矩阵 得 到 的 结构 刚度 甜 阵 下 和 结 点 载 
{Л Р. (2, 2. 30), 

ERMER УМРА WT Е E 3 H ГЕНЕ ЕНЕ РЕ ЕТТ У, ЖЕНЕ 
得 到 К.Р 的 各 元 素 后 .只 需 按照 单元 的 结 点 自由 度 编码 , “对号入座 ”地 耸 加 到 结构 刚度 
НИ 所 结构 载荷 列 阵 的 相应 位 置 上 即 可 实现 ， 

找 们 举例 说 明 集成 过 程 , 设 有 单元 e, 它 的 单元 了 六 度 矩阵 利 等 效 结 点 载荷 阵 分别 为 
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pi K; Kun | Р: 
K = K, K; K ,, Р'= h 
` K, K.] 


设 该 单元 的 结 点 码 jom 分 别 为 3,8,2。 根 据 (2.2.53) 及 (2.2.54) 式 ,扩大 后 的 单元 网 
度 息 阵 和 结 点 载荷 列 阵 分 别 为 


1 2 3 бзен 

222 1[0 
| КК : K;, | г 
3 | К.К: | К; | 310 
СКС = i; io ii: GTP:= | 
a | + : : : 8 р: 
° к.к. ІК; 0 
рр: „10 

в |: 


EAER TAA ЛОВ ЕН АЖ ЙОН РЕН К. РСА А Жана TALE 
ЛЖ я НА] ЛАА ТАЈА ВЕЕ ГЕ ЖЕ АЫ 30 i p| BE ІТ, Яш 

К, К. K... мен K TE K, 

Кл Kao +Kan Kao +Kan бее Ка + Ка с” Ky 

Ka Ко +К. Ко + Ка --- Ка БК = Ka 


К; 
Ка Ко +К. К. К eee К. K е Koa 
Ка K, "чч44 Д7Д1.Д14а44ж4: йа-аға k 
Р, 
Р, + P 
Р, + P 


МАКУ ЖЖ к. ED a B 225 EJ RJ ЕРЕК ЫЕ Ж ЖДИ р. Ж 
ПОН К ЖИЕ pu КИЛЕН БЕП ЛА ЖАН Ж НРА BE ЕЕЕ BF SE BE ЖП М Ж 
营 载 荷 列 阵 时 ,实际 执行 并 不 是 如 (2. 2. 30? 式 所 示 需 通过 转换 矩阵 G 的 运算 ,而 是 将 单 
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元 年 阵 或 列 阵 的 元 素 直 接 “ 对 导 人 座 ”, 登 加 到 结构 矩阵 或 殉 阵 而 成 。 为 了 表述 方便 ,今后 
将 (2.2.30) 式 简化 并 表示 成 
к= УК Р= УР" (2.2. 30) 


只 是 对 上 式 中 У) ШОШ КЕШ Н ЛИ 12 


4. 结构 刚度 和 矩 秩 的 性 质 和 特点 

由 前 面 的 讨论 可 知 ,结构 的 刚度 乱 阵 于 是 由 单元 刚度 矩阵 集合 而 成 , 它 导 单元 刚 盘 
Е А ,也 共有 明显 的 物理 意义 。 丰 限 元 的 求解 方程 (2.2. 33) 式 是 结构 离散 后 每 个 结 
点 的 平衡 方程 。 也 就 是 说 ,有 限 元 解 在 每 个 结 点 上 是 满足 平衡 条 件 的 。 结构 刚度 矩阵 下 
的 任 一 元 素 到, 的 物理 意义 是 ;结构 第 j 个 结 点 位 移 为 单位 值 而 其 他 结 点 位 移 尼 为 坟 时 ， 
需 在 第 ; 个 结 点 位 物 方 向 上 施加 的 结 点 力 的 大 小 。 与 单元 不 同 之 处 在 于 结构 是 单元 的 集 
合体 ,每 个 单元 都 对 结构 起 一 定 的 作用 。 由 于 单元 刚度 矩阵 是 对 称 和 奇异 的 ,由 它们 集成 
的 结构 刚度 第 阵 下 也 是 对 称 和 奇异 的 。 

前 面 关于 单元 刚度 和 矩阵 的 奇异 性 旋 学 意义 的 讨论 同样 适用 于 结构 刚度 矩阵 下 , 即 任 
意 给 定 结 攀 的 结 点 位 移 所 得 到 的 结构 结 点 力 总 体 上 是 满足 妨 和 力 和 窟 的 平衡 的 。 反 之 ,给 
定 任意 满足 力 和 力矩 平衡 的 结 点 载 们 了 P, 由 于 其 的 奇异 性 却 不 能 解 得 结构 的 位 移 a ,这 是 
因为 结构 仍 可 能 发 生 任 意 的 刚体 位 移 。 为 消除 的 奇异 性 ,结构 至 少 需 给 出 能 限制 刚体 
位 移 的 约束 条 件 , 才 能 由 (2. 2. 33) 式 解 得 结 点 位 称 ， 

另外 ,从 图 2,1 还 可 以 看 到 , 当 连 续 体 离散 为 有 限 个 单元 体 时 ,每 个 结 点 的 相关 单元 
只 是 围绕 在 该 结 点 周围 为 数 其 少 的 儿 个 ,一 个 结 点 通 
过 相关 单元 与 之 发 生 关 系 的 相关 结 点 也 只 是 它 周 围 的 
少数 斤 个 ,因此 虽然 总 体 单元 数 和 缚 点数 很 多 ,结构 刚 
度 和 矩阵 的 阶 数 很 高 ,但 刚度 系数 中 非 零 系数 却 很 少 ,这 
就 是 刚度 年 阵 的 大 型 和 稀 蔬 性 ， 只 要 结 点 编号 是 合理 
ВЈ, ЕНЕ Е Ж ú Ж ЖЕЕП ЕМ 2k 25 th О 
的 一 条 带 状 区 域内 , 即 具 有 带 状 分 布 的 特点 。 如 图 2.8 
所 示 ，。 

综 上 所 述 , 月 限 单元 法 最 后 建立 的 方程 组 的 天 地 
ЖЕК АЖЫ РЕ: СОҒАР (DARE: 
(3) 稀 牙 性 ;4) 非 零 元 素 呈 带 状 分 布 。 出 于 方程 组 此 图 ?2.8 结构 刚度 矩阵 的 带 状 分 市 
大 型 的 ,在 求解 时 , 除 引 入 位 称 边 界 条 件 使 奇异 性 消 类 
外 ,其 他 特点 部 应 该 子 以 充分 的 考虑 和 应 用 ,从 而 提高 解 题 的 效率 


РА.) 
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2.2.6 引入 位 移 边 界 条 件 


最 小 位 能 变 分 原理 是 具有 附加 条 件 的 变 分 原理 , 它 要 求 场 函 数 二 满足 几何 方程 和 位 
称 边 界 条 件 ( 见 1.4.4 节 》。 现 在 离散 模型 的 近似 场 明 数 在 单元 内 部 满足 几何 方程 ,因此 
由 离散 模型 近似 的 连续 体内 几何 方程 也 是 满足 的 。 但 是 在 选择 场 明 数 的 试探 函数 (多 项 
式 ) 时 , 却 没 有 提出 在 边界 上 满足 位 移 ;边界 条 件 的 要 求 ,因此 必须 将 这 个 条 件 引 人 人 有限 元 
方程 ,使 之 得 到 满足 。 

在 有 限 单元 法 中 通常 几何 边界 条 忻 ( 变 分 问题 中 就 是 强制 边界 条 件 } 的 形式 是 在 若干 
ТЕН ЕКЕМ ЖИН. Bl 


а, 可 以 是 零 值 或 非 零 值 ， 

对 于 求解 位 移 场 的 问题 时 ,至 少 要 提出 足以 约 东 系统 刚体 位 移 的 几何 边界 条 件 , 以 消 
除 统 构 刚度 矩阵 的 奇异 性 。 

可 以 来 用 以 下 方法 引 人 和 人 强制 边 界 条 件 。 

1. 直接 代入 法 


在 方程 组 (2. 2. 33) 中 将 已 知 结 点 位 移 的 白 由 度 消去 ,得 到 一 组 修正 方程 ,用 以 求解 其 
他 待定 的 结 点 位 移 。 其 原理 是 按 结 点 位 移 已 知 和 待定 重新 组 合 方程 


N | |а, Р. 
к, к, la, = 网 (2,2,55) 
На, 为 行 定 结 点 位 移 ,a， ая ав, а) = Га. ас „= а: |; mA K... А,» 


К.К, |P. PEA 5 R Ay BJ Bi ДЕ AE БЕ ЖШ ТІЛЕ ЖОШ И, a PII BE ЕН ЖЕУ 
可 知 K... =К 
ЕҢ (2. 2.55) 式 的 上 式 可 得 


К,а,--Қ,а, = P. (2. 2. 56) 
В T a, 为 已 知 , 最 后 的 求解 方程 可 写 为 
Ка = р’ (2.2, 57) 
其 中 
K` = ҚК, q" = a, P' = Р,-Қ,а, (2,2, 58) 


ЖАМ АМИР" 个 ,其 中 有 已 知 结 点 位 称 x 个 , 则 得 到 一 组 求解 n—m 个 待定 结 
点 位 移 的 修正 方程 组 ,到 "为 n—m ИЛЕ. 修正 方程 组 的 意义 是 在 原来 个 方程 中 ,只 
保留 与 待定 (未 知 的 ) 结 点 位 移 相 应 的 пт 个 方程 ,并 将 方程 中 左 揣 的 已 知 位 称 和 相应 
刚度 系数 的 乘积 (是 已 知 值 ) 称 至 方程 右 端 作为 载荷 修正 项 ， 

这 种 方法 要 重新 组 合 方程 ,组 成 的 新 方程 阶 数 降 低 了 ,但 结 点 位 移 的 顺序 性 已 被 玻 


у < 
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坏 , 这 给 编制 程序 带 来 ЖОЙ. 
2. 对 角 元 素 改 1 法 
当 给 定位 移 值 是 零 位 移 时 ,例如 无 移动 的 镑 文库 Е ЗС Е, ЧИТА Е Е K 
中 与 零 结 点 位 移 相 对 应 的 行 询 中 ,将 主 对 角 元 素 改 为 1, 其 他 元 素 改 为 0; 在 载荷 列 阵 中 将 
与 零 结 点 位 移 相 对 应 的 元 素 改 为 0 即 可 。 例 如 有 aa 一 0, 则 对 方程 系数 征 阵 下 的 第 7 1.) 
列 及 载荷 阵 第 i 个 元 素 作 和 如 下 修改 
| 2 өөө J о өө; оң 
l[ K. Ko 


41 іл 

2 Ка К» аз р: 
j |0 өөө 4171 (2.2.59) 

: : НЕ 

n K u Ко ии 0 | ии К, а. ір 

5 т т 


这 样 修正 后 , 解 方程 则 可 得 “=0。 对 多 个 给 定 零 位 移 则 依次 修正 ,全 都 修正 完毕 后 再 求 
解 。 用 这 种 方法 引入 强制 边界 条件 比较 简单 ,不 改变 原来 方程 的 阶 数 和 结 点 未 知 量 的 顺 
序 编号 。 但 这 种 方法 只 能 用 于 给 定 零 位 移 。 
3. Чл Ж ХЖ 
当 有 结 点 位 移 为 给 定 值 w =а, 时 ,第 7 个 方程 作 如 下 修改 :对 角 元 素 K, RARA a 
(a 可 肥 10" 左 右 量 级 ) ,并 将 已 НаК,а, 取代 , 即 
Ка Ky з К, 
Ka К» с К, 


Р 
Рг 


я 
| M 
т: | 42 
РЕ (2. 2. 60) 
Ка К, “т aK ии К,, а, аК ра, 
- т a, j Р, _] 


a Кое" K, 
经 过 修改 后 的 第 j 个 方程 为 
Kadi 十 К а: + "+ ак „а, 十 … 十 К man 一 aK pa; 
由 于 аК, >K. GAD Лу ЖЛ оК,а, 项 较 其 他 项 要 大 得 多 ,因此 近似 得 到 


aK „а, == аК а, 


则 有 有 


— 


а. = d; 


ЕВЕ ЕРЕ W (j= c, s Ca | т" „св, ШЕЕ НЕТ ВАЛЕ tv ТЕ ЕЗЖ ВЕ „ТВ 
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到 全 部 进行 修正 后 的 下 和 了 ,然后 解 方程 妈 可 得 到 包括 给 定位 黎 在 内 的 全 部 结 点 位 
Ж. 

这 个 方法 使 用 简单 ,对 任何 给 定位 移 ( 零 但 或 非 零 但 ;都 天 用 。 采 用 这 种 方法 引入 强 
制 边 界 条 件 时 方程 阶 数 不 变 . 结 点 位 移 顺 序 不 变 , 编 制程 友 十 分 方便 ,因此 在 有 限 元 法 中 

从 变 分 互 义 上 讲 ; 最 小 位 能 原理 要 求 场 函 数 满 趾 几何 方程 和 位 称 边界 条 件 , 但 右 限 元 
法 选择 场 旺 数 时 未 考虑 满足 位 移 边 界 条 件 的 归 求 ,因此 必须 将 此 约束 条 件 (&a, а, оу =, 
co)01) 引 人 泛 畏 , 建 江 相应 的 约束 变 分 康 理 使 之 得 到 满足 。 如 采用 罚 函 数 法 引入 位 移 
按 措 条件 并 经 过 适当 变化 ,就 可 得 到 对 第 元 素 乘 大 数 法 (约束 变 分 原理 见 8. 2 节 )， 


2.2.7 线性 代数 方程 组 的 求解 及 应 力 计 算 


A BROR APEG. 2. 33) 式 在 引入 位 移 边 界 条 件 , 消 除了 下 穹 阵 的 奇异 性 后 , 膏 可 
以 从 它 解 得 结构 的 结 总 位 移 ee。 并进 - 步 回 到 单元 中 ,用 已 知 的 位 移 , 按 (2. 2. 1]4) 式 和 
C2.2.19) 式 求 得 各 个 单元 的 应 变 和 和 应力。 

宁 机 指出 的 是 , 冰 解 (2.2.33) 式 所 表示 的 线性 代数 方程 组 ,在 有 限 元 分 析 中 占据 很 大 
计算 工作 拥 。 充 分 利用 系数 短 阵 的 对 称 、 稀 状 特 点 议 及 经 过 结 点 的 适当 编号 可 以 得 到 非 
等 元 窒 汕 状 分 布 的 特点 , 现 已 发 展 了 若 于 有 效 的 求解 方法 ,本 书 将 在 第 6 音 进 行 专门 的 
讨论 ， 

另外 .在 求 得 结构 的 结 点 位 移 a 以 后 , 按 (2.2.14) 式 和 ( 2. 2.19) 式 求 得 的 单元 应 变 
和 应力, 出 于 导数 运算 的 结 妇 ,精度 低 于 位 移 。 表 现在 单元 交界 面 上 应 力 不 连续 , 力 的 浪 
和 罩 条 件 也 不 能 精确 满足 。 特 别 是 对 于 3 结 点 三 角形 单元 ,由 于 它 是 常 应 力 单元 , 相 邻 单元 
的 应 力 会 出 现 明 显 的 跳跃 现象 。 为 了 合理 地 应 用 应 力 的 结果 ,需要 对 它 作 必要 的 处 理 ,这 
将 作为 一 个 专门 问题 ,在 本 书 第 5 章 中 给 予 讨论 。 

例 2.2 中 心 具 有 阅 孔 的 方 板 , 上 下 两 边 受 y 让 向 均匀 拉 伸 载 薪 ,如 图 2.9 所 示 。 方 板 
н Е 1. =8ст, HILE г lem, ВЕЛЕ 10, lem, HER а= 10МГа, МЖА Ес-2,0Хх 
10”МРа,у-<0.3. ЖЖИІЯШОЧЕН НЫ Л.Н ДӘВЕ ТЫЛ ВР, 

БЫ 由 于 问题 的 对 称 性 , 取 板 的 174 建立 有 限 元 模型 。 边 界 条 件 是 ,> 一 0 边界 上 ， 
и=0:у=0 这 并 上 ,一 05y 一 4cm 边界 上 ,有 沿 y 方 向 的 均 布 载荷 作用 ， 此 问题 无 解 术 
解 , 为 得 到 接近 于 真实 的 解答 ,采用 逐步 加 密 网 格 的 方法 进行 多 次 计算 。 图 2. 9 所 示 的 是 
结 点 数 为 11 X10 的 有 限 元 网 格 图 。 

图 2. 10(a) ,(b) 所 示 是 用 11X 10 结 点 数 的 网 恪 计算 得 到 的 с, OR y 二 0 ОЖ a (В 
r=0 边 ) 的 分 布 图 。 图 中 还 给 出 了 具有 中 心 小 圆 乱 无 窃 太 板 及 无 孔 板 的 理论 解 ,以 醒 比 
较 。 从 图 2.10 可 见 , 在 上 一 lecmyy=0 各 x=0,y 一 lem НАЙ 7, Жо, чт» ij zU 637 
太 板 有 各 大 的 应 力 集中 系数 。 但 在 远离 孔 边 处 ,y=0 边界 上 的 a, АРБА, ПН 2-0 
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上 的 外 力 必 须 满 足 总 体 平 衡 系 件 ( 即 方向 和 >y 方向 的 主 回 量 为 零 , 和 绕 平 面 上 任 一 点 
+ ЛЯ Ја) йн Ж. 
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2.10 应力 党 坐标 轴 的 分 布 


末 用 不 同 密度 网 格 计 算得 到 的 x=1em,y 二 0 а, 的 应 力 集中 系数 列表 如 下 ， 


由 表 可 见 , 随 着 网 格 的 加 密 , 计 算得 到 的 应 力 集中 系数 下 篷 渐 加 大 ,而 加 密 到 一 定 密度 以 
后 ,的 数值 趋 于 稳定 。 
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需要 指出 的 是 ,由 于 分 析 中 采用 的 3 结 点 三 角形 单元 是 常 应 力 单 元 ,计算 得 到 的 应 力 
代表 单元 中 心 的 应 力 ,而 且 此 应 力 在 相 邻 单元 之 间 当 出现 明 显 的 跳跃 。 为 了 得 到 单元 边 
界 和 绪 点 的 应 力 仍 需要 进行 适当 的 处 理 。 此 例 中 采用 的 处 理 方 法 是 将 组 成 四 边 形 的 两 个 
相 部 三 种 形 单元 的 应 万 加 以 平均 后 ,作为 四 边 形 形 心 处 的 应 力 , 然 后 再 利用 此 平均 应 力 值 
进行 插值 外 推 或 用 最 小 二 乘 拟 合 得 到 单元 边界 和 结 点 的 应 力 。 
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2.2 市 的 讨论 是 针对 3 结 点 三 角形 单元 ,但 所 建立 的 弹性 力学 平面 问题 的 有 限 元 格 
陈 ,实际 上 体现 了 利用 广义 坐标 有 限 元 对 弹性 力学 问题 进行 有 限 元 分 析 的 一 般 和 格式 和 步 
镶 。 它 包含 了 单元 位 移 模 式 和 插值 函数 的 椅 造 ,以 及 利用 已 选 定 的 单元 对 弹性 力学 问题 
进行 分 析 的 执行 杰 双 这 两 个 部 分 。 以 下 分 别 对 它们 如 以 总 结 和 进一步 阐述 。 
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将 二 维 或 三 维 连续 体 离散 为 有 限 个 单元 的 集合 体 时 ,通常 要 求 单元 具有 简单 而 规则 
的 几何 形状 以 便于 计算 。 常 用 的 二 维 单元 有 三 角形 或 矩形 ,常用 的 三 维 单元 有 四 而 体 ( 四 
角 锥 ) ,五 面体 或 平行 六 面体 。 同 样 形 状 的 单元 还 可 有 不同 的 单元 结 点 数 ,如 二 维 三 角 单 
元 除 3 结 点 外 还 可 有 6 结 点 、10 结 点 的 二 角形 单元 ,因此 单元 种 类 繁多 。 图 2. 11 中 列举 
了 一 些 二 ,三 维 问题 中 常用 的 单元 形式 。 如 何 选 择 合适 的 单元 进行 计算 ,涉及 求解 问题 的 
类 型 ,对 计算 精度 的 要 求 以 及 经 济 性 等 多 方面 的 因素 。 这 一 节 要 讨论 的 是 ;选择 广义 坐标 
有 限 元 位 移 模式 的 一 般 原则 ,以 及 建立 单元 位 移 插 值 函 数 的 一 般 步骤 ， 
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f. 选择 广义 坐标 有 限 元 位 移 模 式 的 一 般 原 则 
单元 中 的 位 移 寞 式 一 般 末 用 以 三 当 誉 标 卢 为 得 定 佑 数 的 有 限 项 多 项 式 作 为 近似 尔 
数 , 如 3 半点 三 角形 单元 的 (2.2.,1) 式 。 有 限 项 多 项 不 选取 的 原则 应 考虑 以 下 几 点 ， 
CO 广 闵 治标 是 由 结 点 场 变 医 确 定 的 ,因此 它 的 个 数 应 与 结 点 自由 度数 相等 。 如 3 
结 点 一 角形 单元 有 8 个 结 点 目 由 度 ( 结 点 位 移 ) 广 义 坐 标 个 数 应 取 6 个 , 国 此 两 个 方向 的 
位 移 о 和 个 眼 三 项 多 项 式 。 对 于 4 结 点 的 矩形 单元 , 广 关 坐 标 数 为 8, 位 移 丽 数 可 取 相 
项 多 项 式 作 为 近似 函数 ， 
(2) 选取 多 项 式 时 ,常数 项 和 坐标 的 一 次 项 必须 完 和 项 。 位 移 模 式 中 的 常数 项 和 一 次 
项 反映 了 单元 团体 位 移 和 和 常 应 襟 的 特性 。 当 划分 的 单元 数 趋 于 无 穷 时 ,单元 缩小 趋 于 一 
点 :此 时 单元 应 变 应 趋 于 常 应 变 。 
为 了 保证 单元 这 两 种 最 基本 的 特性 能 得 到 满足 ,因此 要 求 位 移 模 式 中 一 定 要 有 常数 
项 和 完备 的 一 次 项 。3 结 点 三 角 撒 单元 的 位 移 模式 正好 满足 这 个 基本 要 求 。 
(3) 多 项 不 的 选取 应 由 低 阶 到 高 阶 .尽量 选 取 完 全 多 项 式 以 提高 单元 的 精度 。 一 般 
来 说 ,对 于 单 邱 边 每 边 具有 两 个 端 结 点 的 应 保 证 一 次 完全 多 项 式 , 如 图 2. 11 中 的 二 维 3 
结 点 .4 结 点 单元 或 三 维 4 结 点 .6 结 点 单元 及 8 结 点 单元 。 每 边 有 3 个 结 点 时 应 取 二 次 
完全 多 项 式 , 如 图 中 的 二 维 6 结 点 .8 结 点 单元 和 三 维 20 结 点 单元 。 若 由 于 项 数 限 制 不 
能 选取 完全 多 欧式 时 ,选择 的 多 项 式 应 具有 坐标 的 对 称 性 。 并 日 … 个 坐标 方向 的 次 数 不 
应 超过 完全 多 项 式 的 次 数 , 以 保 让 相 令 单元 交界 面 ( 线 ) 上 位 称 的 协调 性 ， 
基于 上 述 一 般 原 则 , 现 将 几 种 常见 单元 的 位 移 模 式 作 为 示例 列 于 表 2. 1 中 。 
表 2.1 不 间 形 式 广义 坐标 有 限 元 的 位 穆 模式 
单元 形式 
3 结 点 三 角形 平面 单元 
6 结 和 点 三 骨 形 平面 单元 
аА ДЕ л: 
Ва ЗР PE. Ju 
4 车 点 四 面体 三 维 单元 
8 半点 六 面体 三 维 单元 


位 移 模 式 


— 一 一 — 上 -一 кты — 
Б ка 
= 
K. 
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t у Z Ty yz жс гух 


2. “Г ХЫ ЛЕ АК — А2618 
TAE ГР XU TA IR Gn r pis АҚЫЛ EAA ЖЕТТ А ЕТО В ЛУТ ТА. ЕЕ 
RJ Р ЖК ЁЁ v. ЛИУ ЮПИ (Н РАЖ k ik K. ВИСЕ ЧИИ, А 52.2 节 已 讨论 


Жж 绊 性 力学 问 题 有 限 元 方法 的 一 般 原理 和 袁 达 格式 2 . 29. 


ЫЗА ЛЫНАН ЕН ААҚ ЖАҢ) УЖЖ ЕЙ ЖРЕНЖИА, 
КЕ БЕЛЛ. БЕЗЕ ТЛ = ЭЖ p ҢА u Ж АЕ. 
1) ИХ В ARTESA. Py H) P JÚ N V u 


u = ФВ (2. 3,1) 
对 于 二 维 问题 
-“ 以 三 角形 常 应 变 单元 为 例 
(т | НАННЫҢ тт В 1,2,3 代替) 

8-Га В J A ATB 

-|* ü © = B, + B; z Ду 

ý 8-ІВ k = АТ 
| р=[1 z y] 


(2) 用 单元 结 点 位 移 @ 表示 广义 坐标 有 
惯用 的 单元 结 点 位 移 排 列 是 
和 一 
为 便于 求解 广义 坐标 和 ,可 采用 男 一 表示 方法 ,如 
a 二 “Б 


(2. 3. 1) 式 中 代 人 单元 结 点 坐标 得 到 


а" = АВ (2.3. 2) 
对 于 二 维 问题 , 则 有 а (ши и Q от y)! 
A= [° 7] 
O А i І x y 
由 52.3.2) 式 解 出 此 | А = | т» i 
| 1 x; Уз 
B= Ala: (2.3.3) 
对 于 二 维 问题 , 则 有 а ds 03 
Ми 4 ' O | А = — н b b 
0 Аг! detA С| Co G 
其 中 det = | A |= 2А 
-а Газ та: 


— b; C: — B; rs 
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А a --- rrr ,1 --- 一 


(D алады а 表示 单元 位 移 晒 数 &, 得 到 单元 插值 函数 矩阵 N。 将 (2. 3. 3) 
武 代 人 (2.3.1) 式 , 风 有 


и = фа а" = №" (2.3.4) 
x T — 8k [n] EE Др N = ÈA = [№ М, А.) 
~ [М 0 1 
Ñ =| | “| М, = sa (a, + bx + су) 
М” -фА-! є: = 1.2.3) 
=[N, N, +] Ñ = ñ: М, N Ó 9 Ü | 
Lo 0 o N N, М, 
Жаң а оч Ba HES BLUE а”. 
и = Na: (2. 3.5) 


其 中 N = №, №; № | М =[ М, М, М, | 
I N =!N, (1 = 1,2,3) 
(4) ИЛА М а Зл лл, НЕА В 


е — Lu = Ва" (2,3. 6) 
对 于 二 维 问 题 , 则 有 
£ 一 Ге, Ey Ya J В 一 [ B, B, Ba] 
3 а 91 b, 0 
一 | а а ‚ = FA С, урт 
ду дж с Pi 
B = LN x 


2.3.2 ”弹性 力学 问题 有 限 元 分 析 的 执行 步 又 


在 根据 问题 的 类 型 和 性 质 选 定 了 单元 的 形式 并 构造 了 它 的 插值 函数 以 后 ,可 按 以 下 
步骤 对 间 题 进行 有 限 元 分 析 : 

(1) 对 结构 进行 离散 。 按 问题 的 几何 特点 和 精度 要 求 等 因素 划分 单元 并 形成 网 格 ， 
即将 原来 的 连续 体 离散 为 在 结 点 处 相互 联结 的 有 限 单元 组 合 

(2) 形成 单元 的 刚度 抢 阵 和 等 襄 结 点 载荷 列 阵 。 参照 (2. 2.28) 第 1 式 , 单 元 刚度 矩 
阵 的 一 般 表 达 式 为 


К | втрвау (2.3. 7) 
ШИ 


其 中 ,B Ew НЕЕ, р 是 材料 弹性 短 阵 ( 参 见 第 1 ER 1. 2) ,W, 是 单元 体积 。 
参照 (2, 2.28) 后 3 式 , 并 考虑 单元 存在 初 应 力 和 初 应 变 情况 ,单元 等 效 结 点 载荷 列 阵 
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的 一 般 表 达 式 为 
P= Pit Pit P+ P: (2, 3, 8) 
其 中 ,PP P: P: P: 分 别 是 和 作用 于 单 苑 的 体积 力 了 .边界 分 布 力 工 .单元 内 的 初 应 力 co 、 
ме ЖУН АЛЕ. ТЇП ЖУ 
ру= | ММ ps= | NTAS 


(2.3.9) 
p; --| В! oe, dV Р: 一 |, В! Ре „ЧУ 
(3) 集成 结构 的 刚度 矩阵 和 等 效 结 点 载荷 列 阵 ， 
K= УК" = У) в'овау (2.3.10) 
P= Р, + Р.Р. +P. + P, 
= $ (P+ P.P: + P: ) + P; (2.3.11) 
其 中 P, ЕНИ ЕЕ R] ТА. 
(4) АВ С ЕВО В Ы, 
(D 求解 有 限 元 求解 方程 (线性 代数 方程 组 ) ,得 到 结 点 位 移 a， 
Ка =Р (2.3.12) 
(6) 计算 单元 应 变 和 应 力 。 
£ = Ва“ 
с = Dle — e) +m = DBa'— Dest a, (2, 3. 13) 


(7) 进行 必要 的 后 处 理 。 

由 以 土 讨论 可 见 , 基 于 最 小 位 能 原理 ,利用 他 移 有 限 元 对 弹性 力学 问题 进行 分 析 , 只 
要 选 定 单元 模式 ,划分 好 网 格 ,其 计算 执行 的 步骤 是 完全 标准 化 了 的 。 这 是 有 限 元 法 得 到 
站 泛 应 用 的 重要 原因 。 我 们 可 以 方便 地 将 它 应 用 于 各 类 弹性 力学 问题 。 本 意 2.5 节 以 经 
常 遇 到 的 轴 对 称 问 题 为 例 介 绍 它 的 一 种 应 用 。 

当然 ,以 上 给 出 的 有 限 元 分 析 的 执行 步 又 仍 属于 总 体 框架 性 质 的 ,环绕 着 精度 和 效率 
这 两 个 总 售 题 ,每 一 步 双 中 仍 有 相当 多 的 理论 性 和 技术 性 的 问题 需要 研究 ,这 将 在 本 书 以 
MBAREP rh АЕ». 

还 应 指出 的 是 ,从 2. 3. 1 节 关 于 广义 坐标 有 限 元 插值 函数 的 构造 过 程 可 以 看 到 , 当 用 
БАНЫ а ЖА) Х.н НАНҒА ЖСБ (2,3,3) 
式 ) ,这 不 仅 有 计算 上 的 麻烦 ,而 吾 由 于 单元 形状 的 各 异 , 可 能 出 现 因 上 各 奇异 而 求 道 失败 
的 情况 。 如 果 进 一 步 考虑 单元 刚度 皇 阵 和 等 效 结 点 载荷 列 阵 的 形成 ,将 会 涉及 体积 分 和 
面积 分 的 计算 ,对 于 广义 坐标 有 限 元 ,积分 域 随 单元 而 异 ,特别 是 形状 不 规则 的 情况 НЕ 
计算 复 洒 化 。 因 此 ,本 书 第 3、4 两 章 将 着 重 讨论 单元 插值 函数 建立 于 标准 化 的 局 部 坐标 


Bt. 


第 1% 基本 部 分 


- 一 


系 ( 自 然 坐 标 系 ) 并 经 过 变换 到 总 体 坐 标 系 (物理 坐标 系 ? 的 等 参 变 换 单元 。 此 类 单元 可 以 
避免 广义 坐标 有 限 元 的 上 述 两 个 缺 总 。 
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241 有 限 元 解 的 收敛 准则 


将 这 一 站 前 面 讨 论 的 内 容 与 第 1 章 比较 可 以 看 出 ,有 限 元 法 必 为 求解 微分 方程 的 一 
种 数值 方法 可 以 认为 是 里 兹 法 的 一 种 特殊 形式 ,不 同 之 处 在 于 有 限 元 法 的 试探 函数 是 定 
尽 于 单元 ( 子 万 ?而 不 是 全 域 。 因 此 有 限 泡 解 的 收 伍 人 性 可 沁 与 里 章法 的 收 敏 性 对 比 进行 讨 
论 。 里 效法 的 收 委 条 件 是 要 求 试 探 盟 数 具 有 完备 性 和 连续 性 ( 见 1.3.2 节 ), 即 如 果 试 控 
咀 数 满足 完备 性 和 连续 人 忻 蔓 求 , 当 试 探 丽 数 的 项 数 ce 时 , 则 里 兹 法 的 近似 解 将 趋 近 于 
微分 方程 的 精确 解 。 现 在 要 研究 什么 是 有 限 元 解 的 收 伍 性 提 沙 , 收 伍 的 条 件 又 是 什么 。 

在 有 限 元 法 中 , 场 吨 数 的 总 体 泛 亲 是 由 单元 泛 函 集成 的 。 如 果 采 用 完全 款项 式 作 为 
单元 的 插值 蚌 数 5( 即 试探 顺 数 ), 则 有 限 元 解 在 一 个 有 限 尺 寸 的 单元 内 可 以 精确 地 和 精确 
解 一 致 。 但 是 实际 上 有 限 元 的 试探 肾 数 只 能 取 有 限 项 多 项 式 , 央 此 有 限 元 解 只 能 是 精确 
解 的 一 个 近似 解答 。 有 限 元 解 的 收 人 种 准则 需要 回答 的 是 ,在 什么 条 件 下 当 单 元 尺寸 趋 于 
零 时 ,有 限 元 解 趋 于 精确 解 ， 

下 而 仍 以 含有 一 个 待 求 的 标量 场 范 数 为 鲍 P y h E Ja 

АУ = LP +b — 0 (2.4.1) 

ЖУН» 66 Ж. 


П |С С +t anb. (2,4,2) 
ББП Фе Ясна £ m 阶 的 各 阶 导 数 , 若 m Wr St Ж ЛЕДЕ. Пими 
数 至 少 必须 是 m 次 多 项 式 。 若 取 pp 次 完全 多 项 式 为 试探 函数 . 则 必须 满足 рът. E 
设 # 仪 是 z 的 函数 , 则 及 其 备 阶 导 数 在 一 个 单元 内 的 表达 式 如 下 ， 
ААА thr + + par’ 


d£ = Ë +2B z+ 3° + - + рх" 


5--28--64а-----рір- Ода (2.4.3) 


gdr р! 
— = | а... h Ии... 
Ja 5 т\В, +H (m + ТО Ват 3 + T Т4 
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HERTA, AN I 是 p 次 完全 多 项 式 , 所 以 它 的 直至 m 阶 导数 的 表达 式 中 都 包含 


有 常数 项 。 当 单元 尺 小 趋 于 零 时 ,在 每 一 单元 内 及 其 直至 m 阶 导 数 将 趋 于 它 的 精确 
值 , 即 趋 于 常数 。 因 此 ,每 一 个 单元 的 泛 范 有 可 能 趋 于 它 的 精确 值 。 如 果 试 探 函 数 还 满足 
连续 性 要 求 , 那 么 整个 系统 的 泛 轴 将 趋 于 它 的 精确 值 。 有 限 元 解 就 趋 于 精确 解 ,也 就 是 说 
解 是 收敛 的 。 

从 上 述 讨论 可 以 得 到 下 列 收 化 准则 ， 

准则 1 完备 性 要 求 。 如 果 出 现在 泛 函 中 场 函 数 的 最 高 阶 导 数 是 mm 阶 , 则 有 限 元 解 
收 人 敏 的 条 件 之 一 是 单元 内 场 丙 数 的 试探 蝴 数 至 少 是 m 次 完全 多 项 起。 或 者 说 试探 函数 
中 必须 包括 本 身 和 直 奎 т 阶 导数 为 常数 的 项 ， 

当 单 元 的 插值 隙 数 满足 上述 要 求 时 , 称 这 样 的 单元 是 完备 的 。 

至 于 连续 性 的 要 求 , 当 试探 函数 是 多 项 式 的 情况 下 ,单元 内 部 函数 的 连续 性 显然 是 满 
足 的 ,如 试探 钞 数 是 sx 次 多 项 式 , 则 单元 内 部 满足 C,_, 连续 性 要 求 。 因 此 需要 特别 注意 
的 是 单 无 交界 面 上 的 连 线性 ,这 就 提出 了 另 一 个 收 合 准 则 。 

准则 2 ”协调 性 要 求 。 如 果 出 现在 泛 函 中 的 最 高 阶 导 数 是 mm 阶 , 则 试探 函数 在 单元 交 
界面 上 必须 具有 С, ;连续 性 , 即 在 相 邻 单 光 的 交界 面 上 函数 应 有 直至 m 一 1 阶 的 连续 导数 ， 

当 单元 的 插值 函数 满足 上 述 要 求 时 , 称 这 样 的 单元 是 协调 的 。 

简单 好 说 ,当选 取 的 单元 既 完 务 又 协调 时 ,有 限 元 解 是 收 伍 的 , 即 当 单元 尺寸 赵 于 肥 
时 ,有限 元 解 趋 于 精确 解 。 

需要 补充 说 明 的 是 ,关于 前 面 所 述 有 限 元 解 收敛 于 微分 方程 精确 解 的 进一步 含义 。 
因为 微分 方程 的 精确 解 往往 不 -一定 能 够 得 到 ,甚至 问题 的 微分 方程 并 未 建立 (例如 对 于 复 
杂 形 式 的 结构 。 同 时 有 限 元 解 中 通常 包含 多 种 误差 。 因 此 ,在 更 严格 的 意义 上 说 ,有 限 
元 解 收敛 于 精确 解 是 指 有 限 元 解 的 离散 误差 艳 于 零 。 所 谓 离散 误差 是 指 一 个 连续 的 求解 
域 被 划分 成 有 限 个 子 域 ( 单 元 ) 时 ,由 单元 的 试探 函数 近似 整体 域 的 场 画 数 所 引起 的 误差， 

另 一 主要 误差 是 计算 机 有 限 的 有 效 位 数 ( 字 长 所 引起 的 , 它 和 包含 伟人 (四 含 五 人 ) 误 
差 和 截断 (原来 的 实际 位 数 被 截取 为 计算 机 允许 的 有 限 位 数 ) 误 差 。 前 者 带 有 概率 的 性 
质 ,主要 靠 增加 有 效 位 数 (如 采用 双 精 度 计算 ) 和 减少 运算 次 数 ( 如 采用 有 效 的 计算 方法 和 
合理 的 程序 结构 来 控制 。 后 者 除 与 有 效 位 数 直 接 有 关外 ,还 与 结构 (最 终 玫 了 现 为 刚度 矩 
阵 ) 的 性 质 有 密切 关系 。 例 如 结构 在 不 同 廊 向 的 刚度 相差 过 于 感 殊 , 可 能 使 最 后 的 代数 方 
程 组 成 为 病态 ,从 而 使 解答 的 误 车 很 大 ,其 至 导致 求解 失败 ， 
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为 了 从 物理 意义 上 加 深 对 收 钱 准则 的 理解 ,下 面 以 平面 问题 为 便 加 以 说 明 ， 
EFAA P R, 中 出 现 的 是 位 移 ЖІ 的 一 次 导数 , 即 e ,e, ,7 НІҢ т-і1, 


第 1 篇 基本 部 分 


КОДЕШ 1 要 求 插值 图 数 或 位 移 力 数 至 少 是 с. у 的 一 次 完全 多 项 式 。 我 们 知道 位 移 及 
其 一 阶 导 数 为 常数 的 项 是 代表 与 单元 的 刚体 位 移 和 常 应 变 状 态 相 应 的 位 移 模 式 。 实 际 分 
析 中 ,各 单元 的 变形 往往 包含 善 同体 和 位移, 同时 当 单 元 尺寸 趋 于 无 穷 小 时 ,各 单元 的 应 变 
也 总 是 趋 于 常 应 变 。 所 以 完备 性 要 求 由 插值 函数 所 构成 的 有 限 元 解 必 须 能 反映 单元 的 出 
悼 位 移 和 和 常 应 变 状 态 。 行 不 能 满足 上 述 要 求 , 那 么 赋予 结 点 以 单元 刚体 位 移 ( 零 应 变 ) 或 
贡 应 变 的 位 移 值 时 ,在 单元 内 部 将 产生 非 零 或 非常 值 的 应 变 ,这 样 有 限 元 解 将 不 可 能 收 和 伍 
于 精确 解 。 

应 该 指出 ,在 Bazeley 等 人 开始 提出 上 述 收 敛 准 则 时 ,是 要 求 在 单元 尺寸 趋 于 零 的 极 
限 情况 下 满足 完备 性 监 伍 准则 。 如 果 将 此 收 钱 准则 用 于 有 限 尺 二 的 单元 ,将 使 解 的 精度 
得 到 改进 ， 

对 于 平面 问题 ,协调 性 要 求 是 C 连续 性 , 即 上 要 求 位 移 函 数 so 的 堆 阶 导数 ,也 就 是 位 
移 锁 数 自 身 存 单元 交界 夯 上 是 连续 的 。 如 果 在 单元 交界 面 上 位 移 不 连续 ,表现 为 当 结 构 
变形 时 将 在 相 邻 单元 问 产生 细 际 或 重 松 ,这 意味 着 将 引起 无 限 大 的 应 变 , 这 时 应 该 将 发 生 
在 变 界 面 上 的 附加 应 变 能 补充 到 系统 的 应 变 能 中 去 。 但 在 建立 泛 丽 开 时 ,没有 考虑 到 这 
种 情况 ,只 考点 了 产生 于 各 个 单元 内 部 的 应 变 能 。 因 此 , 当 边 界 上 位 称 木 连续 时 , 则 有 限 
元 解 就 不 可 能 收 合 于 精确 和解 。 

可 以 看 出 ,最 简单 的 3 结 点 一 角形 单元 的 插值 机 数 既 满足 完 务 性 要 求 ,也 满足 协调 性 
要 求 。 因 此 采用 此 种 单元 , 解 是 收敛 的 ， 

种 当 指出 ,对 于 二 ,三 维 弹性 力学 问题 , 活 函 中 出 现 的 导数 是 一 阶 (m =13。 对 近 伏 的 
位 移 函 数 的 连续 性 要 求 仅 是 СЕН ХАН АМЕН ЛЛ ЛЕВИ ЖЕ % 
易 得 到 满足 。 

和 需要 指出 的 是 , 当 沙 图 中 出 现 的 导数 高 于 一 阶 ( 例 如 概 壳 问 题 , 泛 函 中 出 现 的 导数 是 
2 队 ) 时 , 则 要 求 试探 函数 在 单元 交界 面 上 具有 连续 的 -- 阶 或 高 于 一 阶 的 导数 , 即 上 有 具有 С, 
或 更 和 的 连续 性 ,这 时 构造 单元 的 插值 裔 数 比 较 困 难 ， 在 某 些 情况 下 ,可 以 放松 对 协调 性 
的 要 求 , 只 覆 这 种 单元 能 通过 分 片 试验 ,有 限 元 和 解 仍然 可 以 收 伍 于 正确 的 和解 符 。 这 种 单元 
称 为 非 协 调 元 ,将 在 第 5 章 以 及 板 壳 有 限 元 中 分 别 加 以 讨论 。 


2.4.3 位 移 元 解 的 下 限 性 质 


以 位 移 为 条 本 未 知 量 ,并 基于 最 小 位 能 原理 建立 的 古 限 元 称 之 为 位 称 元 。 通 过 系统 
总 位 能 的 变 分 过 程 , 可 以 分 析 位 移 元 的 近似 解 与 精确 解 偏离 的 下 限 性 质 。 
系统 总 位 能 的 离散 形式 为 


П, = та" Ка — аР (24,40 


由 变 分 ап, — 0 得 到 有 限 元 求解 方程 
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Ka = P (2.3.12) 
将 (2.3.12) 式 代 信 (2.4.4)7 式 得 到 
П, = таКа-аТКа = 一 arKe ——U (2.4.5) 


在 平衡 情况 下 ,系统 总 位 能 等 于 负 的 应 变 能 ， 因 此 Пепо M USU mas 
在 有 浓 元 解 中 ,由 于 假定 的 近 伺 位移 模式 一 般 来 说 总 是 与 精确 解 有 差 细 ,因此 得 到 的 
系统 总 位 能 总 会 比 真 正 的 总 位 能 要 大 。 我 们 将 有 限 元 解 的 总 位 能 .应 变 能 ,刚度 矩阵 和 结 


БІЎ П, U Ка кл ,相应 的 精确 解 的 有 关 量 玫 п,,П,Кажж. AF IR, ,NWi 
A U<U, B 


a'Ka < a'Ka (2.4.6) 
对 于 精确 解 有 Ка = 
К (2.4.7) 
对 于 近似 解 有 Ka = P 
(02.4. ТАЊА (2. 4.6) 式 得 到 
ap < аїр (2. 4, 8) 


由 (2. 4.8) 式 看 出 ,近似 解 应 变 能 小 于 精确 解 颇 变 能 的 诛 因 是 由 于 近似 解 的 位 称 a 总 体 上 
要 小 于 精确 解 的 位 称 a。 故 位 移 元 得 到 的 位 移 解 总 体 上 不 大 于 精确 解 , 即 解 具有 下 限 
ЕЕ, 

位 移 解 的 下 限 性 质 可 以 解释 如 下 : 单元 原 是 连续 体 的 一 部 分 ,具有 无 限 多 个 自由 度 ， 
在 假定 了 单元 的 位 移 函 数 后 ,自由 度 限制 为 只 有 以 结 点 位 移 表 示 的 有 限 自由 度 ,即位 移 函 
数 对 单元 的 变形 进行 了 约束 和 限制 ,使 单元 的 刚度 较 实际 连续 体 加 强 了 ,因此 连续 体 的 整 
体 刚 度 随 之 增加 ,离散 后 的 二 较 实 际 的 KK 为 大 ,因此 求 得 的 位 移 近 似 解 总 体 上 (而 不 是 每 
一 点 } 将 小 于 精确 解 。 


25 轴 对 称 问 题 的 有 限 元 格式 


作为 弹性 力学 疝 题 有 限 元 分 析 一 般 格式 的 直接 虚 用 ,本 节 将 讨论 工程 中 经 常 遇 到 的 
一 类 实际 结构 问题 , 即 它们 的 几何 形状 ,约束 条 件 以 及 作用 的 载 苟 都 对 称 于 某 一 因 定 轴 ， 
我 们 称 它 为 对 称 轴 , 则 在 载荷 作 用 下 产生 的 位 移 .应 变 和 应 力也 对 称 于 此 轴 。 这 种 问题 称 
为 轴 对 称 问 题 。 

在 铀 对 称 癌 题 中 ,通常 采用 圆柱 坐标 系 (r,@,z)。 以 对 称 办 作为 = 轴 , 所 有 应 力 .应 恋 
和 位 移 都 与 8 方向 无 关 , 只 是 7 和 x 的 函数 。 任 一 点 的 位 称 只 有 两 个 方向 的 分 量 , 即 沿 + 
方向 的 径 向 位 移 x Же 方向 的 轴 向 位 称 w。 由 于 轴 对 称 ,8 方 向 的 位 移 v 等 于 零 ， 因 此 
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轴 对 称 问题 是 二 维 问题 ， 

离散 轴 对 称 体 时 ,采用 的 单元 是 一 些 图 环 。 这些 回 环 单元 与 rz КЕПЕ ҖЕ ГД 
有 不 同 的 形状 ,例如 3 结 点 二 角形 .6 结 点 二 角形 .4 结 
点 四 边 形 .8 结 点 四 边 形 等 。 单 元 的 缚 点 是 圆周 状 的 锭 
FHEAE ЛЕ rz 平面 内 形成 网 格 。 图 2. 12 所 未 为 
3 结 点 三 角形 环 状 单元 。 

对 轴 对 称 问 题 进 行 计 算 时 ,只 需 取 出 一 个 截 奋 进行 
网 格 划分 和 分 析 , 但 应 注意 到 单元 是 较 环 状 的 ,所 有 的 
结 点 载 衔 都 应 理解 为 作用 在 单元 结 点 所 存 的 圆周 上 -， 

БЖИ 3 了 绪 总 三 角形 环 状 单元 为 例 进 行 讨 
论 。 这 种 单 郊 适应 性 好 .计算 简单 ,是 -种 常用 的 最 简 
章 的 单元 。 其 他 单元 有 限 抑 格式 的 建立 ,途径 是 一 样 
的 。 而 务 一 类 常用 的 等 参 元 ,将 在 第 4 章 集 中 进行 图 2.12 ЖКХ Ёл; 
讨论 。 
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1. 位 移 模 式 和 搬 值 函数 
取出 环 状 单元 的 一 个 截面 ут 如 图 2. 13 所 示 。 单 元 结 点 位 移 为 


а, н, 
©, 
а = [а |= Ë 
W, 
al [0 | 
选择 线性 位 移 模 式 
ШЕ (2.5.1) 
w 
其 中 
$ 0 图 2.13 зн УИК 
= | N $=[] r z] 单元 的 rz RA 


В= 8 В e AF 
村 平面 问题 类 同 , 可 以 用 6 个 结 点 位 移 表 示 6 个 广义 坐标 员 一 房 , 代 回 (2. 5. 1) 式 可 以 得 
到 切 平 面 问题 类 似 的 表达 式 ,部 
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не Ма, Ма, + Мн. 
е = Nw, + N z, + М „ло „ 
式 中 М.м.м, ЯН. 
1 | . . 
М, = эд ФК br + cz) (і.),т) 


其 中 A 是 三 角形 环 状 单元 的 截面 积 ,并 且 有 
1 г, я, | 


24 一 1 ғ, оқ; 


1 Fa Za 
LA K 
й, = Р, — Гай) b, == z 


(2.5,2) 式 的 矩阵 表达 式 是 


e N 0 N 0 N. 0 
Н = |= Ма“ -- | | а" 
и: 0 N 0 N, 9 М, 


2. 单元 应 变 和 应 力 
将 位 移 (2.5.5) 式 代 大 几何 关系 则 得 到 单元 席 窜 


ди 
dr 
И Jw 
Е, dg 
£ = 一 一 Ва" 
У. du Дл; 
| си 
es Í Әт r] 
= 
r 
=< B В В, ја 
其 中 
07 
B š (брат? 
， 一 г Ра TH 
b, | ) 
0. 
f= +e а (т.у.т) 
ғ Ғ 


(2.5. 3) 


(2.5. 4) 


(2. 5.6) 


(2. 5.8) 


由 以 卡 二 武 可见, 单元 中 的 应 变 分 量 6, ,6,,7,, 都 是 常量 ;但 环 向 应 变 & 不 是 常量 ,六 ， 
f, fm 嘻 单 元 中 各 点 的 位 置 (r,z) 有 关 。 特 别 是 结构 包含 对 称 轴 (x==0) 罕 内 的 情况 时 у, 


古奇 异 的 ,这 将 给 数值 计算 带 来 麻烦 。 
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НАЛ ИН ҚАНТ ж 515 20], Вр 
а. 
а 一 > |= Пе = DBa' = 5а" = |8, 8, S. ]а (2.5,9) 
Әз 
ТРАЈАН D 可 参见 第 1 1,2, 
轴 对 称 体 的 应 力 分 量 如 图 2. 14 FOR, S 为 应 力矩 阵 ， 
它 的 每 个 分 块 $5.,5, ,S$。 ЖИВ 


б, + À, ў, Аус, 
El —») Alb БА) c, .. 

& = l (i, Tn) 
дА | и) (1 — 2и) Жас, АР 
А,Ь, + А Алс, 

(2, 5. 10) 

其 中 
ОИ. 1—2 
A=. Asy G.5.1D 


H (2. 5. 10) 式 可 见 , 单 元 中 除 前 应 力 r。 外 其 他 应 力 并 不 是 常量 。 
252 3 结 点 环 状 单元 的 单元 刚度 和 矩阵 


单元 刚度 矩阵 可 和 参见 (2. 3.7) 普 遍 公 式 , 在 轴 对 称 的 情况 下 有 
к -| BTDBr dddrdg 


=2 А B'DBrdrdz (2.5.12) 


为 了 位 化 计算 和 消除 在 对 称 轴 上 око R DS RER, ЕНЕ ЕЩ 8 ФР r 
和 如 中 及 包含 的 f 时 ,将 单元 中 随 点 而 变化 的 +,x 用 单元 截面 形 心 处 的 坐标 和 <z 来 
近似, BA 
rar = = е Hr, + та) 
(2.5.13) 


z Z= z тича +z +.) 


ТК ЁЁ 2. 5.8) 式 就 近似 为 


Ам, = 46 + 一 СР рът) 
г г 


作 了 这 样 的 近似 后 ,应 变 矩 阵 B ЖЫЛ BEES 都 成 了 常量 阵 ,根据 (2. 5, 12) 式 很 快 


一 


可 以 积 出 单元 刚度 矩阵 的 显 式 ; 即 
K: ~—2xrB' DBA 


K, K, К... 
一 к К, К. 
шї К,, K... 


式 中 上 是 三 角形 环 状 单元 的 截面 积 。 对 于 (2. 5. 14) 式 中 每 一 子 块 
K.. = 2zrBTDB.A 


RABAD ЕНИ {& 8] 


K лЕС1- wr В К, 


ала ба рік, к Siim 


其 中 
Ki = 66, f. f, TAS H f. b.) + Азсус, 
K, = Аус, (В, + f. ) + A;b,c, 
К, 一 Ac. ©, +) + Аср, 
K, = єс, 十 A; 6,6, 


FLF 弹性 力 守 问题 有 限 元 方法 的 一 般 原理 和 表达 格式 — 


_ _ _ _.89-. 


(2,5, 14) 


(2.5. 15) 


(2. 5. 16) 


(2. 5, 17) 


实际 计算 表明 ,只 要 在 对 称 轴 附近 网 格 较 细 , 采 用 上 述 近似 计算 方法 ,不 仅 计算 方便 ， 


而 且 精度 也 是 令 人 满意 的 。 
253 3 结 扣 环 状 单元 的 等 效 结 点 载荷 


等 效 结 点 载荷 仍 参 看 (2. 3. 11) 及 (2. 3.9) 普 遍 公式 。 现 在 的 等 效 结 点 力 是 由 作用 在 


环 状 单元 上 的 体积 力 .分布 面 力 等 引起 的 。 对 于 轴 对 称 问 题 (2, 3. 9) 式 可 以 写成 


P; = 21|| N'frdrdz 
д. 
P; = ?| NIiTrds 
5; 
Р. =— 29: B' ordrdz 
n, 


Р; = 2=|| B'De,rdrdz 
ü, 


P; = 2хЕ 
其 中 


(2,5,18) 


第 1 篇 基本 部 分 


集中 力 应 是 作用 在 一 团结 点 上 集中 力 的 总 量 。 式 中 eza В) r Ж}, F, КЕЕН 
在 结 点 i 鸯 周 每 单位 长 度 上 的 集中 载荷 在 r 和 x 方向 的 分 二 。 

上 下面 推 导 几 种 常见 载荷 的 等 效 结 点 载 葵 。 

1. 自重 

Ят МЕН АТ ЖКН = 垂直 于 地 面 ,此 时 重力 只 有 x 廊 回 的 分 量 。 设 单位 体积 的 重量 为 
ок. ВОЛЯ 


代 人 (2.5,18) 式 的 第 一 式 


对 于 结 点 i 上 有 


0 
Р, = || N _ 上 ad (L.J m) (2.5, 19) 
ым f], ӨР 
其 中 
М, = PA (a, + Фк + се) 

对 于 以 上 积分 可 有 几 种 方案 :〈1) 采 用 近似 积分 , 即 用 单元 中 心 的 坐标 r, z 代替 变量 
г 《2) 任 rz 坐标 内 精确 积分 ,但 比较 麻烦 ; (3 采用 面积 坐标 (参见 第 4 章 4.4 节 ) 既 
精确 又 相当 方便 ,这 正 是 这 里 所 采用 的 。 此 时 

L = М, Gejm) 
r= rl, Hrd, + та. (2, 5. 20) 
则 有 


| N rdrdz = 上 | LtrbtrL, + ва. „да (2.5. 21) 
п, n. 
利用 面积 坐标 的 积分 会 式 (4.4.11) 式 可 以 计算 (2.5.21) 式 的 积分 .并 表示 为 
[| Nrdrdz = Antr tn) Асру (а та) (2,5 22) 
n. 12 12 
代入 (2.5.19) 式 即 得 到 


Р, 
Р", 一 | 


г 0 
Р || аА, 
г L 5 1 


(fj rn) (2, 5.22) 


— 


2. 旋转 机 械 的 离心 力 
行 旋转 机 械 绕 z 轴 旋 转 的 角速度 为 w, 则 离心 力 载荷 
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p; = ЕЕЕ 2x] м, "ага Gjem) (2.5.24) 


ы iz 


式 中 积分 可 表示 为 
[| N r'drdz -| Lir L, + rL, + ғ) бғах 
1, А П, 


= 各 [er Fr, +, Hr Ora] 


-STIT H2 — rrn] (врат) (2.5. 25) 


EAG. 5. 24),18 ЖГ ТҮРІЕСЕСЗУЕРІ АСЫ 
хро Ау: + 2 一 i o 
(:,),.т) 


15 (2,5,26) 


0 
3. ME 


假设 单元 的 im 边 作 用 有 均 布 出 压 g; 以 压 向 单元 边界 为 止 ; 如 图 2.15 AR., ME 
力 为 


(2,5,27) 
WP ra az ra z, ВЕ? ЕЕ m EER, Z. В 
іт 边 的 边 长 。 根 据 (2. 5. 18) 式 的 第 二 式 可 以 有 


P. 
P; 一 г = 2л м 2.15 АЖ 
Г, 

其 中 
Г Ta 77 Жү 
477 

Р. = 27 №. ЖЕДІ (2.5.28) 

F ғ, кы 
14 ын 

式 中 积分 可 以 表示 为 


[му 一 [ЖЛ 二 nL 十 rb, ?ds 


92 本 人 
注意 到 洒 边 界 іт 积分 时 工 , 一 0, 上 式 积 分 有 


| Ne - Leor, Frl, (2.5.29) 
代入 (2, 5. 28)? 式 得 到 
Рр: = = 1 002 Jai 
15 P 3 4 ғ, 十 К r. ғ, | «а, 5. 30) 
同 理 可 得 


(a) 网 络 划分 (b) 单元 条 


一 | 3D058/2rn2 


—6 0663тг А фуга 
о Ж РЕ 
— ЕНТЕР 


(с) МОЛИ ИЕ ЖЕЛДЕ ЕЕ 


62.16 МБАЛ ES fE Fi 


ЖОЖ 属性 力 当 问题 有 限 元 方法 的 一 般 原理 和 表达 格式 吕 . 


Р 1 Em Т, 
Р, = | |= ле, +2] | (2,5, 31) 
Р... 3 r 


i Fm 
НР не L; но Ы Ре, =0. 

例 2.3 БЕКУ ЕЕН. ЖЖЖ R = 10. 4em, AR Æ R = 9. ісіп, 
КЖ p=1 500№/ em 。 此 问题 是 球 对 称 问 题 , 现 将 它 作 为 轴 对 称 问 题 进行 求解 ,分 析 可 在 
rz 平面 进行 。 由 于 对 rr 轴 的 对 称 性 ,可 取 其 1/4 划分 网 格 , 如 图 2. 16(a) 所 示 。 每 一 分 割 
ЖТ Ке) К.И ЕЕЕ r=0 的 截面 上 ,xz 一 0 在 z=0 的 截面 上 ,w= 二 0; 外 璧 
ЯНА КОЛЕН. 

此 问题 的 解析 解 为 

са 一 一 4 544[1 + 0, 5( R /В)?1 
da 一 一 4 544[1 — (КУК ] 
АН o 和 aa 分 别 是 球 的 环 癌 和 径 向 应 力 。 

由 于 上 应力 仅 是 民 的 函数 ,因此 有 限 元 网 格 中 每 一 个 浩 民 方 向 的 单元 条 中 ,o Но, 是 
相 岗 的。 更 取出 一 个 单元 条 如 图 2. 16(b) 所 示 。 由 于 相 邻 单元 的 应 力 出 现 跳 路 , 故 取 组 
成 四 边 形 的 两 个 相 令 单元 应 力 的 平均 值 作 为 该 加 边 形 形 心 钼 的 应 力 , 如 图 2.16(e) 所 示 。 
利 解析 解 比 较 , 主 要 应 力 相差 本 超过 2 站。 利用 四 边 形 形 心 处 的 应 力 进 行 播 伟 外 推 或 
最 小 二 乘 拟 合 得 到 内 外 边界 的 应 力 值 。 


2.6 小结 


本 章 以 弹性 力学 静 力 分 析 问 题 为 例 讨 论 了 有 限 元 法 的 基本 原理 和 表达 格式 ,其 基本 
点 可 以 归纳 如 下 。 

(1) 建立 有 限 元 法 的 原理 和 选择 单元 的 类 型 。 本 章 所 采用 的 最 小 位 能 原理 和 基于 它 
的 以 结扎 位移 为 基本 林 知 量 的 位 移 元 是 固体 力学 有 限 元 法 中 应 用 最 为 广泛 ,也 是 最 成 熟 
的 一 种 选择 。 现 行 的 有 限 元 法 的 通用 程序 几乎 无 例外 地 都 以 位 称 元 作为 它 最 主要 的 单元 
形式 。 

(2) 建立 有 限 元 的 计算 模型 。 这 里 包括 单元 形式 的 选择 ,有限 元 网 格 的 划分 和 边界 
条 件 的 设置 。 本 章 着 重 讨论 了 平面 问题 3 结 点 的 三 角形 单元 , 它 是 在 有 限 元 法 中 最 早 采 
用 ,而 且 至 今 仍 有 广泛 应 用 的 一 种 单 苑 。 通 过 它 吕 以 更 好 地 了 解 有 限 元 的 概念 以 及 表达 
格式 的 形成 。 实 际 上 ,平面 或 轴 对 称 的 高 阶 三 角形 单元 和 和 矩形 单元 以 及 空间 的 四 面体 单 
元 和 长 方形 单元 实际 上 都 可 以 看 成 是 平面 3 结 点 三 角形 单元 的 推广 。 至 于 平面 或 空间 的 
任意 形状 单元 的 插值 函数 和 特性 矩阵 的 形成 将 在 第 3 .4 音 中 详细 讨论 。 关 于 有 限 元 网 格 
划分 和 边界 条 件 设 置 的 一 般 原 则 通过 本 章 的 讨论 可 以 有 个 基本 的 认识 ,在 第 5 ЖЩ 
于 进一步 的 讨论 。 
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(3) у TER Ju By kp ESE РЕЛШ Е Е. 7a Fr TE AE EJ ЕТЕН ЕЖ ВЕ ЛЕ ЛЕП 
阵 ,但 最 终 要 建立 的 是 单元 刚度 和 矩阵 和 载荷 回 量 ,并 用 以 形成 有 限 元 法 的 求解 方程 。 本 章 
给 出 的 广义 坐标 有 限 元 法 的 表达 格式 具有 普遍 意义 。 在 以 后 各 章 的 讨论 中 将 可 以 看 出 ， 
对 于 静 力 学 问题 如 采用 现今 更 为 | 谤 庶 用 的 等 参 元 ,所 小 同 的 只 是 一 些 具 体 计 算 方 法 ,而 
基本 格式 是 一 臻 的 。 对 于 后 面 要 讲 到 的 动力 学 问题 ,只 是 单元 特性 矩阵 中 增加 了 质量 矩 
ЕН Е ,以 及 结 点 位 移 不 再 独立 于 时 间 。 因 此 擎 握 本 章 所 讨论 的 有 限 元 法 的 基本 
表 返 属 式 是 至 关 重 要 的 ,其 中 ,对 单元 刚度 算 阵 的 特性 .单元 矩阵 集成 为 系统 抑 阵 的 过 程 
和 对 求解 方程 的 特点 的 认识 和 把 握 是 进一步 选择 求解 方法 和 编制 计算 程序 的 依据 ,需要 
给 予 足够 的 注意。 

O 选择 计算 方法 和 求解 有 限 元 方程 。 关 于 线性 方程 组 的 求解 方法 以 及 编制 有 限 元 
计算 程序 的 着 干 实际 问题 将 在 第 6、7 章 中 进行 详细 的 讨论 。 

(5) 关于 有 限 元 方法 解 的 收敛 准则 。 对 单元 的 位 移 插 值 淆 数 提出 了 必须 包含 刚体 运 
动 和 常 详 变 位 移 模 式 的 完备 性 要 求 , 同 时 在 单元 交界 面 上 必须 保持 位 移 连 续 的 协调 性 要 
求 。 本 章 重 点 讨论 的 3 结 点 三 角形 单元 以 及 其 他 高 阶 单元 或 空间 单元 是 满足 上 述 要 求 
的 。 这 是 由 于 它们 都 是 Cs 型 单元 ,同时 应 变 是 用 直角 坐标 描述 的 。 对 于 今后 遇 到 的 С, 
型 单元 (如 板 这 单元 ) ,如 果 应 变 又 是 用 曲线 坐标 描述 的 情况 ,满足 上 述 收 化 准则 常 是 相当 
辐 于 的 问题 ,这 将 在 今后 有 关 章 节 讨论 。 对 于 上 人 述 收 合 准 则 ,读者 在 今后 的 学 习 和 应 用 中 
需要 给 予 充分 的 注意 ,因为 对 任何 收 伍 准则 的 违背 ,都 将 可 能 使 解 的 精度 受到 损害 ,甚至 
使 求解 失败 。 


KRAT 

J” х АЖ 13.45 382 =< 

ВВ яж 3. st, MJ At 3E £ Z R| ЛЖ 
ŽA Al Ж 3E F£ 0 3k bk A J hk 单元 结 点 载荷 列 阵 
ЕҢНЛЖЕ ЖА, 有 限 元 解 和 的 收效 准则 

位 物 元 的 完备 性 和 协调 性 位 移 元 解 的 下 限 性 质 

轴 对 称 问 题 

复习 题 


21 什么 是 广义 坐标 有 限 元 ? 什么 是 广义 坐标 ? 什么 是 位 移 模 式 ? 两 者 之 间 有 什 
АЖА? 

22 选择 位 移 模 式 的 原则 是 什么 ? 以 8 结 点 四 边 形 单元 为 鲍 , 如 何 选择 体现 所 述 原 
出 的 位 移 模 式 ”? 
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23 БАЛЫН ЖЕН? 它 有 什么 性 质 ? 如 何 建立 广义 坐标 有 限 元 的 位 移 捅 值 
ЖЖ? 建立 过 程 中 可 能 遇 到 什么 困难 ? 

24 如 何 通过 最 小 位 能 原理 建立 有 限 元 求解 方程 ?有限 元 分 析 的 基本 步骤 是 什么 ? 

2.5 计算 单元 刚度 矩阵 和 单元 结 点 载荷 列 阵 的 标准 步骤 是 什么 ? 

2.6 单元 刚度 矩阵 每 一 个 元 素 的 力学 意义 旦 什 么 ?” 矩阵 具有 和 什么 性 质 ? 这 些 性 质 
的 力学 意义 是 什么 ? 

2.7 什么 是 单元 结 点 自由 度 和 结 攀 结 点 自由 度 之 间 的 转换 个 阵 ” 它 在 实际 计算 执 
行 中 有 什么 作用 ? 

2.8 结 榴 刚度 矩阵 和 载荷 列 阵 的 集成 实际 是 如 何 进行 的 ? 

2.9 结构 刚度 矩阵 有 什么 性 质 和 特点 ? 在 计算 中 如 和 何 利 用 它们 ? 

2.10 什么 是 有 服 元 解 的 收敛 性 ? 什么 是 解 的 收 但 准则 ? 为 什么 必须 满足 这 些 淮 
则 ,有 限 元 解 才 能 收 钱 于 微分 方程 的 精确 解 ? 

211 为 什么 位 移 元 解 具有 下 限 性 ? 力学 上 上 如何 解释 ? 

2.12 为 什么 位 移 有 限 元 的 庶 力 结果 精度 低 于 位 称 结果 ?应 力 结果 表现 出 哪些 特 
5? 有 什么 能 改进 应 万 结果 的 方法 ? 

213 和 和 平面 问题 有 和 限 元 分 析 相 比较 , 轴 对 称 问 题 有 限 元 分 析 有 什么 相同 点 和 不 
|9] 27° 


练习 题 


21 验 让 3 结 点 三 角形 单元 的 位 移 插值 函数 满足 N (zy - 9, ÉE N, + N, + 
Мы=1„ 

2.2 ШШ 2.17 ят зид ЈЕУ, JE 
度 1 二 1em, 弹 性 檬 量 E— 2. 0x10 MPa, SS у= 
0. 3。 试 求 插值 函数 矩阵 М, ЛУ ЛЕН B. Е 
S, 单 元 刚度 和 矩阵 Kr ,并 验证 К 的 奇异 性 。 

2.3 АЖ 2.18 所 示 三 角形 单元 的 揪 值 丙 数 
HREN 和 应 变 矩 阵 吾 。 

2.4 ”对 于 图 2.18 所 示 三 角形 单元 ,二 2.0mm,， o 
v = 1. 2MM, мз = 2, 4mm,u =l, 2mm, =2,1mm, 
u l. imm. АҢ д; АУЛАНЫ Л, ДЖЕ + 
ДҮ 7] RHEA i, 

25 对 于 上 题 的 单元 及 位 移 状 态 , 试 求 单 苑 各 结 点 的 结 点 力 ,并 验证 它们 是 否 满足 
平衡 条 件 ” 


Рат 


үсіп 


2,17 


= — -- — -- -- -- — O° — — -一 一 一 一 一 


226 验证 3 结 点 三 角形 单元 发 生 刚 度 位 移 时 ,单元 中 不 产生 应 力 , 即 周子 结 点 在 单 
元 作 平 移 和 转动 时 相应 的 绪 点 位 称 , 单 元 中 的 应 т(5,6) 
HIF. ” 

2.7 二 维 单元 在 х,у 3 PEN Ж AS 
同位 置 ,单元 刚度 矩阵 相同 吗 ? 在 平面 旋转 时 怎 
Қ? 单元 旋转 180 后 怎样 ? 章 元 作 上 述 变 化 时 ， 
应 力矩 阵 $S 如 何 变 化 ? 

2.8 图 2,19 中 两 个 三 角形 单元 组 成 平行 四 
边 形 ,已 知 单元 由 按 局 部 编码 1,),т 的 单元 刚度 
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Жр КУА 57 是 图 2.18 
8 0 一 6 — 6 一 了 6 
16 0 - 12 0 — 4 
13.5 4.5 一 7 了 .5 -4,5 

K? ~ 
对 13.5 1.5 -1,5 
9.5 --1.5 
称 5.5 
2.19 


0 —3 0 3 0 
87 一 | 4 0 一 3 0 一 1 
0-15 一 15 —0,5 1.5 
按 图 示 单 元 包 的 局 部 编码 写 出 К? ,8 
2.9 4 结 点 抢 形 元 (每 边 中 点 为 结 点 ) 的 位 移 隔 数 可 取 
u = j, +E + xn + ҺЕ 
т = B; + Bš + + ЕТ 
试 求 插值 函数 N 一 ,并 证 明 它 们 满足 播 值 范 数 的 基本 要 求 。 
2.10 图 2.18 中 单元 在 jm 边 作用 有 线性 分 布 的 面 载荷 (z 方向 ), 试 求 结 点 载荷 
|, 
2.11 K2. 20 所 示 网 格 , 尺 寸 a=4cm, 单 元 厚度 和 材料 常数 同 题 2.2。 回 答 下 述 
ДЕСЕ 
(1) 结 扣 如何 编 号 才能 使 结构 刚度 矩阵 带宽 最 小 ? 
(2) 如 人 和 何 设置 位 称 边 界 条 件 才能 约 东 结构 的 刚体 移动 ? 
(3) 形成 单元 刚度 矩阵 ,并 集成 结构 刚度 和 矩阵 。 
(4) 如 果 给 予 一 定 载荷 ,拟定 求解 步骤 。 


at 弹性 力学 问题 有 限 元 方法 的 一 - 艇 原理 和 表达 格式 9 
-=r -一 二 ЧЫ 


2.12 一 长 方形 薄板 如 图 2. 21 所 示 。 其 两 端 受 均匀 拉 伸 р, ЖК 12ст,% Аст, Е 
lem。 材 料 Е--2.0хХ105МРа,у--0.3, ВАН Ло p 二 5MPa。 试 用 有 根 元 法 求解 板 内 应 
力 , 并 和 精确 解 比 较 ( 提 示 , 可 利用 结构 对 称 性 ,并 用 2 个 三 角形 单元 对 结构 进行 离散 )。 


|ы. 
= 


图 220 图 2.21 


第 3 章 单元 和 插值 通 数 的 构 迄 


A Ж н 


. ARE ВРЛА & 3k l k 1 = 6 p5 23 E R ЖЕТЕ ЛЕ. 3E AK 8. Ша E 
À + УА Ж. Жеў EE 32 YR Ж. £ F] GREAR ERARE ik ФА. 

ОРЛА g АСТРА Ж 2 k (P ХАЯАН ААЖ БЖ АЖ ЖА) 
иужена, AA EDESA, 

。 阶 谱 单元 的 基本 概念 和 特点 ,以 及 它 的 插值 兄 数 的 构造 方法 和 意义 。 


3.1 引言 


前 画 章 讨 沦 了 通过 变 分 法 5 或 加 权 余 量 法 的 项 辽 金 提 法 ?建立 有 限 元 方程 的 途径 。 首 
先是 将 场 函 数 的 总 体 泛 函 或 总 体 求 解 域 上 的 位 能 积分 看 成 是 由 子 域 (单元 ) 的 泛 函 或 位 能 
积分 所 集成 。 至 于 有 和 限 元 分 析 的 其 余 步 骤 , 原 则 上 和 传统 的 里 兹 法 或 伯 辽 金 法 是 相 类 同 
的 ， 因 此 在 一 个 给 定 问 题 的 分 析 中 ,决定 性 的 步骤 之 一 是 选择 适当 的 单元 和 撒 值 函数 。 

在 前 一 章 的 讨论 中 己 经 了 解 到 广义 坐标 有 限 元 方法 的 特点 , 即 首 先 将 场 函 数 表 示 为 
多 项 式 的 形式 ,然后 利用 结 操 条件, 将 多 项 式 中 的 得 定 参 数 表 示 成 场 函 数 的 结 点 什 和 单元 
几何 的 围 数 ,从 春 将 场 因数 表示 成 由 其 结 品 便 播 便 形 式 的 表达 式 。 正 如 2.3 节 己 经 指出 
的 ,上 述 过 程 椒 仪 麻 烦 , 而 且 有 时 会 遇 到 困难 (02. 3.3) 式 中 4 不 存在 ) ,同时 广 闵 坐标 有 
痕 元 的 单元 答 阵 的 积分 也 比较 复杂 ,因此 本 章 的 自 的 就 是 着 重 系统 地 讨论 利用 适合 不 同 
单元 类 型 的 局 部 坐标 系 ( 目 然 坐 标 系 )? 建 立 各 自 单元 插值 尊 数 的 方法 。 这 样 做 不 仅 可 以 避 
爹 答 阵 求 道 的 麻 糯 ,而 且 将 在 下 一 章 中 进一步 看 到 ,单元 个 阵 的 积分 也 可 以 在 规范 域 采 用 

一 般 菩 来 ,单元 突 型 和 形状 的 选择 依赖 于 结 枸 或 总 体 求解 域 的 几何 特点 和 方程 的 类 
型 以 及 求解 所 希望 的 精度 等 因素 ,而 有 限 元 的 插值 两 数 则 取 关 于 单元 的 形状 . 结 点 的 类 型 
和 数 日 等 因素 。 

从 单元 的 玫 何 形状 上 上 区别, 可 以 分 一 维 、 二 维和 二 维 单元 ,例如 在 图 3.1 中 ,一 个 二 
维 域 可 利用 一 系列 三 角形 或 四 边 形 单元 进行 离散 ,即将 总 体 求 解 域 理 想 化 为 由 很 多 子 域 


Ж3% жалакы 


单元 ) 所 组 成 。 


(а) -AESI (b) PU ib Баг 
图 3.1 二 维 域 的 有 限 元 离散 


在 一 般 情况 下 ,总 体 域 也 可 能 是 一 维 , 二 维 或 三 维 的 。 图 3.2 和 图 3.3 中 分 别 给 出 只 
有 具有 端 结 点 或 角 绪 点 的 一 维 . 二 维和 三 维 单元 的 儿 种 可 能 形式 。 一 维 单元 可 以 简单 地 是 
一 直线 ,也 可 以 是 一 曲线 。 二 维 单元 可 以 是 三 角形 .矩形 或 西边 形 。 三 维 单元 可 以 是 四 面 
$ ERME KETER- EREE., 具有 轴 对 称 几 何 形状 和 轴 对 称 物理 性 质 的 三 维 域 能 用 
二 维 单 元 绕 对 称 轴 旋 转 形成 的 三 维 环 单元 进行 离散 。 


(а) — ад 
Ей ІЛЕ 玛 边 形 
(b) ёл 
= АН Н EA ИН: 
(с) ШЕЕ л: 
四 面体 规则 六 面体 АУ ШД АТАНА 
(d) 一 维 单 元 


图 3.2 各 种 形状 只 有 和 角 结 点 的 单元 


从 结 点 参数 的 类 型 区别, 它们 可 以 是 只 包含 场 函 数 的 结 点 值 еве вв 
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(ee ee | 


А 2% 
ГА gA 


(а) {ЁЛ 

Г) Си 
НІНЕ 

图 3.3 二 次 单元 


数 导 数 的 结 点 值 。 这 主要 取决 于 单元 交界 面 上 的 连续 性 要 求 , 而 后 者 羡 由 泛 函 中 场 冰 数 
TARRAK RE. MR A ARAARA A 1 Ж. ЛЕЛ ЕН 
求 函 数值 保持 连续 , 即 要 求 单元 保持 С, 连续 性 。 在 此 情况 下 v B W Zh ra # $g Н ЫШ Р 
数 的 结 点 但。 这 类 单元 称 为 C, Нел. ШЖ ТВА FARER A 2 次 , 则 要 求 场 
函数 的 一 阶 导 数 在 交界 面 上 也 保持 连续 , 妈 要 求 单元 保持 C, 连续 性 ,这 时 结 点 参数 中 必 
须 同 时 包含 场 函 数 及 其 一 阶 导数 的 结 点 值 , 这 类 单元 称 为 C Мал, 
关于 单元 插值 泪 数 的 形式 ,有 限 元 方法 中 几乎 全 部 采用 不 同 阶 次 稳 汕 数 的 多 项 式 ， 
这 是 因为 它们 具有 便于 运算 和 易于 满足 收 敏 性 要求 的 优点 。 如 果 采 用 寡 图 数 多 项 式 作为 
单元 的 揪 值 函数 ,对 于 只 满足 C, 连续 性 的 Co 型 单元 ,单元 内 的 未 知 场 阴 数 的 线性 变化 能 
够 仅 用 角 ( 或 靖 ) 纺 点 的 参数 表示 (如 图 3. 2 所 示 》)。 对 于 它 


| | 的 二 次 变化 , 则 必须 在 角 ( 或 端 ) 结 点 之 间 的 边界 上 适当 配 

ВЭЛ СДИ 3. 3 所 未 )。 它 的 三 次 变化 , 则 必须 

在 每 个 边 恰 上 配置 二 个 边 内 结 点 (如 图 3.4 所 示 )。 配 置 边 

内 结 点 的 男 一 原因 是 常常 要 求 单元 的 边界 是 曲线 的 ,沿边 

AN = 界 配 置 适当 的 边 内 结 点 ,从 而 可 能 构成 二 次 或 更 高 次 多 项 

环 来 描述 它们 。 有 时 为 使 插值 耳 数 保持 为 一 定 阶 次 的 完全 

834 二 次 或 高 次 第 元 。 多 项 式 ,可 能 还 需要 在 单元 内 部 配置 结 点 。 然 而 这 些 内 部 

结 点 除非 是 所 考虑 的 具体 情况 绝对 必需 ,否则 是 不 希望 的 ,因为 这 些 结 点 的 存在 将 增加 表 
达 格 式 和 计算 上 的 复杂 性 。 
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一 --- ғғ кла mun а 


本 革 将 首先 通过 一 维 单元 讨论 有 限 元 法 经 常 使 用 的 拉 格 朗 晶 插值 函数 和 Hermite 
Ta R 83. 在 二 维 单元 的 讨论 中 者 重 阐述 构造 单元 和 播 值 范 数 的 一 般 方 法 。 在 三 维 单元 
的 讨论 中 将 进一步 看 到 应 用 上 上 述 方 法 建立 各 种 单元 的 可 能 性 。 

在 本 章 的 讨论 中 ,重点 是 放 在 一 些 常用 的 C 型 单元 。 很 多 适合 于 各 种 专门 用 途 的 单 
元 暂时 不 准备 涉及 。Ci 型 单元 将 在 以 后 结合 杆 、. 板 . 壳 问 题 的 有 限 元 法 着 重 讨论 ,本 章 只 
彻 步 涉及 它 的 个 别 的 基本 形式 。 

另外 ,本 章 将 对 阶 谱 单 元 的 基本 概念 和 它 的 阶 谱 函数 的 构造 方法 作 一 扼要 的 介绍 。 
这 是 考虑 到 阶 谱 单元 是 自 适 应 有 限 元 分 析 的 组 成 部 分 。 谭 后 者 是 当前 有 限 元 方法 发 展 中 
具有 重要 理论 和 实际 意义 的 问题 之 一 。 


32 一 维 单元 


一 维 单 元 可 以 分 为 两 类 。 一 类 是 单元 的 结 点 参数 中 只 包含 场 函数 外 的 结 点 值 的 亡 ， 

型 单元 。 另 一 类 是 单元 的 结 点 参数 中 , 除 场 范 数 的 结 点 值 外 ,还 包含 场 函 数 导 数 dy/d7 

结 点 值 的 C 型 单元 。 这 两 类 单元 就 是 以 下 将 讨论 的 拉 格 朗 日 单元 和 Hermite 单元 
现 对 它们 的 一 般 形式 进行 讨论 ， 
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1. АЛА ЙК IÑ Б] {ч В А a 
对 于 其 有 п а — о, ЖЕТЕН s 23 hA SA ЖЮ 50 8 ДАГ, А 56 
内 的 场 函 数 可 插值 表示 为 
$= >N, (3. 2. 1) 


其 中 插值 函数 N,(x) 具 有 下 列 性 质 
№6) = б, Ум) = 1 (3.2.2) 


ОА б„Д& Kronecker dalta, 

上 述 第 一 个 性 质 是 捅 值 函 数 自身 性 质 所 要 求 。 因 为 在 (3. 2. 1) 式 的 右 端 用 结 点 у 的 
坐标 zx, 代入 , 左 端 函数 $ 应 取 结 点 j 的 请 数值 ,因此 必须 具有 N, C) =s 的 性 质 。 上 
述 第 一 个 性 质 是 插值 汕 数 完备 性 要 求 决定 的 。 因 为 (3.2. 1) 式 右 端 各 个 结 点 值 风 取 相 同 


的 常数 C, 则 左 端 的 场 画 数 多 也 应 等 于 常数 C, 所 以 插值 了 数 必须 具有 DIN, C) — 1 的 性 


奈 。 当 然 单 是 此 性 质 还 不 是 完备 性 要 求 的 全 部 。 因 为 完备 性 述 要 求 С, 型 单元 场 函数 的 
一 蔗 半 数 应 包含 常数 项 。 这 点 将 在 下 面具 体 讨论 ， 
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关于 插值 函数 Arz) 的 构造 ,为 避免 繁 册 的 推导 ,不 必 按 第 2 章 中 所 述 步骤 进行 ,而 
是 直接 采用 熟知 的 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 ， 对 于 “个 结 点 的 一 维 单元 ,Ni;(Cz) 可 采用 ”一 1 
次 拉 格 并 日 十 值 多 项 式 ЕО (а), 
МО = P(r) = П = 一 二 


To r, TCO) (z — Ead 
(一 一 пет, z, 


{т = 1,2, . Rn) 


(3.2.3) 
HE "РС ЕСО НА ДЕК. [| 表示 二 项 式 在 j 的 范 
Ш‹(у)=1,2.++,+—1,1--1,-з.,л) ДЕШІ. л 是 单 死 的 结 点 数 ，,zi Дон". En п 个 茶点 
的 坐标 。 可 以 检验 , 取 拉 格 病 日 插值 多 项 式 作 为 插值 函数 , 除 满足 搬 值 函数 所 要 求 的 性 质 
43.2.2) 式 ,同时 由 于 拉 格 朗 日 多 项 式 包 含 着 常数 项 和 工 的 一 次 项 ,因此 也 是 满足 插值 函 
数 完备 性 要 求 的 ， 
如 果 n 二 2, 函数 ?的 插值 表示 如 下 : 
$= УМ (108 (3. 2.4) 
其 中 HD = E 
Дъ -- 4» ә — Гү 
ШӨ г-О. rS, W ДОС) 1 л, BU на? 
2 自然 坐标 内 的 位 移 插 值 函数 
现 引 人 无 量 网 的 局 部 坐标 


= — = — (0 < Е< 1) (3.2. 5) 
р 1 


其 中 1 代表 单元 长 度 , 此 时 6 的 区 间 为 (0,1)。 利 用 上 式 定 义 的 局 部 坐标 & 则 (3. 2.3) 8 
亲 表 示 为 


т са 
НЫ L} — “ G 3 2 
(Е) а к (3.2.6) 
Щщ л=2, Н &=0.&=1 时 , 则 有 : 
5-- $ 2-6 
KD ы S р. D __ 1 _ | 
ЖЕН E 0р6 (3. 2. 7) 


ма n= b, H аэ = (xz, Tx )/ 2 НІ,2-0.2,--1/2, ё,=1,Ш Жж 


[7] — (е МЕ 6) __ . 1 _ 
B = ы Бур еу E)E D 


‘一面 J 一》 2 
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(E-B) i—i) _ _ 1 
= А-ТА?) 
ПЕН РЕД 


工 一 іра) (усас, (3.2.9) 
Ay 24 T+, — E1 


其 中 z. = (zi T z,)/2 Елер АА ДЕН ЕНІН МС-1,10. AAEE X BU А 
部 坐标 系 , 则 对 于 zx 一 2, 有 


Дз 二 та -85 д та +2) (3.2.10) 
对 于 пя , E 5 =0,#9: 
Д® = 262—1) m 21 о = кето (3.2.11) 


上 述 两 种 无 量 网 表示 , 即 (3. 2.5} 和 (3. 2,9) 式 ,都 是 今后 常用 的 。 在 这 里 可 称 为 长 度 
坐标 ,更 一 般 化 的 可 称 为 自然 兴 标 。 在 上 述 两 种 表达 式 中 ,分 别 有 SES MISE], 

З. 拉 格 朗 日 播 值 函 煞 的 广义 表达 式 

为 今后 构造 其 他 形式 的 拉 格 天 日 单元 方便 ,在 此 还 可 将 (3. 2.6) 式 改写 成 


N, = 0° = |] пас (3.2.12) 
р 15р d J г 


其 中 AOSE 表示 任 一 点 至 点 总 的 距离 ,也 是 /点 坐标 二 = 一 上 表示 成 方程 形式 
f (=i Е = 0 ЈАКИ, ШЖМ. /(ё&)›=0„ Мей" 的 展开 式 中 包含 了 陈 
FOIRA РОЗЕН "НЫЛ МИЕ ИЕ ГО МСС) во уы 
-ERA E., GEE 是 点 宇 的 举 标 代 人 上 三 (后 得 到 的 数值 ,这 一 因子 引 人 
цена ЕУ НАЛ N.E 一 1 这 一 要 求 . 理解 站 (全 和 了 (5) 的 意义 ,对 今后 
构造 其 他 形式 拉 稿 并 日 单元 的 揪 值 吨 数 是 有 帮助 的 。 


还 应 指出 :$= SIN O$ = Уой PEE nl 次 完全 多 项 式 。 它 的 项 数 


和 结 点 数 相同 且 包 含 常数 项 ,这 样板 成 的 场 函 数 模式 是 满足 收敛 准则 的 。 特别 是 , 如 令 
%-1(і-с1.2,-ң n) 则 可 从 (3.2.1) 式 得 到 


m 


SIN, Ce = У) = 1 
i=1 


这 是 一 个 很 重要 的 性 质 。 由 于 上 式 的 成 立 ,通过 坐标 变换 将 直线 单元 转换 为 曲线 单元 , 单 
元 的 场 耳 数 仍 满足 收 化 准则 { 见 4.3.2 #0, 


3.2.2 Hermite 单元 


如 果 和 希望 在 单元 间 的 公共 结 点 上 还 保持 场 函 数 导 数 的 连续 性 , 则 结 点 参数 中 述 应 所 
会 场 函数 导数 的 结 点 值 。 这 时 可 以 方便 地 采用 Hermite 多 项 式 作为 单元 的 插值 陋 数 。 


(2) 
В 


‚ 103 


жш... 22 ZIR 基本 部 分 и 


--- ”一 -一 -一 -一 --- те — m -er =. -= -- 一 


对 于 只 有 两 个 端 结 点 的 一 维 单 元 ,函数 ? ЖШ Hermite 多 项 式 的 插值 表达 式 可 写成 


BE) = -DHO Ot 十 уун (9) (3.2, 13) 
或 
4 
Ко = >)М,.(90. (3. 2, 14) 
IT 一】 
其 中 Hermite 多 项 式 具有 以 下 性 贰 
wey ан" (Ф 
НО E) = 0, = l, =0 
ЯГ EPF, = 1,2) (3. 2, БУ 
Н? (6) = 0 4H сю = б, 
dé : 4 


采用 021 的 局 部 无 量 纲 坐标 时 ,总 二 0, 6-1, В НСО НО (ЕД F J =£ ñ; 
三 次 多 项 式 ( 参 见 图 3.5), 


3.5 一 也 Hermite 38 48 ЕЖ 


М, = HP) = 1 — 32°+ 28 
N, = НӘ (9 = 382 — 28: 


N, = НО (0) = ё 2224 E (3. 2. 16) 
N, = Н? (£) = E Ё 
ЖН 
Q =%, Q =, Qa = ($) Q, = (8) (3. 2. 17) 


以 上 在 端 部 结 点 最 高 保持 场 函 数 的 一 阶 导数 连续 性 的 Hermite 多 项 式 称 为 一 阶 
Hermite 多 项 式 。 在 两 个 结 点 的 情况 下 , 它 是 自 变 量 的 三 次 多 项 式 。 零 阶 Hermite £ 
项 陈 即 拉 格 虹 日 多 项 式 。 推 而 广 之 ,在 结 点 上 保持 至 函数 的 n 阶 导数 连续 性 的 Hermite 
多 项 式 称 为 n 阶 Hermite 多 项 式 。 在 两 个 结 点 的 情况 下 , 它 是 $ 的 2n 十 1 КЕЙ, A 
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数 上 的 二 阶 Hermite 多 项 式 插值 表示 如 下 


2 2 2 2 
(1 dp (2) d$ 9 
JOE > HO (68 十 уз © (52) + Ун (б (е), (3. 2. 18) 
或 写成 
ñ 
AH = » МО) 
i=] 
其 中 
N, = HO -1- 1021526 
N, = НР (8) = 10Е8- 151 6E 
N, = HP (H = 8 — 68: get 3° 
М, = Н (8) =— 48р ТЕ: 32° 
№ = HP (5 = r ЗЕ 38t 2°) 
N, = HP (6 = Se 2665) 
С}, = $, с), = $, 
_ jd$ _ (9? _ (d: _ үф? 
Q = (1), Q = (4), 9- (де), e= (FF), 
3.3 二 维 单元 
331 三 角形 单元 


如 同一 维 单 元 的 情形 ,可 以 利用 总 体 管 卡 儿 坐标 ,也 可 以 利用 无 量 纲 的 局 部 的 自然 坐 
标 以 构造 = 前 形 单元 的 擂 值 画 数 。 利 用 总 体 笛 卡 儿 坐标 构造 3 ӨНЕ ЕКЕНІҢ 
数 在 第 2 章 已 经 讨论 过 。 更 普 调 的 是 采用 局 部 的 自然 坐标 来 直接 构造 一 般 三 戎 形 单元 的 
АНЖИ DX ЕИ Кра, 

1. 三 角形 域 的 自然 坐标 一 -一 面积 坐标 

(1) 面积 坐标 的 定义 

三 衣 形 中 任 一 点 了 与 其 3 个 角 点 相连 形成 3 Lm ` 
个 子 兰 角形 , 见 图 3.6。 以 原 三 角形 边 所 对 的 角 码 > | 
来 命名 此 3 个 子 三 骨 形 的 面积 , 即 入 Pijm 面积 为 ¿> | 
A АРт 面积 为 A;, 入 Pij 面积 为 A。。P 了 点 的 2919 140 т(0,0,1) 
位 置 可 由 3 个 比值 来 确定 , 即 63.6 三 角形 单元 的 面积 堂 标 

РОТ, 


1,0,0) 


L,=0 


106 _. 人 


= лғ, — --- =F _ = =; 


其 中 
ГАМА 
L, -А,/А (3. 3.1) 
L, =Аһ/А 
A & НЕС, (2, 2, 4)х\,) AEK 
А, +A +A, = А (3.3.2) 


ЖК. е Г ЩАТ. 
面积 坐标 的 特点 有 : 

(9 28 АЕ г 的 对 边 j-m 平行 的 直线 上 的 诸 点 有 相同 的 工 , 坐标 。 

三 角形 3 НАУША Б 1(1,0,02.)50,1,0),т(0,0,1), 

三 角形 3 条 边 的 边 方程 是 ; fE pm 边民 :一 0 在 mi R.L =0: fE tj 2.1.,--9, 

GO 3 个 面积 坐标 并 不 相互 独立 ,由 于 (3. 3.2) 式 ,3 个 面积 坐标 间 必 然 满 足 

L. +L +L, 一 1 (3, 3, 3) 

МЕЖНИЗ 个 面积 坐标 中 只 有 2 个 是 独 
АЕ). 

H T = #j ИЯЛЕК НИ = fli 5⁄2 B) ННІ 
IA R E ЖАА z, y 中 的 位 置 无 关 , 因 此 它 是 
三 角形 的 一 种 自然 坐标 。 

(2) 面积 坐标 与 直角 举 标 的 转 措 关系 


TAER 3 НАЯЖИЯФКЕНТІҢНШЕ M(x Ра) 
Сауу (том, mir, y). APAE A P E 
直角 坐标 中 的 位 置 为 PCzyy)，, 见 图 3.7。 将 及 ，“ x 


АБА An 等 用 直角 坐标 表示 ,就 可 以 建立 面积 图 3.7 面积 坐标 与 直人 能 坐标 的 关系 
АЛЕН ЫНА Ж Ж. 


l x у 
A=] ох, y, 
1 xr, s| 


= 26а, +b + су) (3,3,4) 
L= AA Ека + ) (јот) 3 
a= 4 244 T + c,y ғат (3. 3.5) 
式 中 а, „б, yt ж рва Сн H2, 7. 7) 式 ， Hi (3. 3. 57k В, ШНА Г. „|, sL Ej 3 Жы = 
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角形 单元 的 插值 函数 N Му. N, 完全 相同 。 这 也 表明 3 8 ПИ ОНО О А B 


数 如 用 面积 坐标 表示 ,可 以 简单 地 表 本 为 
М, = L, Съра?) (3. 3. б) 


将 L. L ШЖШ х... АНАНЫ н RA е дА. JEE tB nT 48 y 的 表 
达 式 ; 即 
ге Гу HarL, таа 
у =у1 + y,L, + Yelm 
MEAT A. аа РАНА ДИ РГЕН ЖЕК BJ ЈА K. ЖИ ДШ ЖЕ АЧАА 
ЁК ЗЕ ЗКУ, HEERE LoLo oL. 扮演 了 插值 函数 的 角色 。 此 表达 式 和 由 结 点 
位 移 插 值得 到 域内 位 移 的 表达 式 (2. 2. 8) 式 相同 。 也 就 是 说 ,域内 坐标 和 位 称 可 以 通过 相 
‚ 同 的 播 值 考 数 分 别 由 结 点 坐标 和 结 点 位 移 得 到 。 这 正 是 下 一 章 开始 讨论 的 等 参 变 换 的 概 
念 ;同时 也 说 明 3 结 点 三 第 形 单元 在 采用 面积 誉 标 以 后 ,也 可 以 归 入 等 参 单元 类 型 。 关 于 
这 一 点 可 结合 下 一 章 内 容 进 一 步 理 解 。 
(3) 面积 坐标 的 微分 运算 
面积 坐标 表示 的 函数 对 直角 坐标 求 导 时 ,采用 一 般 的 复合 函数 求 导 法 则 ,并 得 到 
2 9295 99 9 Әг, 
or 21, аг ƏL, Әт ƏL, Әл 


(3.3.7) 


_ |} д _д_ _9_ 
24 (5 JL + ё, ат; F ón Pr.) (3.3.8) 
a 1 3 2 2 
ду A 3L, T OE 元 -| 
在 复合 求 导 中 用 到 (3. 3. 5020, В 
дА L 
да ?А (ут) 
21, ú 1 Гара? 
ду 2А 


2. 用 面积 尝 标 给 出 的 三 角形 单元 的 插值 范 数 

用 面积 坐标 作为 三 角形 单元 的 自然 坐标 时 ,可 以 直接 得 到 用 面积 坐标 表示 的 桂 俏 也 
数 而 不 必 经 过 先 求 解 广义 坐标 ,然后 再 由 广义 坐标 得 到 单元 插值 函数 的 完 长 计算 过 程 。 

(1) 线性 单元 

ШЕ 3.8 所 示 ,线性 单元 有 3 个 结 点 。 插 值 函 数 由 一 个 线性 函数 构成 。 对 于 每 个 角 
局 ,可 通过 其 他 两 个 角 点 的 直线 方程 的 左 映 项 的 线性 函数 来 构成 ，。 例 如 对 于 结 点 1, 可 用 
2 一 3 这 的 方程 构成 它 的 插值 晤 数 , 即 

N. = L. 

其 他 两 个 结 点 也 类 似 , 因 此 有 


108 人 


N —L (= 1,2,3) (3.3.9) 
即 线性 单元 的 3 МНЕ СВ 3 个 面积 坐标 。 此 结论 已 在 (3. 3. 6) 式 得 到 过 。 
y 
Х0,0,1) 


3(0,0,1) 


L =Ü 


(1,0,0 T 
90) 5=0 20.1.0) 
б + 0 x 
图 3.8 面积 坐标 肉 三 角形 单 元 (线性 变化 ) 图 3.9 面积 坐标 肉 二 角形 单元 (二 次 变化 ) 
(2) 二 次 单元 


如 图 3.9 所 示 , 二 次 单元 有 6 个 结 点 ,各 结 点 的 面积 坐标 分 别 标注 在 括 导 内 。 人 参照 
(3.2,12) 式 , 现 将 需要 构造 的 插值 疯 数 表示 为 


To FPL L, L) 
N. = fi (L. L: уа 
Ц ET L LS (3.3.10) 


但 其 中 的 Ра 622515705 ДС Го.) Р Г ЯЕ УЛАНА ВЛ. 
Ра, Li)G=1,2) 是 通过 除 结 点 1 以 外 所 有 结 点 的 两 根 直 线 的 方程 ТС, 
L, ,L )=0 的 左 端 项 。 例 如 当 一 1 В, 分 别 是 通过 结 点 4,6 的 直线 方程 fU CL i. Les 
0-і, —1/2=0 和 通过 结 点 2,5,3 的 直线 方程 Ра, Lela) =L =0 的 左 端 项 ， 
fr (La Та БӘЙ Lio Las „дт 的 面积 坐标 。 所 以 得 到 
Li—1/2 Li 


М, 17? “= (211-101, (3,3.11) 
通过 类 似 的 分 析 步 骤 ,可 以 得 到 :， 
_ LL: — 1⁄2 L; _ _ 
М, = 12 1 21, — DL; 
_14—1/21,_ Е 
№, = 12 17 (2L, — IL; 
N =Z. МЕ C ALL (3.3. 12) 
` 1/2 1⁄2 1: ` ° 
М; ~ 一 Ls L; = 4L., L. 
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Ls L, | 
N, = тз * туу = Чай 
Ж ЖОЛА s 5 Ja a] КА S ДЖ Р Ж Н 25 0 C3. 3. 10? 式 所 表示 的 构造 单元 插值 函 
数 的 方法 称 为 划 线 法 ， 
(3) 二 次 单元 


为 保证 二 维 域 三 次 多 项 式 的 完备 性 ,三 次 单元 应 有 10 jh s ШІН 3. 10 所 示 , 可 根 
据 和 二 次 单元 相同 的 步 又 , 按 划 线 法 构造 它 的 插值 疯 数 ， 


(0,0,1) 


2(0,1,0) 


图 310 自然 坐标 内 的 三 角形 单元 { 三 次 变化 ) 


ХР Вн „ЗА 
= “23,0 Ëb = (М ра ги, 1,2,3) 
(3.3. 13) 
对 于 边 内 结 点 ,有 
N, = 25 | 4 . эса = >L. (L, —1) 
№ = 55 . == . = М = 3111.681, — D 
N = ТЕ ， T . егіз = г, — 1) к 
N, = 5 . 党 . = = 514136313 — 1) ш 
N, = 15 . a ‚ 14 1⁄3 а = ŽL (3L; —1) 
м, =. М8 9р р .1) 


2⁄3 13 13 ? 


1 


对 于 中 心 结 点 ,有 


TD | 
Мы 一 一 1/3 1/3 173 ЕТ. L; (3. 3. 15) 


如 有 需要 ,可 以 构造 更 高 次 的 三 角形 单元 ,其 步 阿 是 : 
中 按 二 维 域内 各 次 完全 多 项 式 的 要 求 确定 结 点 的 数目 (oa 和 位 置 。 此 要 求 可 表示 如 
Pascal 三 角形 (如 图 3. 11)。 鹿 如 按 此 要 求 , 四 次 三 角形 结 点 数 应 为 15, 并 配置 如 图 3.12, 


АХХХ 
图 3,11 Pascal = ВЕ 


30.0, 1) 


图 3,12 自然 坐标 三 角形 单元 (由 次 变化 ) 


D 按 广义 的 拉 格 并 日 нина „Ep 


= 1 fi” (Li L; яр 
Р? (Li, „Е ,Ls ) 


其 中 p 为 插值 函数 的 次 数 ， ТҮЗЕТТІ N, Са, Las La) = ó, Ж 
一 基本 要 求 。 
及 外 ,由 于 N. 的 上 述 性 质 ,以 及 结 点 的 数 月 和 配置 符合 Pascal 三 角形 的 要 求 , 可 以 


(3. 3. 16) 


证 明 这 种 单 元 场 函 数 是 满足 收 伍 准则 的 ,当然 Ум. 二 1 这 一 要 求 也 是 伍 被 满足 的 。 


332 ” 拉 格 朗 日 矩形 单元 和 Hermite 矩形 单元 


通常 情况 下 ,采用 乱 形 单元 比 三 角 形 单元 更 为 方便 而 有 效 。 现 在 来 讨论 如 何 利用 自 
然 坐 标 百 接 建 立 插值 函数 。 方 法 是 将 一 维 自 然 坐 标 内 的 拉 格 朗 日 单元 和 Hermite 单元 
加 以 推广 .用 来 构造 二 维 的 拉 格 朗 日 矩形 单元 和 Hermite 矩形 单元 。 一 维 矩 形 单元 采用 
的 自然 坐标 是 直角 坐标 系 Sy А -156<1,-1с1,% 05261,0 1, 

1. 拉 格 朗 日 矩形 单元 


悔 谷 任意 的 拉 格 六 有 具 和 窍 形 单 元 揪 值 盟 数 的 一 个 简便 而 系统 的 方法 是 痢 用 两 个 坐标 方 
МЕН J IK ht ВИ Н ЯЛАН ЖЕН, БЕН 3.13 所 示 单 元 。 


(OP) (LJ) (ғ, p) | | 


该 单元 中 ,一 系列 结 点 基 布 置 在 r 十 1 列 ,z 十 1 行 的 规则 网 格 上 。 现 在 需要 构造 和 布 
置 刘 了 列 了 行 结 点 并用 马 表 示 ) 相 应 的 播 值 两 数 N,。 已 知 拉 格 朗 日 多 项 式 
И? (Еу 一 (E RNE S) (£. ва Е- Е) (£ — Ё) 
(ё, 一 56 -- £, ] (6; -- К 13 СЕ, -- Са ОЁ, -- с.) 
ER 1% ЕЗЕРА НА Бр о, ПЕШ 


112 ғ Ж, 


( 一 fb )(9— miiy — р 125%- ты (2 — 8р) 

Ch — b ) (9, — а Не (9; — пра ) рр та 0 Орр тр) 

在 第 J 行 结 点 上 等 于 1, 而 在 其 他 行 结 点 上 等 于 0。 从 以 上 分 析 可 见 , 所 需要 构造 的 插值 
函数 应 是 


ДР (гр) = 


N, = Ny =” (ФУ Ор (3. 3. 17) 

М, 在 结 点 EST 1, EJE НАЕТ Ро, ХҰН БАЈАН pç SX +I РА 
数 在 边界 上 的 变化 是 协调 的 。 因 而 也 保证 了 单元 之 间 吗 数 的 协调 性 。 

在 图 3.14 所 示 为 3 种 形式 的 拉 格 开 日 窍 形 单元 。 虽 然 构造 它们 的 插值 函数 是 很 容 


要 是 出 现 了 随 播 值 函 数 方 次 增高 而 增加 的 内 | | 
结 点 ,从 而 增加 了 单元 的 自由 度数 ,而 这 些 自 


由 度 的 增 归 通常 并 不 能 提 遍 单 元 的 精度 。 如 


果 考 察 一 ”的 情况 ,从 基于 рака ЗАВЯ Ы O) 200 
图 3. 15 可 以 看 出 增加 了 很 案 非 + W 2 Wi r а а 

必要 的 高 次 项 ,因为 单元 的 精度 通常 是 由 完 ° а 

全 宗 项 式 有 的 方 次 决定 的 ,因此 后 面 将 要 讨论 | O 三次 的 

的 Serendipity 单元 在 实际 中 得 到 比 拉 格 朗 日 

单元 更 多 的 应 用 ， 图 3.14 rB H X: SA >Ú 


4 3.15 由 3XX3( 或 nx 加 次 拉 格 朗 日 多 项 式 形成 的 多 项 式 中 的 项 次 


2. Hermite 和 矩形 单元 
一 维 的 Hermite FHA, ПИЯ ПНЕННИНЕЛНЕ ИН ЛВ, НЖНЕ 
Hermite ВЕ Ë {Н ЯЖ, H PAM ER Hermite 多 项 式 , 可 有 (参看 图 3. 16) 
ñ 一 Ума. (3. 3.18) 
其 中 


- = --- 一 二 -二 -- 


= 
Qx йф ав) 
siap on 
О,=(д°ф/д&д01 
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r 一 -- 一 


a a m a у 9 


те чет. ктг мы чата тыш "ee тото = = 


Оз 

О (9725), 

OQ (08 70), 
0,20% д5), 


ща 16 观 一 阶 Hermnite 和 矩形 单元 


N, — Him (y Hi” O) 
N, = НН (р 
N,= Н? (P) Hi” Ор 
N; = Ну" (S) Ні Ор 
N, = HPHP (7) 
Nu = Hi” (£) H; p 
N, | = HP (Е) Н" ор 

s = Н; (6) Ну Ор) 


和 和 
Q, =$, Q, = (2%) Q. 
Qa =$, Q. = (2) Qu 
以 及 


HP (ё&у=1—3ё'-+„2®@ 
НО (8) =382 —2£3 
Н (2) 一 上 一 26 + 8? 
HP = —@ 


í о 


С), = 


Na — Hi (HIY Ор 
N, = НС НУ (р 
№ = HP СӘН Ор 
Na = HE (8) НАР (7) 
Na = НІ (ӘНЕ Ор 
Na = Hi!) С Нр 
Nua = Н (OHP OD 
Nu = Hi Н Су) 


(5), (а) 
(%) ®= (Ж), 
- (2), ®=(), 
(5) а (аа), 


Н (р =1— 397 +27 


HP Ср = 332 гр 
НО Ор) == 27—29 + n° 
не" (у= р 


应 该 指出 :由 于 Hermite ЖЕ B J АЗА ЕЛІН А АЧЕЙ J; el Rj — Е Hermite 
НЕН S Ж, ` yi ЧОН) н ААА А ЫНШЫ, 
WETE, ИНЖ i BJ zp 3843 ЯН ИЕ Hermite # Е #7 ВТА PR SX, 


m. 第 ] 篇 基本 部 分 


3.3.3 Serendipity 四 边 形 单元 


结 点 仪 负 置 在 单元 的 边界 二 常常 是 入 们 所 希望 的 ,例如 图 З. 17а), СЬ), (с) ТУХ 3 
个 单元 ,函数 证 边界 上 的 变化 分 别 是 线性 的 ,二 次 的 和 三 次 的 。 同 一 图 (d}) 所 示 是 四 次 的 
Serendipity 单元 ;单元 中 心 配置 了 一 个 结 点 ,是 为 了 使 插值 函数 中 的 四 次 多 项 式 是 完全 
的 。Serendipity 按照 字 的 康 意 是 意外 的 发 现 。 其 实 , 至 少 在 构造 它 的 插值 函数 时 仍 是 有 
一 般 规律 可 循 的 我 们 首先 来 讨 沦 恋 结 点 数 的 Serendipity 单元 。 一 方面 由 于 在 实际 应 
用 中 有 时 希望 同一 单元 的 不 同 边 界 有 不 同 数 日 的 结 点 ,这 样 可 以 实现 不 间 阶 次 单元 之 向 
的 过 渡 , 从 而 可 能 在 求解 的 不 同 区 域 采 用 不 同 精 沪 的 单元 。 另 一 方面 通过 它 前 述 构造 
Serendipity 单元 插值 尔 数 的 一 般 方 法 。 


(а) (b) (с) (d) 


3,17 Serendipity 单元 就 


3.17 所 抽 为 一 个 二 次 单元 。 假定 开始 只 有 4 ВВ WE X А 053818 ра 
HJJH Au — IK h: 38 H EAE , Ell 
Ñ = Оф) G= 1,2,3.4) (3.3.19) 


4 
其 中 
5-46 Ф = 7 
ДП ЛИЛ рч а, NU RE APA 09425 EAT ТЕ ЖШ КЕННЕ. АЕ А, ЕС 
T) yh) КН ЛО 6) АКНО ВА ENAERE. П 5.1 


м--а-ға--ф (3.3.20) 


需要 指出 的 是 ,对 于 现在 5 个 结 点 的 情况 ,Ns 满足 М;,-9,()--1,2,--. DER, M М, 
4 一 1,2,3,4) 不 再 满足 №, 二 襄 二 007 二 1,2) 的 要 求 了 。 为 满足 此 要 求 ,Ni N. 需要 修正 为 


№ = Ñ, — >N, № = Ñ, М, 


式 中 系数 172 М, ,NN; 在 结 点 5 的 取 值 ,因为 М, (ар) = №, (Е, т) 1/2, 
ЖаН ,可 以 讨论 增加 边 肉 结 点 6.7.8 的 情况 ,所 以 最 后 得 到 4 一 8 结 点 单元 的 插值 
ЖҮ 


зж ЖЕНА ПП. 


М, =, iN, LN, N; = Ñ,- 1 N, 一 二 RN 
2 ; 2 
№, =Ñ, --М, _ +N. N, = Ñ, ZN: ZN: 
1 | (3. 3. 21) 
м-та-ва-в м-Фа-аза-Ф 
№, --а-ва+р М; --а-аза-Ә 


нан (如 5,6,7,8 5А НЕ ААТ, WAP BJ 38 8 ВЖ В 0) 


Ñ, = T+) Tp) G= 1,2,3,4) 


£ = ЁЁ % == %) 
L y МАТА РИК НУ REFR G М. 为 例 表 示 于 图 3. 18。 可 以 证 明 这 样 构 造 的 


插值 函数 是 满足 N, 一 6, 和 УМ = 1 这 些 基本 要 求 的 。 


4 了 3 
| 5 2 
(а) Ns= 1-Рх1-т) (b) ме (1-£X1-0) 
NA ua a ШЕ 


K- 1 N 


0.5 
Ин = 
>з аА 


(с) 
图 3.18 构造 Serendipity 单元 擂 值 函数 的 一 般 方法 


显然 ,对 于 高 次 的 Serendipity 单元 ,可 用 同样 的 方法 构造 它 的 插值 函数 。 例 如 对 于 
加 次 单元 的 边 崔 结 点 , 它 的 捅 值 函 数 可 表示 成 “Сі руш p KAR 8) 3 IJ — IK 
拉 格 关 日 多 项 式 的 梯 积 ,而 对 于 第 结 点 , 则 其 搬 值 哨 数 可 表示 成 一 双 线 性 丽 数 和 用 适当 分 
数 分 别 乘 以 相 蚀 两 个 边界 上 的 各 个 边 内 结 点 插值 晃 数 之 和 , 沁 保 证 它 在 边 内 结 点 上 的 值 
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也 为 0。 国 为 前 结 点 插值 函数 中 除 双 线性 哨 数 之 外 的 附加 项 可 随 相 邻 边 界 上 的 这 内 纺 点 
的 增 减 而 变化 ,所 以 边 肉 结 点 数 是 灵活 的 ,这 对 于 构造 变 结 点 数 的 过 小 单元 是 很 适合 的 。 
图 З. 19 给 出 了 三 次 /一 次 过 渡 单 元 应 用 的 实例 。 此 过 渡 单 元 的 插值 函数 ,依据 上 述 构造 
ЖЕДЕ да ОННАН БАЛА АП Е: 


М, =N= £N, — 2А, 
-ÑN LN. 
М, = М. z Ns 3 N; 
№ =N, (3.3.22 
N, —Ñ, . 3. 22) 


-Jg рур _ 
М; = 2501 253501 — 38) (1 — т) 


М, - а -езпъзва- тр 
其 中 


ты 


Ñ, = га ФЕ (1 кт) G=1,2,3,4) 


№ 


LLLI 


h, 
М-М- ім, - 1м, 


图 3.19 =W- K hp B u K НА р 


分 析 上 述 构 造 Serendipity йл Ау ВЛЕЕ , BI PAS ЕИ ЖШ ан КИЙЕ 
НІЛ t S ЛЕШЕ 3. 20 中 阴影 所 覆盖 的 区 域内 。 如 果 与 图 3. 15 所 表示 
HJ ЖКТЕ BJ Н Җа Pu {Н р ЕТ А BJ Ti K Ж TAR, Serendipity 单元 中 完全 多 项 式 
以 外 的 高 次 项 要 少 得 多。 但 是 也 可 看 到 ,对 于 四 次 及 其 以 上 的 Serendipity 单元 必须 增加 


PSF ЛАНИ ы 


单元 内 部 的 缚 总 ,才能 保持 相应 次 黎 项 式 的 完 叔 性 。 
] 
ИХ 
5 T 
INAN, 
< T 
/ N Z AZN 
— E Nn: 一 一 
И NZ ХИ N/ ÓN 


/NNZN 
ХА 


图 3.20 只 有 边界 结 点 的 Serendipity 单元 插值 函数 中 的 项 次 


关于 上 述 构 造 变 结 点 数 单元 插值 函数 的 方法 ,我 们 可 以 指出 :在 实际 应 用 中 它 具 有 更 
广泛 的 一 般 性 ,前 面 讨论 的 二 维 三 角形 单元 和 拉 格 朗 日 单元 的 插 秆 函数 也 可 以 利用 此 方 
法 进行 构造 。 例 如 图 3.9 所 示 三 角形 二 次 单元 的 插值 函数 ,利用 变 结 点 数 单元 的 方法 可 
以 表示 如 下 ， 


№ =N, 7 № > № № = №, > № 7 № 
М, -Қ,--М,-4М М = 441, (3.3. 23) 
N; = 4 Le L, М; = 4L, Li 


其 中 
М, =L, (i= 1,2,3) 

可 以 验证 ,上 式 表 示 的 N. М», №, 和 (3.3.13)、(3.3. 14) 式 给 出 的 结果 是 一 致 的 。 

同样 ,对 于 拉 格 朗 日 单元 ,利用 变 结 点 单元 的 方法 构造 出 的 搬 值 函数 ,和 利用 两 个 方 
向 一 维 搞 阁 朗 日 插值 函数 相 乘 的 方法 [人 3. З. 17) 式 ] 得 到 的 结果 也 是 完全 一 致 的 ,读者 可 
以 作为 练习 加 以 验证 。 

通过 以 上 讨论 可 以 看 出 ,在 构造 单元 播 值 函 数 的 意义 上 ,三 角形 单元 和 亚 边 形 单 元 ， 
拉 格 天 日 单元 和 Serendipity 单元 的 差别 消失 了 。 而 且 这 种 构造 单元 插值 函数 方法 可 以 
方 异地 推广 用 于 三 维 情 况 。 


3.4 三 维 单元 


三 维 单元 可 能 有 的 几何 形状 比 二 维 单元 要 多 得 多 ,现在 只 讨论 几 种 常用 的 形状 ,又 因 
为 网 造 其 插值 函数 的 方法 只 是 前 节 所 述 方法 的 推广 ,所 以 基本 上 只 给 出 具体 结果 ,而 不 再 
重复 其 过 程 。 


ив. 第 1 篇 基本 部 分 


3.4.1 四 面体 单元 


图 3.21 表示 出 各 次 亚 面 体 单 元 .这 种 单元 和 二 维 情 况 的 三 第 形 单元 相 类 似 , 插 值 孙 
数 是 在 三 维 坐 标 内 的 各 次 完全 多 项 式 。 在 各 个 而 上 的 结 点 配置 和 网 次 的 二 维 三 角形 单元 
相同 , 昌 数 是 相应 二 维 的 完全 赂 项 式 , 从 而 保证 了 单元 之 癌 有 的 协调 性 。 


(b) ТОЯ, СІМ 


(с) 29. 二 次 的 


图 3.21 四 面体 单元 


根据 三 维 四 面体 单元 的 几何 特点 ,引进 的 自然 
坐标 是 体积 坐标 ,如 图 3.22 所 示 , 单 元 内 尾 一 点 了 
的 体积 坐标 县 
_ vol( P234) Іі, = vol( P341) 


То лой 234) 7 voltl 2343 


_ vol( P412) L. - vol( F123) 
ео 234) ` vol|(1 234) 


(3,4,1) 


并 且 满 足 
ІҢ + L; + L; + L. = 1 
当 引 人 体积 坐标 以 后 ,各 次 四 面体 单元 的 插值 13.25 体积 坐标 


43% яана 


函数 可 以 仿照 二 维 三 角形 单元 的 构造 方法 得 到 。 


(1) 线性 单元 
М, = L, (т = 1.2.3.4) (3. d, 2) 
(2) 二 次 单元 
нея: N, = (2L, — DL, (= 1,2,3,4) 
д: № = 4L, L. N = 4111. 
тиза (3,4,3) 
N- -- А] L. Na == 41, Г. 
М, = 4 L. L. М — 41.1 
(3) 三 次 单元 
анд. N, = yGL — DOGL — DL. G= 1,2,3,4) 
ЕҢ кїз N. = TL LL GL, _1) 等 (3.4.4) 
Аз: М; = 271,121. 等 


3.42 Serendipity 六 面体 单元 


图 3.23 所 示 的 各 个 单元 和 图 3. 17 所 示 的 二 维 Serendipity 单元 是 相当 的 。 现 在 引 
Аз 个 目 ХА EpL ISE, 0, 61) Е.) = ЗЕСТ = №), Ço = МВ Жл 
ik A Eq SK Fa 75 БЕ пу Д8 | — ЖЕ Serendipity #7: BJ HE IH р. 
(1) 线性 单元 (8 结 点 ) 
№, -Та+фа+ъп+в) (3.4. 5) 
其 中 


& = ЕЕ m = %% ba = GE 
xT K. k B SGB) 8 Ë pq 3k ВИЯНФЕНЕЛЕИЛЫИМЫН F E bs ih 
Е АЈА Ж. АГРЕ A ЕЛ Së BEL ЕЙ ЙЕ. 
(2) 二 次 单元 (20 А) 


ЖЯ Ен кА: N = К+ ЮП + о Ра 6 2) (3.4,6) 
ЯНВ ІҢ (6--0, n=l, б=-+1): 

м-за-еа+ъоа+во 
(3) 二 次 单元 (32 结 点 ) 


Вада: № = даа ра + ГӨ 2-09-19 (3.4.7) 


‚ 119 


1 
IR o ЎТА ЖАЯ? ______ 


32 结 点 | 


图 3.23 ”三维 Serendipity 单元 及 相应 的 二 维和 一 维 单元 
典型 的 被 内 结 点 [& 一 十 了 ， п 
N = 201—600 +9600 Бъ) о 


可 以 指出 ; 在 43, 4.5) 一 (3.4.7) 武 中 ,如 令 5 后 =1 则 它们 分 别 减 缩 为 相应 的 各 次 
二 维 单 元 的 插值 公式 。 如 进一步 在 二 维 单 元 的 各 式 中 令 q—= р — MENA ПАЯН A 
相应 的 各 次 一 维 单元 的 插值 公式 。 所 以 这 种 形式 的 三 维 单元 如 和 相应 次 的 平面 或 线 单元 
相 联 结 ( 如 图 3. 23 所 示 ) 是 能 保证 协调 的 。 

还 应 指出 ,如 果 仿 照 二 维 变 结 点 过 小 单元 插值 六 数 的 构造 方法 ,同样 能 构造 二 维 的 变 
结 点 数 的 过 渡 单 元 。 


343 拉 格 朗 日 六 面体 单元 


图 3.24 所 示 基 三维 拉 格 天 日 单元 , 它 的 插值 函数 可 直接 表示 成 三 个 人 党 标 方向 
拉 格 半日 多 项 式 的 滋 积 ,例如 
N, = Мук = {ЧҮНЧҮ (3. 4,8) 
其 中 m, n p 分 别 代 表 每 一 坐标 方向 的 行列 数 减 1 tb, B) Ер — Ек Jr Г ht Я Н ЛО 
БНАЖ, K 表示 结 点 i 在 每 一 坐标 方向 的 行 麟 号 。 


图 3.24 三 维 控 格 天 日 单元 


344 三 角形 棱柱 单元 (五 面体 单元 ) 


为 了 更 方便 地 离散 壕 状 复杂 的 三 维 求解 域 , 在 革 些 边界 区 域 采用 三 角形 楼 柱 单元 常 
常 是 必要 的 。 此 单元 如 图 3. 25 所 示 , 依 据 抢 形 面 上 的 结 点 配置 特点 ,也 可 区 分 为 
Serendipity 较 柱 单元 和 拉 格 半日 楼 柱 单元 。 这 种 单元 的 插值 函数 可 以 道 过 结合 二 维 的 
三 角形 单元 和 Serendipity( 或 拉 格 朗 日 ) 单 元 的 插值 函数 而 得 到 ， 例 如 对 于 图 3.25 СЫЙ 
示 的 二 次 单元 , 则 有 


(а) 661. 线性 的 


“чы э В, а АҢ, ДА 


—— 
SSS 

хо 

= 

HT 

T 

[1 

от 

жі 


9 _ 
(с) 264617, — ВЈ 


图 3.25 三 角形 棱柱 单元 
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IA ЖАҢ» 


-— =- — ы. 一 — ғы... аш 一 - 


角 结 点 ， м = Таор -ра+р 10-0) 等 


三 角形 的 过 内 结 点 ， No = 2L L, (1 + F 
РЮА. М, = 1401-09 


35 Юл. 


以 前 各 季 所 讨论 的 C, 型 单元 ,都 可 称 之 为 标准 型 式 的 С, 型 单元 。 它 们 的 各 个 结 点 
参数 都 其 有 树 同 的 物理 意义 ,也 即 是 结 点 的 函数 值 。 因 此 单元 的 播 值 函数 具有 熟知 的 性 
质 , 即 每 个 插值 葬 数 在 自己 所 对 应 的 结 点 上 等 于 1, 而 在 其 他 结 点 上 等 于 零 ; 同 时 所 有 播 
值 函 数 之 和 等 于 1。 重 是 这 类 单元 也 有 一 加 有 的 缺点 , 即 当 慨 阶 单元 升 为 高 阶 单 元 时 , 低 
阶 单 元 鸭 各 个 揪 年 函数 也 都 随 之 变化 。 这 将 为 通用 程序 的 编制 雪 来 不 恒 , 特 别 是 不 适合 
用 于 目 通 应 右 限 元 的 分 析 。 因 为 在 日 适应 有 限 元 分 析 中 , 当 发 现 利用 较 低 阶 单元 对 一 问 
题 进行 分 析 的 精度 不 满足 给 定 的 要 求 时 ,可 能 需要 在 单元 网 格 划 分 不 变 的 条 忻 下 提高 单 
元 的 阶 次 。 这 时 条 望 包 形成 的 低 阶 单元 的 刚 庶 等 特性 矩阵 保 特 不 变 地 仍 被 利用 。 显 然 如 
采 米 用 的 单元 是 标准 型 式 的 单元 旺 不 晤 能 实现 上 述 希 望 的 。 因 为 这 时 低 阶 单元 的 插值 孙 
数 已 经 改变 , 则 相应 的 单元 刚度 等 特性 短 阵 需要 重新 形成 。 而 本 节 所 讨论 的 阶 谱 单 元 
(hierachical element) M aJ MA EHA. 


3.5.1 一 维 阶 谱 单 元 
从 本 章 3.2 节 的 讨论 已 知 , 一 维 拉 格 朗 日 单元 中 ,单元 内 场 国 数 值 可 以 表示 为 


(3,4,9) 


Ft 


$= DN (A (3.5.1) 


Коб 是 结 点 ; 函数 值 ,N ОЮ ЖИЛЕ 5 i 的 播 值 函 数 ， 
_ 维 线性 单元 具有 两 个 结 点 , 即 w" 一 2， 这 时 相应 的 插值 通 数 是 


Ni = 20-9, N = Та+в (-1%<6<21) (3.5.2) 


当 单 元 内 增加 结 点 3, 使 之 成 为 二 次 单元 时 ,如 按 变 结 点 单元 搬 值 函数 构造 方法 , 则 
ЕҤ THB АНЖИ LA E Ду 
N, = Ñ, --М, N= ÑN Melo (3.5.3) 
其 中 
Ñ =та-®© 8--а-ғә (3. 5. 4) 


; 
ЖОН ТЕҢ ПН РЁ 2 , 


o AIE ЖАК 00000000000 
(3.5.1) „(3.54 ЯМ A03.5.1) (E n=3), Hi Ñ. . М, # N, НЕДА 
重新 排列 , 则 可 以 将 单元 内 场 函数 表示 为 
$= АР + N, 9, + N, [ $, 一 全 和 (3.5.5) 
还 可 以 将 上 式 进 一 步 改 写成 


$= УН, (ба, (3.5.6) 
=! 
其 中 | 
H, (5 = М, H,(8) = N. H, (6) = М, 
(3.5.7) 


$i +% 
2 


a, 一 由 аз = $, а = Ф, — 


HiH: ЖАНЕ ОА аз, a, 即 原来 线性 单元 的 结 点 参数 ( 结 点 函数 值 ) ， 
H, 是 在 结 点 1,2 为 0, 在 结 点 3 等 于 1 的 二 次 函数 ,as 不 再 是 结 点 3 的 函数 值 , 而 是 它 和 
原 线性 单元 在 结 点 3 函数 值 的 差 。 这 样 一 来 , 当 单元 从 线性 升 阶 为 二 次 单元 时 , 原 线性 单 
元 的 插值 昨 数 保持 不 变 。 这 将 意味 着 在 进一步 撒 成 二 次 单元 的 各 个 特性 答 阵 时 , 原 线 性 
单元 的 相应 部 分 可 以 保持 不 变 地 而 被 继续 使 用 ,从 而 达到 节省 程序 编制 和 运算 的 时 间 ， 
这 就 是 阶 溢 单 元 的 基本 概念 ， 

需要 指出 ,在 阶 谱 单元 中 ,由 于 结 点 参数 不 一 定 都 具有 结 点 函数 值 的 物理 意义 ,因而 
原来 标准 型 C 型 单元 播 值 函数 所 具有 的 性 质 现在 也 不 再 保持 了 。 例 如 从 (3. 5. 7) 式 可 
ЖЫНЫН; 在 单 苑 中 所 4 一 0) 不 再 等 于 0, 同 时 H. + H, + H, 也 不 再 等 于 1。 止 因为 现 
在 的 Hi Hs, Hs 不 再 具有 标准 型 的 C, 型 单元 插值 函数 所 具有 的 性 质 ,为 区 别 起 见 ,今后 
称 它们 为 阶 详 函 数 ,并 用 符号 Н 表示 。 但 是 应 该 指出 ,单元 的 收敛 性 质 并 未 改变 ,因为 现 
在 只 是 重新 定义 了 第 3 个 结 点 参数 的 意义 为 4 (= 7h Hh) ) ,而 单元 内 函数 多 的 
插值 表示 的 实质 并 未 改变 

需要 指出 的 另 一 点 是 , 阶 谱 函数 Н, 在 以 上 的 讨论 中 采用 了 1 一 所 的 形式 ,但 这 并 非 
是 惟一 可 能 的 选择 。 实 际 上 只 要 是 在 结 点 1、2 保持 为 零 的 任 一 二 次 函数 都 是 可 能 的 选 
择 。 当 然 这 样 一 来 结 点 参数 a, 的 意义 也 将 相应 邮 改 变 ， 而 且 在 实际 分 析 中 ,对 结 点 参数 
的 理解 也 不 一 定 非 要 和 某 个 结 点 的 具体 物理 量 相 联系 不 可 - 

钳 上 述 思路 继续 前 进 , 如 果 将 一 维 二 次 单元 开 阶 为 三 次 单元 。 在 标准 型 一 维 单元 中 ， 
将 增加 结 点 4, 通常 还 要 调整 结 点 3 的 位 置 ,并 重新 构造 插值 两 数 N No М,, МЕЙ 
WAP ARRAN H, Ho H, RÆ MRAN 3 的 位 置 也 保持 不 变 , 只 要 求 新 增 
加 的 H, 是 在 结 点 1.2 等 于 零 的 一 个 三 次 函数 ， 例 如 将 H. 表示 为 

Н.С) = £C 1 — Е) (3.5, 8) 
这 时 


3 


人 


тга -n -- — 一 一 一 — -4 заг отт == тт — — 


H,(— 1) = H,ú(1) — 0 


并 且 
н.(о) =0 4849 = 
AH ETA PB $Z ó FI Er Б 
#(&) = SH, Da, (3.5.9) 
则 可 识别 新 增加 的 参数 a 的 物理 意义 为 
а, = (9). - 106—6) (3. 5. 10) 


ржжвиледе-овежФ) 和 线性 单元 的 斜率 十 风 一 页 ) 之 差 。 此 时 它 的 


я 
物理 意义 就 比 as 更 加 不 那么 明显 。 因 此 正如 前 面 所 说 ,对 于 阶 谱 单 元 的 各 个 “ 结 点 "(其 
实 并 不 一 定 和 某 个 具体 箔 后 相 联系 ) 参 数 不 一 定 要 通过 某 个 具体 稍 点 的 物理 重 去 理解 它 ， 
如 按 上 述 思 足 继 续 下 去 ,可 以 构造 更 高 阶 的 阶 庶 哺 数 。 例 如 
H; = ° (1—ë), s 二 "(01 E e (3.5.11) 
不 过 此 时 与 之 对 应 的 参数 as ,as 的 物理 意义 更 不 易 识 别 , 虽 然 这 种 识别 不 一 定 是 必要 的 。 
正如 前 面 已 经 指出 , 阶 谱 函数 的 形式 不 是 惟一 的 , 巡 一 种 方便 的 形式 可 以 表示 如 下 


_ 1 一 1 一 ， “.. 
gop (9 85,0) 
H,(£> = (3.5.12) 


l gE e) (p = 4,6," ) 


(р—1 
从 上 式 可 以 得 到 
H, = Lee 1) H= Ee £) 
| | (3.5.13) 
— — 4. — i m. 
H, = 24% 1) H, = pnt Е) 5 


Ai Bü А В РАНЕ, H H 只 相差 一 系数 ,Hs АЖЕ Н,.Н,% 
ДТО У]. ЕТЕШ ИТИ РАЖ АЛЗЫ ТИЕ 


dH, 220 (j = 2.3.--,р — 2) 
dš” 5-0 И 1 (; = р 1) (3, 5.14) 
这 样 一 来 ,a, (之 3) 就 被 赋予 了 简单 的 物理 意义 (并 非 一 定 必要 ), 即 
ар 一 аа, (р 23) (3.5. 15) 
=ü 
从 此 也 更 便于 理解 ; 当 阶 谱 单 元 用 于 二 维 , 三 维 情况 时 ,在 单元 交界 面 上 ,如 有 共同 的 和 参 


数 , 则 自动 满足 了 单元 间 C 连续 性 的 要 求 。 
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计算 的 时 间 ,现在 再 进 一 


--- -re 


在 本 节 开 始 已 指出 , 阶 谱 单 元 的 优点 之 一 是 用 于 自 适 应 分 析 时 ,可 以 节省 程序 编制 和 
步 加 以 阐述 。 如 果 问 题 杀 用 二 结 友 的 线性 单元 进行 分 析 , 当 计算 


结果 的 误差 被 估计 不 满足 精度 要 求 时 ,在 网 格 保 持 不 变 的 情况 下 ,可 以 采用 高 阶 的 阶 谱 单 


元 进行 重 分 析 ( 即 提高 p 的 数值 ,这 种 自 适应 的 重 分 析 ; 叫 做 记 方案)。 


К‘? 一 Б 


矩阵 可 以 表示 成 


К? 


LZ) 
21 


(21 
К]; 

(23 
Ка 


线性 单元 的 刚度 


(3.5.16) 


当 用 二 次 或 三 次 单元 进行 重 分 析 时 ,考虑 到 阶 谱 单元 的 特性 ,它们 的 单元 刚度 矩阵 可 


以 分 别 表示 为 


КЇ? = 


(2) 
Кї 

Ка 
Ка 

(2) 
Ка 


ке — 


L 2 
Кр 
(а? 
Ку 
(3) 
Ка 


к? 
к 
к? 


2 
Кір 

(2 
КУ? 
КЕ 

Ко 


(32 
Ki; 

(32 
Ка 

{17 
Къ 


ір 
Kij 

(3) 
Ki 

(3) 
Ко 


саз 
Кі; 

4) 
Кя 


із 
34 


(3.5.17) 


(3. 2.18) 


(4) (4) 54) а) 
#1 42 43 44 


从 上 式 相 见 , 当 形成 高 阶 单 元 的 刚度 矩阵 时 , 低 阶 单元 的 刚度 矩阵 可 以 保持 不 变 地 被 利 
用 ,并 且 还 可 根据 阶 谱 函 数 形 式 不 存在 惟一 人 性 的 特点 ,进一步 考虑 选择 一 种 优化 的 形式 ， 
使 刚度 的 非 对 角 项 消失 (即使 高 低 阶 函数 之 间 不 耦合 ), 即 


К,- К,-0 (1393 Ау 3) (3.5.19) 
一 维 弹 性 力学 问题 
-g (99 ан, _ 2[ ан, ан, 
K, = K, = | ee Е gë (3.5. 20) 
其 中 ,是 截面 刚性 系数 ,/ 是 单元 长 度 ， 


上 式 说 明 , 为 使 Ks =K, 一 0, 和 ДЕ КИЕ ест 区 间 内 满足 正 交 性 条 件 。 E 


Я Legendre £ HA 


L 
GE 


是 满足 此 条 人 忻 的 一 种 多 项 式 函 数 , 因 此 可 以 通过 对 它 的 积分 获得 需要 的 阶 谱 函 数 


1 аз 
H руз 一 [EAGLE -- Ср 1011283 маи 1)? | 


P, š) = (3, 5. 21) 


或 Н, = |р,а(өш - 1 (3.5.22) 


ТЕГЕНЕ ГЕ 1) 27 
从 上 式 可 以 得 
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H, 一 后 一 1 H, = 2(Ë*.- Е) 等 (3.5. 23) 
пат ВВ рЫ СЗ. 5. 12) ,(03. 5.1) E H£ F H, 和 日 , ,两 类 函数 
也 仅 相差 一 系数 ,而 对 于 H. KHG BS BIS AS A E 18] BJ. 
从 本 小 节 的 讨论 可 以 看 到 ,一 维 阶 谱 单元 阶 谱 函 数 的 构造 方法 是 ,首先 利用 线性 插值 
哆 数 构造 分 别 与 单元 两 端 结 点 相 联 系 的 线性 项 H, A H: ПБ Ho’ H. , H, “ЕРІНІҢ 
一 数 是 在 两 端点 取 截 值 并 依次 为 二 次 .三 次 .四 次 等 的 任意 函数 。 和 一 维 变 晴 点 单元 插值 
EARED HAE H Ho H 等 的 具体 形式 不 像 Ni, No Ns 等 那样 只 有 惟一 的 选 
择 , 而 且 对 应 的 “ 结 点 ”参数 不 一 定 和 某 个 结 点 的 具体 物理 量 相 联系 ; 妇 一 方 而 最 重要 的 
是 , 当 单 元 阶 次 增加 时 ,已 形成 的 低 阶 阶 谱 函 数 不 需要 修改 或 重新 构造 。 认 识 上 述 特点 ， 
可 以 方便 或 比较 方便 地 构造 二 维 .三维 阶 谱 单 元 的 阶 洪 函 数 . 


3.5.2 二 维 、 三维 阶 谱 单 元 


对 于 图 3.26 所 示 二 维 四 边 形 单 元 ,1,2,3,4 E sh h ES 7р, 5,6,7,8 是 
ЖӘН АРЛЫ, АҒЫН“ | ?表示 ,以 示 和 结 点 的 区 别 ， 


因为 和 它们 相 联 系 的 “ 结 点 "参数 不 一 定 是 一 个 ,而 是 依赖 , 5 | 
于 阶 谱 单 元 的 阶 次 。 当 单元 为 线性 单元 时 , 阶 谱 函 数 仅 有 | | 
H H:s H; Н, 四 个 ,它们 和 双 线 性 拉 格 并 日 单元 相 В 
F], Вр 6 9 Е 


H, = N, = 于 (1 十 8E)(] + 90) (3.5.24) 


当 单 元 开 阶 为 类 似 Serendipity W L Ik Bš JE Rt, E; ра #7 
Н, ‚Н ‚Н; „Ha 的 构造 原则 是 ,它们 应 分 别 是 在 除 В ЫН 
在 的 3 个 边 取 0 值 的 二 次 函数 ,例如 采取 以 下 形式 ， 


РІ 3. 26 二 维 四 边 形 单元 


н-Та-ва+р H = 201-90 — р) 
| | (3.5. 25) 
H; -а4ч-еч-т H, = (1+®(1—зр) 
如 果 希 望 构造 类 似 于 拉 格 朗 日 型 的 二 次 单元 , 则 再 增加 H, , 它 的 表示 式 可 取 如 下 形式 
н,-Та-ва-т (3.5.26) 


从 形式 看 Н;, Н.В 和 H, 分 别 与 Serendipity 二 次 单元 及 拉 格 六 日 二 次 单 并 的 
№, No No М, # М, ARRE Н,, В Н. H, 仍 保持 线性 单元 的 形式 而 不 必修 
改 。 如 果 要 求 单 元 升 阶 为 类 似 Serendipity 型 或 拉 格 朗 日 型 的 三 次 或 更 商 次 单元 ,需要 增 
加 的 阶 谱 晃 数 可 用 类 似 的 六 法 构造 。 正 如 在 一 维 阶 谱 单元 的 讨论 中 所 见 ,从 二 次 阶 谱 范 
狂 开 始 , 其 形式 有 多 种 可 能 的 选择 ,包括 使 之 满足 一 定 正 冯 性 的 选择 ,以 达到 单元 刚度 矩 


ЖЕ. Фла ®%К йш ККЕ 


阵 中 各 个 阶 次 之 间 不 相左 合 , 从 而 达到 计算 简化 的 目的 。 例 如 利用 (3. 5. 12) 式 给 出 的 一 


维 阶 谱 国 数 , 可 以 构造 二 维 Serendipity 型 的 阶 谱 单元 , 它 的 二 航 以 上 阶 谱 图 数 可 以 表示 
ШЕ: 
Бү; (Б=2,4,+) 
н,,- 
zzp EDAH Cp = 3,5,5) 
л? (p= 2,4,9) 
Н,., = ] 
DE (p= 3,5,5) 
2 г 
ма (3.5. 27) 
= KEDO =p (p= 2,4,6) 
Н;,, = + 
вха“-ва-т (p= 3,5,9") 
I 1 
i  (р=2,4,-) 
2 рі 
H, = 42 


ETI 
ҚМК. 4 p=2 时 ,从 上 式 就 得 到 类 似 (3.5.25) 式 给 出 的 二 阶 阶 谱 函 数 ， 
依据 阶 谱 单 元 的 基本 概念 以 及 构造 阶 谱 函 数 的 一 般 原则 ,不 难 构造 出 二 维 三 角形 以 
КЕНИ .五 面体 .六 面体 等 形状 的 阶 谱 单元 及 其 阶 谱 责 数 ,这 里 就 不 一 一 列举 。 必 
要 时 读者 可 查阅 其 他 文献 (例如 А4,А5), 


q= РИФӘ (ре 3,5,6) 
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为 了 使 构造 的 各 种 形式 单元 的 插值 函数 具有 规范 化 的 形式 ,本 章 先 后 引 人 了 两 种 类 
型 的 目 然 坐标 , 即 和 物理 坐标 系 同 维 的 曲线 坐标 和 与 物理 坐标 系 不 同 维 的 面积 坐标 及 体 
积 坐 标 。 前 者 适合 于 一 维 单元 ,二 维 四 边 形 单元 和 三 维 六 面体 单元 ;后 者 适合 于 二 维 三 角 
形 单 元 和 三 维 四 面体 单元 。 前 者 汪 质 上 只 是 长 度 的 变换 ,而 后 者 分 别 是 面积 变换 和 体积 
变换 , 且 使 维 数 分 别 比 物理 坐标 系 的 二 维和 三 维 增加 了 一 维 , 造 成 了 它们 的 各 个 坐标 不 完 
全 独立 的 性 质 ， 这 在 应 用 时 尤其 是 对 其 运算 时 应 予以 特别 的 注意 。 

本 章 着 重 讨论 了 标准 型 Cs 型 单元 及 其 插值 评 数 的 构造 方法 ,其 中 包括 二 维 三 角形 单 
元 .四 边 形 的 拉 格 六 日 单元 和 Serendipity 单元 , 三 维 四 面体 单元 ,六 面体 和 六 面体 的 
拉 格 天 日 单元 和 Serendipity 单元 。 它 们 插值 机 数 的 构造 方法 都 可 以 归纳 如 下 ; 对 于 三 
角形 单元 和 四 面体 单元 一 般 可 以 直接 利用 广义 的 拉 格 庆 日 插值 函数 法 ( 即 划 线 法 ) 构 造 它 
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i AlB 基本 部 分 
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ПЮВЕЖЖ ,而 对 于 四 边 形 单元 和 六 面体 单元 等 一 般 可 以 利用 变 结 点 单元 的 方法 构造 
它们 的 插值 函数 , 即 首 先 利 用 双 线 性 或 三 线性 拉 格 朗 日 函数 表示 它们 角 结 点 的 插值 函数 ， 
然后 根据 实际 结 点 设 革 的 需要 利用 划 线 法 构造 它们 边 内 或 面 内 结 点 的 插值 函数 ,并 对 已 
形成 的 角 结 点 盾 值 函数 作 相 应 的 修正 。 当 然 这 种 方法 也 可 用 于 三 角形 单元 和 四 面体 单元 
插值 函数 的 构造 ， 以 上 两 种 方法 构造 出 的 插值 函数 都 能 够 满足 播 值 函数 的 基本 要 求 。 即 
在 目 身 的 缚 点 等 于 1, 而 在 其 他 结 点 等 于 0, 并 且 所 有 插值 函数 之 和 便 等 于 1, 

阶 谱 单 元 是 适合 用 于 自 适 应 分 析 的 另 -类 单元 。 变 结 点 单元 插值 函数 构造 方法 的 原 
理 可 以 推广 用 于 阶 谱 单元 ,并 日 更 为 简单 。 这 是 因为 2 阶 及 其 以 上 各 阶 的 边 内 或 面 内 的 
“д 变量 不 - 定 要 求 代表 具体 的 函数 值 , 因 而 它们 所 对 应 的 阶 谱 函数 可 以 有 非 惟一 的 
选择 ,并且 单元 升 阶 时 已 形成 的 低 阶 阶 谱 函 数 和 单元 刚度 矩阵 不 必 进 行 修正 或 重新 构造 。 

最 后 应 该 指出 ,本 章 所 讨论 的 单元 都 是 建立 于 自然 坐标 内 的 规范 化 的 单元 。 在 实际 
分 析 中 ,为 适合 一 般 几 何 形 状 的 要 求 ,通常 首先 需要 通过 坐标 变换 将 它们 变换 到 物理 坐标 
(例如 笛 卡 儿 坐 标 , 男 柱 坐标 等 ) 内 。 变 换 的 方法 及 相应 的 数值 运算 技巧 将 在 下 一 章 中 进 
行 讨论 。 
关键 概念 


自然 坐标 Ж E A Жїл ЖЖ: 
LHA T Ж 拉 格 明日 单元 
Serendipity 单元 阶 谱 单元 


复习 题 


31 从 几何 形状 和 连续 性 要 求 上 区 别 , 有 限 元 法 中 各 有 哪 几 种 类 型 的 单元 ? 

3.2 有 限 元 的 插值 函数 为 什么 通常 采用 坐标 的 换 函 数 形式 ? 

3.3 ТАН ЧЕЙ? 为 什么 通常 要 在 自然 坐标 内 建立 播 值 函数 ? 

3.4 ”如 何 定 义 面积 坐标 和 体积 坐标 ? 采用 它们 有 什么 方便 之 钼 和 应 注意 之 处 ? 

35 什么 是 构造 单元 插值 消 数 的 广义 拉 格 朗 日 法 ?用 它 攀 造 插值 孙 数 的 具 栖 步 比 
是 什么 ? 

3.6 什么 是 枸 造 单元 插值 函数 的 变 结 点 法 ?用 它 构 造 插 值 函数 的 具体 步骤 是 什么 ? 

3.7 比较 上 述 两 种 方法 的 优 缺 点 ,如 何 根据 单元 的 具体 情况 选择 采用 它们 ? 

3.8 村 么 是 拉 格 朗 日 单元 ? 什么 是 Serendipity 单元 x 比较 两 种 单元 的 各 自 特点 ， 

3.9 什么 是 阶 谱 单 元 ? 它 的 结 点 变量 和 插值 函数 相对 于 通用 的 标准 型 单元 有 和 什么 
特点 ? 

3.10 ”如 何在 有 限 元 分 析 中 采用 阶 谱 单 元 ? 相对 于 通用 的 标准 型 单元 有 何 好 处 ? 
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练习 题 


3.1 证 明 一 维 拉 格 关 日 单元 的 插值 函数 满足 YIN. — 1 MERO 是 结 点 数 )， 


3.2 ЯНМЕЛИНЖИНОЛ АН КЛ ЕЖЕН 3. 27 中 39 结 点 单元 的 插值 函 
数 , 并 和 利用 构 半 二 维 拉 格 朗 晶 单元 插值 函数 方法 得 到 的 结果 进行 比较 。 

3.3 利用 构造 变 缚 点 数 单元 插值 次 数 的 方法 ,构造 图 3. 28 所 示 三 次 三 角形 单元 的 
插值 函数 ,并 和 (3.3,13) 一 (3.3,15) 式 的 结果 进行 比较 。 


Ё 3,27 图 3.28 


3.4 ЯН) ХАННАН КОА РК a Л. ЕНЕ РА С 1, (3, 4.4) 式 )， 

35 按照 变 结 点 法 构造 六 面体 二 次 单元 和 三 次 Serendipity %7 M Н АЖ, 
并 和 (3.4.6) 式 和 (3.4.7) 式 进行 比较 ， 

36 利用 构造 变 结 点 单元 插值 尔 数 的 方法 构造 图 З. 25(b) 所 示 五 面体 单元 的 插值 
明 数 ,并 验证 它们 是 否 符合 插值 函数 的 性 质 ， 

3.7 在 (一 1, 1) 区 域内 构造 1 Br Hermite й л: ВА В. ЭРС ЕН е a g o 
МЖ. 

3.8 有 一 物理 问题 的 方程 是 4 一 $0, 端 点 条 件 是 : #-0, 20, $ 一 1 在 


Zz 二 1。 现 在 用 标准 型 和 阶 谱 型 的 线性 和 二 次 单元 求解 ,导出 它们 的 单元 刚度 矩阵 ,并 比 
二 类 单元 的 特点 。 
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Жк NA 


。 F Ар 4: Ж Ж, ДИНЕ k 300 АД Дей Ж. 

. Ж 3 k 4% ТАЛ ЖА 5 ЖК Sk BJ 05 2 PF , 

. 教 值 积分 的 基本 思想 及 以 商 斯 (Gauss) 积 分 为 代表 的 几 种 常用 数值 积分 方法 的 
特点 。 

”了 痢 度 姓 阵 数值 积分 阶 决 选择 的 原则 ,以 及 保 证 这 些 原 则 实现 的 具体 方案 。 


4.1 引言 


前 一 章 讨论 了 建立 于 局 部 的 自然 坐标 内 各 类 常用 的 单元 及 其 搬 值 函数 的 构造 方法 ， 
目的 是 使 单元 及 其 插值 涌 数 的 构造 规范 化 。 为 了 将 它们 用 于 实际 工程 问题 和 物理 问题 的 
分 析 ,需要 研究 寻找 适当 的 方法 ,将 上 一 章 讨论 的 规则 形状 的 单元 转化 为 其 边界 为 曲线 或 
曲面 的 相应 单元 。 在 有 限 元 法 中 最 普遍 采用 的 变换 方法 是 等 参 变换 , 即 单元 的 几何 形状 
入 单元 内 的 场 滴 数 采 用 相同 数目 的 结 点 参数 及 相同 的 插值 函数 进行 变换 。 采 用 等 参 变 换 
的 单元 称 之 为 等 参 元 。 借 助 于 等 参 元 可 以 对 于 一 般 的 任意 几何 形状 的 工程 问题 和 物理 问 
古方 便 地 进行 有 限 元 离散 。 因 此 ,等 参 元 的 提出 为 有 限 元 法 成 为 现代 工程 实际 领域 最 有 
效 的 数值 分 析 方 法 返 出 了 重要 的 一 步 。 

为 了 使 实际 问题 物理 坐标 系 内 的 单元 刚度 .质量 .阻尼 、 载 荷 等 特性 矩阵 的 计算 也 能 
在 局 部 的 自然 坐标 表示 的 规则 域内 进行 计算 ,还 需要 研究 这 些 和 矩阵 积分 式 内 被 积 函数 中 
所 小 及 的 导数 .体积 微 元 ,面积 微 元 ,线段 微 元 的 变换 以 及 积分 限 的 置换 。 实 现 了 这 种 变 
换 和 置换 , 则 不 管 各 个 积分 式 中 的 被 积 函 数 如 何 复 杂 , 都 可 以 方便 地 采用 标准 化 的 数值 积 
分 方法 进行 计算 ,从 而 使 各 类 不 同 工 程 实际 问题 的 有 限 元 分 析 纳 人 统一 的 通用 化 的 程序 ， 

数值 积分 方法 在 有 限 元 的 单元 特 忻 矩阵 的 计算 中 扮演 了 最 主要 的 和 角色。 我们 不 仅 对 
常用 的 数值 积分 ,特别 是 有 限 元 法 中 应 用 最 广泛 的 高 斯 积分 方法 及 其 特点 要 有 比较 充分 
的 了 解 , 还 需要 对 实际 计算 中 如 何 选 择 它 的 阶 次 有 比较 深刻 的 认识 。 因 为 它 不 仅 涉 及 计 
算 工 作 基 的 大 小 ,而 且 对 整个 分 析 结 果 的 精度 和 可 靠 性 有 重要 的 影响 。 


%4% ТРИК 002002020200 04% 


本 章 4.2,4.3,4.4 贡 依次 讨论 等 参 变换 的 概念 和 单元 纪 阵 的 变 搞 ,等 参 变换 实 观 的 
条 件 和 等 参 元 的 收 敏 性 条 侍 , 等 参 元 用 于 分 析 弹 性 力学 门 题 的 一 般 格式 。4. 5,4.6 НИ 
论 数 值 积分 的 方法 及 计算 等 参 元 刚度 算 阵 时 数 伍 积分 阶 次 的 选择 。 


42 等 参 变换 的 概念 和 单元 矩阵 的 变换 


421 等 参 变换 


为 了 将 局 部 (日 然 ; 坐 标 中 几何 形状 规则 的 单元 转 摸 成 总 体 身 卡 儿 ) 坐 标 中 几何 形状 
扭曲 的 单元 ,以 满足 对 一 般 形状 求解 域 进行 离散 化 的 需要 ,必须 建立 一 个 坐标 变换 。 即 


х | ЗЕ г 
y|= f 5 Г (4. 2.1) 
z} |1] š 


图 4.1 和 图 4.2 所 示 就 是 这 种 变换 的 某 些 例子 。 


局 部 坐标 


图 4.1 某 些 二 维 单 元 的 变换 
为 建立 前 面 所 述 的 变换 ,最 方便 的 方法 是 将 (4. 2. 1? 式 也 表示 成 播 值 函 数 的 形式 , 即 


ж 一 Ума, y = Ум» т 一 Ума, (4.2 2) 
ни на к=} 


_ 1% жа» 


PYP AE EN 


站 
图 4.2 某 些 三 维 单元 的 变换 


其 中 m 是 用 以 进行 坐标 变换 的 单元 结 点 数 ,zi,y;,z, 是 这 些 结 点 在 总 体 ( 笛 卡 儿 ?坐标 内 
的 坐标 值 , N, 称 为 形状 函数 ,实际 上 它 也 是 用 局 部 ( 目 然 ?坐标 表示 的 质 值 范 数 。 

通过 上 式 建 立 起 两 个 坐标 系 之 问 的 变换 ,从 而 将 自然 坐标 内 的 形状 规则 的 单元 变换 
为 总 体 笛 卡 儿 坐 标 肉 的 形状 寿 曲 的 单元 。 今 后 称 前 者 为 母 单元 ,后 者 为 子 单元 。 

还 可 以 看 到 坐标 变换 关系 式 (4.2.2) НПЯЖЕЛА НЕА: $= S) Ni4 .在 形式 上 是 


相同 的 。 如 果 上 坐标 变换 和 函数 插值 采用 相同 的 结 点 ,并 且 采 用 相同 的 插值 函数 , 即 m-n, 
М = N , 则 称 这 种 变换 为 等 参 变 换 。 如 果 坐 标 变换 结 点 数 多 于 函数 插值 的 结 点 数 , 即 
пон 则 称 为 超 参 变换 。 反 之 тсн И) ё. 

422 ”单元 矩阵 的 变换 


在 有 限 元 分 析 中 ,为 建立 求解 方程 ,需要 进行 各 个 单元 体积 内 和 面积 内 的 积分 ,它们 
的 一 般 形式 可 表示 为 


|, Gdy = | Glz, уз) хаубе (4.2.3) 
+ v. 


| «45 = {| ey oas (4, 2, 4) 


МОЖЕ 中 还 常 包 会 着 场 函 数 对 于 总 体 坐 标 工 ,y,z 的 导数 ， 
由 于 在 现在 的 情况 下 , 场 图 数 是 用 自然 坐标 表述 的 ,又 因为 在 自然 坐标 内 的 积分 腿 是 
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规格 化 的 ,因此 希望 能 在 自然 坐标 内 按 规格 化 的 数值 积分 方法 进行 上 述 积分 。 为 此 需要 
建立 两 个 坐标 系 内 导数 ,体积 微 元 ,面积 第 元 之 间 的 变换 关系 ， 
1. 导数 之 间 的 变换 
按照 遂 常 的 偏 微分 规则 ,函数 N, 对 上 的 偏 导 数 可 表示 成 
JN, ӘМ, Әс ӘМ, ду | ӘМ, да 


JË дү 46 ду 95 де аб 
АҒА фо 5) Г НО ЈА К, HENE ERREGER, Ма 


INi) (ах Әу ди гам) (әм, 

ағ дё аё JÈ Өт ол - 

av |_ la Әу gx| ƏN, | ,aN, 

39 = 3 Ən Ən Jy = J By (4.2,5) 
aN, Ë Jy дЕ| “ӘМ, IN, 

Ж) (96 әк аб) | 2š az | 


жин ОЖТ НИЕ Но (т, y х) 7908,39, 5 的。 利用 (4.2.2) 式 ,了 可 以 显 式 地 表示 
МАЖА КИО, Вр 


ят ам, ШТ IN’ ЕН 9м; 
экол у 
JX, yz) g ӘМ; - дА, ӨМ 
J 三 一 "~ — y — y, 
TRS 2 та 2; 37 2 T 
x ƏN! „ем. "әм 
JN ам ам, 
ЗЕ ЗЕ дё 4 у Z 
_ М, ӘМ; o ӘМ, (т Уз Z 
ЕТ ЕГ 27 : (4. 2.6) 
ДАЙ ӘМ; ... ӘМ, Tm Ут Шот 
ar at 25 
这 样 一 来 ，N， ЖТ х,у, AJ 8 Ф 39% u] FB 日 然 坐 标 显 式 地 表示 为 
aN, 2м, 
дт Әс 
ам, | |9м, 
Jy = J 27 (4.2. 7) 
3N, 2м, 
ЕР Е 


其 中 J E J ЙДЕ , 它 可 按 下 式 计算 得 到 


134 人 


1 
! — w— " k 2, 


ЛЖ J JT] АДА АЛЕН ЕЛІК. J' B J ТТ ШЕ ЕН лд J; 是 J 的 元 素 J, 
的 代数 余子 趟 ， 
2. 体积 徽 元 面积 微 元 的 变换 
КЕ 4.2 Ия ЧЕ ,dy , а Æ F JL 2 RARE АЈ u E 
dV = dê- (dnx д ) (4.2.9) 
其 中 


от 
d = 246+ Š са) +: ва 


Әл 


97 
dr 一 тан + Š Rd +5 


dy = dni + зает + 52 P ak (4.2.10) 


раби 
AP ij ШК ЖИ F JU су 和 = 方向 的 单位 向 量 。 将 人 4. 2. 10) КАСА. 2. 9), 
得 到 

Әг ду дк 

ЗЕ JË JÉ 


Әх От 


_ x ду ах _ 
ПУ = |5, 2) әу 90017 | ала (4.2.11) 


Фк ду dz 
ds 95 94 
天 于 面积 微 元 ,例如 在 #= 常 数 (tc) 的 面 上 有 
ЗА = | дух dt |e. 
pa - 元 >») | аф = Аа} (4.2.12) 
其 他 面 上 的 dA 可 以 通过 轮换 ,wp,$ 得 到 ， 
在 有 了 以 上 几 种 坐标 变换 关系 式 以 后 ,积分 (4. 2. 3 和 (4. 2.4) 式 最 终 可 以 变换 到 自 
然 坐 标 系 的 规则 化 域内 进行 ,它们 可 分 别 表示 为 


ШЕКЕ (5, 509895 (4. 2.13) 


| | z Cap Dat (4.2. 14) 
(£ = 土 1 的 面 上 ,< =+ 1) 


F” а= E A T T ДАРЫ. k. а. ЛА. ear r “——— - x- - 


тыктар 


- -.—— ааа. 
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其 中 
G'E pD = Giri pD y бу, ,et УІ 
g' (c, h) = рбх(с P 5) y(c.m 5) z(c тт ЗА 
对 于 二 维 情况 ,以 上 各 式 将 相应 晓 化 ,这 时 雅 可 引 矩 阵 是 


IN У ам | 
ӘМ, ЭМ: 
асту) |0 267 а 
9650 куам; уа 
“ас У 
ті 97 109 
ӘМ, ам, ЗМ | 4 
可 дё аё 
= е WIKA (4. 2. 15) 
ӘМ, ӘМ; ам. 
27 dn Ӛз J T, Ук 
两 个 坐标 之 间 的 偏 导 数 关 系 是 
Қыз IN, 
| (4, 2. 16) 
ƏN | ` ем, о 
dy 29 
dE Mi dy ТЕЖ RJL А ¿Z BË BJ LH y л; R: 
dA =| J | 444% (4.2.17) 
ТЕ ¿=c 的 曲线 上 , dy # ЕЛА Pq Ж Ez BE PG BJ ЕНЕ 
ú д.г > ду 2 = 12 " 
ds = (5) + (5) l dy = sdy (4.2.18) 


3. 目 然 举 标 为 面积 (或 体积 ) 坐 标 时 的 变换 公式 

以 上 关于 ЛАУ, дА, ds 等 的 会 式 原 则 上 对 于 任何 坐标 和 笛 卡 几 举 标 之 间 的 变换 都 是 
孔 用 的 。 但 是 当 自 然 坐 标 是 面积 或 体积 坐标 时 要 注意 两 点 ; 

(1) 面积 或 体积 坐标 都 不 是 完全 独 守 的 ,分别 存 在 关系 式 : 瑟 十 上 ;十 上 ;二 1 Ж] L. + 
L, +L; +L 王 1。 因 此 可 以 重新 定义 新 的 自然 誉 标 ,例如 对 于 三 维 情况 ,可 令 工 , 1.1. 为 
НАР E gE 的 独立 变量 , 即 令 

Іл =ё L=} 14-4 (4.2. 19) 
并 有 ІД-1-і,-і,-іІ)-1-4-4- t 
这 样 一 来 , (4. 2.5) 一 (4. 2.12) 式 形式 上 都 保持 不 变 , N, 也 仍 保持 它 的 原来 形式 ,只 是 它 
9 ёт, BJ S ЕЛУ ЕШ КЖ, Вр 
ӘМ, ӘМ, 91, ƏN, al ӘМ,21, ӘМ, а, ам, ам, 


аё ШІ 96 Тар, аё Таг аё 721) 98 а Әг, 


240242422 2 2....-..6 
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ӘМ, ам, ӘМ, 


зз С _ 4.2.20) 
21 ALa aLa ( 
IN, ӘМ, ам, 
92 91, АІ, 
对 于 二 维 情况 , 则 因为 可 令 
L, = ё L+ = # L, =1—š—m? (4,292,217) 
所 以 有 
ам, ам, ам ƏN, әм, ам, (42. 20) 


ав 214 ДІ. Әң 91, al; 
(2) (4,2.13),(4. 2.14} 等 式 的 积分 限 应 根据 体积 坐标 和 面积 坐标 特点 , 作 必 要 的 改 
ЛЕ ,这 样 一 来 ,上 述 各 式 将 成 为 


+ rl І l-- La а д. 
| | аа ал ат. (4.2. 23) 


АЕ ñ 


1 Гі--і., 
| | | г" 0, L sL, ydh» dL. (4, 2. 24) 


85.44, 2,24) Kin HIT L, =0 的 表面 。 类 佐 地 可 以 得到 用 于 І.-0,1,--0 和 工 :三 0 кн 
ARA., MEERE. HT L 可 以 不 以 显 式 出 现 , 对 于 工 .=0 面 上 的 积分 ,可 以 表示 成 


11-1, 
| | ҒА (] — L, — la sla s Ladle dL. (4,2, 25) 


ü, u 
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4.3.1 等 参 变换 的 条 件 


从 微 积 分 学 知识 已 知 ,两 个 坐标 之 间 一 对 一 变换 的 条 件 是 雅 可 比 行列 式 |J| 不 得 为 
零 ,等 参 变 换 作 为 一 种 坐标 变换 也 必须 服从 此 条 件 。 这 点 从 上 市 各 个 关系 式 中 的 意义 也 
可 清楚 好 看 出 首先 从 (4.2.11? 和 (4. 2 ТО АНА, ШІЛ-Оо ЕВА + ЛЕКТ {Ж 
积 微 元 {或 面积 微 元 ) 为 零 , 即 在 自然 坐标 中 的 体积 微 元 d 记 wd 或 面积 微 元 9647) WJ py Ë 
卡 儿 坐标 中 的 一 个 点 ,这 种 变换 显然 不 是 一 一 对 应 的 。 另 外 ,因为 |jJl=0,y 将 不 成 立 ， 
所 以 两 个 坐标 之 间 偷 导数 的 变换 (4,.2.7) 和 (人 (4.2. 16) 式 就 不 可 能 实现 。 
现在 着 重 研 究 在 有 眼 元 分 析 的 实际 中 如 和 何 防止 出 现 1J =0 的 情况 。 为 简单 起 见 , 先 
讨论 二 维 情况 ,从 (4.2. 17) 式 已 知 d4=1Jdsdy, 另 一 方面 笛 卡 儿 坐 标 中 的 面积 微 元 可 再 
EZRA 
dAå=|dfxdy]=ldẸ| 14 11004,19) (4.3.1) 


. |d£x d| Жл Зе dy ИВ: |42], 14 Жак а, dy ËJ E PE 
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所 以 从 上 和 式 和 (4. 2, 17) 式 可 得 


_ |4ё| | ат | віл(46,4%) 
| J |= TIE (4.3.2) 
№ Ежа. REUT г — Н, 
|Ч|ш0 Ш|й|-0 或 sin(dedy)y 一 0 (4.3.3) 


МЕН но ВАЛ, S it E ñ + JL РЕ л. ЖЕ ЖЕТЕР ЕТЕ В, 
МЕ. В 4. Зба) я ал ТЕ ТАИ m s 4. 3(b) 一 (dd 都 属于 应 防止 出 现 的 不 正常 
情况 。 图 4. 34b) 所 示 单 元 结 点 3,4 退化 为 一 个 结 点 ,在 该 点 | 幅 |1=0, 图 4.3(c) 所 示 单 元 
结 点 2,3 进化 为 一 个 结 点 ,在 该 点 1dy 1 一 0, 图 4. 3(d) 所 示 单 元 在 结 点 1,2,3,sin(dé， 
dy ) 2>0, ПО ТЕЗА да, 4,sin(de ,dp ) 二 0。 因 为 sin(dë ,dy ) 在 单元 内 连续 变化 ,所 以 单元 内 
肯定 存在 sin(d , аз) =0, ВО 晨 和 和 共 线 的 情况 。 这 是 由 于 单元 过 分 焉 曲 而 发 生 的 。 


пе! 
3 ц--1%3,4 


(а) ЕТ (b) ЖТ 


(с) ЧЕН (9) ЖЕ 
Е 4,3 单元 划分 的 正常 与 不 正常 情况 


以 上 讨论 可 以 推广 到 三 维 情况 , 即 为 保证 变换 的 一 一 对 应 ,应 防止 因 任意 的 二 个 结 点 
退化 为 一 个 结 点 而 导致 |d8| ,|dy1,1dg | 中 的 任 一 个 为 零 。 还 应 防止 因 单 元 过 分 下 上 曲 而 
за Ра то dé ,dy ,此 中 的 任何 二 个 发 生 共 线 的 情况 ， 

和 需要 指出 , 某 些 文献 中 建议 ,从 统一 的 四 边 形 单元 的 形 达 格式 出 发 ,利用 图 4. 3(b)， 
Сот 2 个 结 点 退化 为 1 个 结 点 的 方法 ,将 四 边 形 单元 退化 为 三 角形 单元 ,从 而 不 必 另 
行 推导 后 者 的 表达 格式 。 并 用 类 似 的 方法 ,将 三 维 六 面体 单元 退化 为 五 面体 单元 或 四 而 
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体 单元 。 如 上 所 述 , 在 这 些 退 化 单元 的 某 些 角 后 | 了 | 二 0。 但 是 在 实际 分 析 中 仍 可 应 用 ， 
是 因为 数值 执行 中 单元 矩阵 是 利用 数值 积分 方法 计算 形成 的 ( 见 4.5 节 )。 而 数值 积分 点 
通常 在 单元 内 部 。 轨 此 可 以 避免 菜 些 角 点 | 了 = 二 0 的 问题 。 应 予 指出 的 是 ,退化 单元 由 于 
形态 不 好 ,而 精度 较 差 。 同 时 ,为 得 到 一 种 形状 的 退化 单元 可 以 采用 不 同 的 退化 方案 。 例 
如 图 4.4 所 示 ,(a) 是 一 9 结 点 四 边 形 单元 ,图 4. 4(tb},(c) 是 采用 不 同 退 化 方案 得 到 的 同 
样 形状 的 6 纺 总 三 角形 单元 。 如 果 了 刚度 矩阵 采用 2X2 的 高 斯 积分 ( 见 4.5 节 ), 则 图 (b)， 
te) 所 示 进 化 单元 中 高 斯 积分 点 的 位 置 是 不 同 的 ,因此 最 后 形成 的 刚度 矩阵 也 有 差别 ,从 
而 影响 到 解 的 惟一 性 。 由 以 上 讨论 可 见 , 在 一 般 情况 下 ,应 该 尽量 避免 采用 上 述 退 化 
单元 。 


3,7,4 
(а) (b) (с) 
图 4.4 四 边 形 单元 退化 为 三 角形 单元 (， 结 点 ; 关 高 斯 积分 点 ) 


432 等 参 元 的 收敛 性 


2.4 节 讨论 了 有 根 元 分 析 中 解 的 站 和 伍 性 条 件 , 即 单元 必须 是 协调 的 各 完备 的 。 现 在 
来 讨论 等 参 元 是 否 满足 此 条 件 。 

为 赋 究 单元 集合 体 的 协调 性 ,需要 考虑 单元 之 间 的 公共 边 ( 或 而 }。 为 了 保证 协调 , 相 
邻 单元 在 这 些 公共 边 ( 或 面 ?上 应 有 完全 相同 的 结 点 ,同时 每 一 单元 沿 这 些 边 (或 和 而) 的 坐 
标 和 未知 钞 数 应 采用 相同 的 插值 函数 加 以 确定 。 显 然 , 只 要 适当 划分 网 格 和 选择 单元 ,等 
参 元 是 完全 能 满足 协调 性 条 件 的 。 图 4.5(a) 所 示 正 是 这 种 情况 ,而 图 4. 5(b) 所 示 是 不 满 
E БМ РЕ Я ЕАУ. 

基于 单元 的 完备 性 ,对 于 С, Мел, А НР S SE ЈЕНЕ ( BB — з 2 
多 项 式 }。 这 样 的 单元 可 以 表现 函数 及 其 一 次 导数 为 常数 的 情况 。 显 然 , 本 章 讨 论 的 所 有 
单元 在 自然 坐标 中 是 满足 此 要 求 的 。 现 在 要 研究 经 等 参 变换 后 ,在 管 卡 儿 坐标 中 此 要 求 
基 否 仍然 满足 。 

现 考 香 一 个 三 维 等 参 元 ,坐标 和 郑 数 的 捅 值 表 法 式 是 


多 4 章 等 参 元 和 数值 积分 


г А Е; i Қ 
《~ 沿 两 个 单元 的 边界 举 标 Пл ЦАА Вр i SB ra ЧАА 
利 变 昌都 是 二 次 变化 线性 变化 ， 变 量 和 悉 量 部 是 线性 
TA EE 变化 
(a) ФЕВ (b) 变量 不 协调 


4,5 单元 挛 界 面 上 变 旦 协调 和 不 协 凋 的 情况 


r= Ума, у = SIN, z = SIN, (4, 3. 4) 
$ 一 YIN. (4.3.5) 
ЭЖ ЕЛ (k. Ж 
$ = a + bz 4 су + dz (4,3,6) 
ЖЕЛЕТЫНИКНЕТЕ TSAAR, тя 
ф = a+ bz, + cy: + dz, (i = 1,2,+е,п) (4, 3. 7) 
将 上 式 代 和 (4.3.5) 式 并 利用 (4. 3. Оо 8 9] ë ЯН Уу 
ва УМ + br + cy + de (4, 3,89 
从 土 式 可 以 看 到 ,如 果 揪 值 函数 满足 条 件 
Ум = ] (4.3. 9) 


则 (4. 3.8) 式 和 (4.3.6) 式 完 爹 一 致 ,说 明 在 单元 内 确实 得 到 了 和 原来 给 予 各 个 结 点 的 线 

性 变化 相应 的 场 函 数 , 即 单元 能 够 表示 线性 变化 的 场 哨 数 , 亦 即 满足 了 完备 性 的 要 求 。 
我 们 知道 在 构造 插值 函数 时 ,条 件 (4,. 3.9) 是 确实 满足 了 的 。 由 此 还 可 进一步 看 到 等 

参 元 的 好 处 ,在 母 单 元 内 只 要 满足 条 件 (4. 3.9), 则 子 单元 可 以 满足 更 严格 的 完备 性 要 求 ， 
如 果 单 元 不 是 等 参 的 , 即 坐 标 插值 表 共 式 (4. 2. 2) 式 中 的 结 点 数 m 和 插值 函数 МЕН 


РЕА та # = Ума 中 的 结 点 数 x 和 插值 晴 数 N, ,这 时 可 分 为 两 种 情况 ， 


(1) Sm, P] топ, 单元 完备 件 要 求 通常 是 不 满足 的 ， 
(2) KÆ B mAn ХЫНА 3. 3 节 关 皇 构 造 变 结 点 单元 插值 函数 的 一 般 方法 可 以 
ЖЕНЕ ЕЛІ ЖЫН 
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М, = LCN, Ж, = Уса, (4. 3. 10) 
其 中 CC, 是 常 系数 。 利 用 上 式 和 和 (4. 3.7) (4 2, 起 可 以 得 到 单元 内 的 函数 事 达 式 为 
i= DN + в ма. +: Ум нама: 


=a SIN, T бе + ay + dz (4,3.11) 
这 样 就 得 到 和 (4. 3.8) 式 同样 的 结果 ,也 就 是 说 只 要 SIN, = 1 条 件 得 到 满足 , 则 次 参 元 


满足 完备 性 要 求 , 而 Ум, 一 1 在 构造 插值 函数 时 已 得 到 保证 。 


44 等 参 元 用 于 分 析 弹 性 力学 问题 的 一 般 格式 


等 参 元 通常 也 以 位 移 作 为 基本 未 知 量 , 因 此 在 2. 3 节 中 用 最 小 位 能 原理 变 分 得 到 的 
有 限 元 一 般 格 式 对 等 参 元 同样 适用 。 差 别 在 于 等 参 元 的 插值 函数 是 用 自然 坐标 给 出 的 ， 
等 参 元 的 一 切 计算 都 是 在 自然 坐标 系 中 形状 规则 的 母 单元 内 进行 。 因 此 只 要 用 4.2.2 
中 有 关 的 转换 公式 对 2.3 节 中 的 一 般 格 式 必 一 定 的 修正 即 可 得 到 等 参 元 的 -- 般 格式 ， 

系统 方程 仍 是 Ka 一 P, 其 中 下 = 26"; P 一 Да .计算 单元 矩阵 只 需 作 两 方 


нам вота (КАЖА) 及 积分 限 ， 下 面 以 三 филия. 讨论 单元 矩阵 计算 公 
式 , 来 用 两 种 不 间 的 自然 坐标 系 。 
(1)》 母 单元 为 &,%9, 坐标 系 中 的 立方 体 单元 系 烈 。FT 以 是 8 结 点 的 一 次 单元 ,20 结 
点 的 二 次 单元 等 。 自 然 坐 标 有 
— 1 < £ < ! — 1 =< ра 1 —1 =< £= 1 
单元 矩阵 计算 时 ,可 将 (2.3.7)7 玉 (2.3.9) 式 中 的 被 积 图 数 М.В 等 表示 成 自然 坐标 的 
函数 ;同时 ЧУ 和 dS 用 (4.2.11) 及 (4.,2,12) 式 代入 并 确定 积分 的 上 .下 限 即 可 得 到 


і 1 1 

K =| | | B'DB | J | dédydt (8,4,1) 
І І 1 

в -Г | | мл 1 ағала: (4.4.2) 
1 l 

Р;=| | NTTAdrde(T 作 用 在 6 = 1 ат) (4.4.3) 

1 L 1 
Р = 一 | | | вом J | dtdrdt (4.4.4) 


| 1 | 
--1 1 1 


%4% 等 其 元 和 数值 积分 


其 中 
Әт ду д 
JE JË AÈ 
Эл ду 2% 
гот dn ау 
да ду dz 
әр а ЭК 
БЕЙЕСЕНЕ (4.4.7) 

在 求 作用 于 7=1 或 $=1 面 上 的 面 载 荷 引起 的 等 效 结 点 载荷 时 ,只 需 将 (4.4.3) 式 中 的 积 
分 变量 作 相 应 的 变化 ,并 将 (4,.4.7) 式 的 4 作 坐 标 轮换 即 可 

(2) 母 单元 为 四 面 锥 的 单元 系列 。 如 一 次 4 结 点 单元 .次 10 结 点 单元 等 。 自 然 坐 
标 取 体 积 坐 标 LooLoo L NEA E har, Фа, L. :为 相当 于 E gE 的 独 
立 变 量 , 则 有 


(4. 4. 6) 


L. — ] 一 Li -- Ls -- L, 
对 于 (4.4.1) 一 (4 4.5) 式 可 以 改写 成 如 下 形式 


1 1-і; 上 - L, L. 
K = | | | ВТрВ;]|4114д1,41. (4.4.8) 
IL р в оо 
ре = | | | NIf|JlaL дыд (4.4.9) 
гр-а, 
r=] | N'TAdLsdL (TEĦEL, = 0 的 面 ) (4.4.10) 
Г 


ЕЕКЕЕФ,ИНМЖЯЕВТЕЛИЯНШЕЯЕМШЯЕ, АА ВАУ АЖА 
的 求 导 转化 为 对 自然 坐标 求 导 。 

对 于 二 维 问题 只 要 将 以 上 两 组 公式 退化 即 可 以 得 到 母 单元 为 正方 形 系列 以 及 三 角形 
系列 的 二 维 等 参 元 的 相应 公式 。 

对 于 以 上 各 积分 式 表 示 的 单元 矩阵 种 向量, 只 有 对 于 少数 规则 形状 的 单元 ,积分 可 以 
解析 地 积 出 。 对 于 三 维 单元 ,矩阵 和 向 量 可 以 解析 积分 的 是 楼 边 为 直线 的 四 面体 单元 、. 平 
行 六 面体 单元 以 及 上 下 底面 为 全 等 且 平 行 的 三 角形 组 成 的 五 面体 单元 。 对 于 二 维 单元 ， 
可 解析 积分 的 是 周边 为 直线 的 三 角形 单元 和 平行 四 边 形 单元 。 关 为 这 些 在 楼 边 或 周边 上 
无 辽 内 绪 吕 或 有 等 距 分 布 边 内 结 点 的 情况 下 , 雅 可 比 矩 阵 是 常数 韦 阵 ,当然 相应 的 雅 可 比 
ТУА 等 尺度 转换 参数 也 是 常数 。 这 里 给 出 面 ( 体 ? 积 坐标 的 者 函数 的 常用 积分 
дА. 


м2 —_.. | ' | 第 1 篇 ЖАР ща 
ОВЕН ОШ; В ЕМЕА, 


ау b alb! 
(мыш- атыу! (4.4.11) 


其 中 i 为 边界 长 度 , 室 间 两 点 Ca у, Z.) (=, ‚мэ, ) 2 [B] BJ B ЖАЛ 
і = [‹х,—х,}) + (y, — у,) + (z, — ж) | 
D 在 三 角形 (例如 ОЕ E EJ Я 
ат iy с __ a!ble! 
| LiLidA = 00 2А (4.4.12) 
其 中 A 为 三 角形 面积 , 边 长 为 x,s,t 的 三 角形 面积 为 


А = Вера раят- очна De 
D 在 四 面体 (ijkm) 全 体积 上 的 积分 公式 


[titiy = Ген кермет тесты (4.4. 13) 
Жү V ЛИНЕЕН КВ, Па ПАЖ тр вота тр? АВИВ а mx) 的 四 面体 体积 为 
г, Ya Zi 


V = 一 


|] 
1 1 Ж, Y, %; 
611 


Жы Уу, z, 


1 Em Ул “m 


利用 上 述 积分 公式 很 容易 求 有 关 的 积分 ,例如 ， 


11010! _ A . ， 
| Liazay = 02049514 = (tjom) 
_ 210101 _ А 2. 
|К dedy = 20019244 (јат) 
_ 11110! _ А . . 
| LL,ardy = тозу 一 12 (T, J т) 


ланат). A ТАЕ ДАЛА. ЖТ ЙИШ 2. 2.4 节 和 2.5,3 节 中 等 
Е ГАР ВОЯ Е Е. 

由 于 子 单元 形状 复杂 多 变 , 央 此 在 通常 情况 下 ,了 及 |1J 都 比较 复杂 。 在 单元 矩阵 的 
计算 中 ,尽管 采用 了 自然 坐标 后 ,积分 限 规格 化 了 ,但 是 除了 上 述 少 数 较 简单 的 情况 外 ,一 
般 帮 不 能 进行 显 式 积分 , 面 需求 助 于 数值 积分 。 计 算 单元 特性 矩阵 一 般 采 用 高 斯 数值 积 
分 ,例如 单元 刚度 矩阵 , 它 的 数 秆 积分 形式 可 以 表示 为 


K Е = SHBTDB, |]. | (4. 4. 14) 
其 中 Н, ERR: n 是 高 斯 积分 点 的 点 数 ,B;, | J | 等 是 8, || 等 在 高 斯 积分 点 


和 数值 积分 | 
СТЕР 

45 数值 积分 方法 

451 一 维 数 值 积分 


首先 讨论 一 维 问题 的 数值 积分 | FC 全 ds, 其 基本 思想 是 ;构造 一 个 多 项 式 (ОЮ. ЖЕ 
Ерден? EE ФЕ) = FC) ,然后 用 近似 函数 КЁ) 的 积分 | %(6 de 来 近似 原 被 


MEM FO 的 积分 | ЕЮ. 称 为 积分 点 或 取样 点 。 积 分 点 & 的 数目 和 位 置 决定 了 


ФС 近似 FO ЕЖЕН. 因而 也 就 决定 了 数值 积分 的 精度 。 

对 于 ?个 积分 操 , 按 照 积 分 点 位 置 的 不 同 选择 ,通常 采用 两 种 不 同 的 数值 积分 方案 ， 
即 Newton-Cotes 积分 方案 和 高 斯 积分 方案 。 

1. Newton-Cotes 积分 


在 这 种 积分 方案 中 ,包括 积分 域 端 点 在 内 的 积分 点 按 等 间 爵 分 布 。 
对 于 nn 个 积分 点 (或 称 取样 点 ) ,根据 积分 点 上 的 被 积 沙 数值 FCS) 可 以 构造 一 个 近 
WETA 不 人 六 , 使 在 积分 点 上 有 


KE) = FE) G = 1,2,.,n) (4,5,1) 
这 个 近似 多 项 式 可 以 通过 拉 格 朗 日 多 项 式 表示 
KA = DD (S F(&) (4.5.2) 


其 中 йт” CS) n 一 1 阶 拉 格 朗 日 插值 函数 ( 见 3.2 37). 
(Е- £ (6 — £)... (Ё — Ë 了 一 бы у... — Ё) 


E O = EE BE EEE jE Ey (4.5.3) 
由 于 拉 格 朗 日 搬 愤 函数 有 如 下 性 质 : 
ще 一 б, (4, 5,4) 
所 以 有 
KE) = Ее) 


《4.5.3) 式 的 播 值 图 数 是 ”一 1 КЪЩА AEE RA ФЕ -ІЖКЕЛІ, ЖӘН 
积分 为 


b 


ГА HÚ 
| pO dE -| 1-0 (ЕЕ дё 


= У) Ше аё ЕСЕ (4,5,5) 


і-- | 


да == —— за, -r- 一 -ar -rm ғғ- — -w an --- 一- 248. 
- 


а _ 


PIR 基本 部 分 — 
#4 | 
H. =| а GIE (4.5.6) 
(4,5, ӘННЕН 
(әде = SI HFCE) (4.5.7) 


AE H, 称 为 积分 的 权 系 数 , 简 称 为 权 , 由 {4.5.6) 式 确定 。 可 以 看 到 加 权 系 数 H, 与 被 积 
МЕ РКК, НУУН На ЭС. 
Newton-Cotes FA P RA да {у Ж ЕНЕН л р, Вр 
Ела во (т=0,1,2,+,п—1) (4.5.8) 
Ж h ЛАЛ МАНИН А = (6а) / (а 1), 


现在 用 | %(6)de 近 仆 | FC6)de, 根 据 (4. 5.7) 式 可 以 写 册 


à л 
| Ерде = нес + К, (4,5,9) 
Ы 1=1 


式 中 Ro ERI. 
为 了 使 权 系 数 使 用 规则 化 ,计算 权 系 数 时 ,人 4. 5.6) 式 中 的 积分 限 可 以 规格 化 ,我 们 
引 人 


Е 一 pa) (4,5,10) 
代入 (4.5.6) 式 得 到 
Н, = (фЬ—а)Ст! (4.5.11) 
其 中 
С — Ka a (4,5.12) 


СО 称 为 n 一 1 ИТН Newton-Cotes 数值 积分 常数 。 对 于 个 积分 点 则 有 个 n 一 1 阶 的 
数值 积分 常数 ,可 以 预先 计算 得 到 。 我 们 把 积分 阶 数 记 为 mni ,规格 化 积分 域 (0， 
DER т=1--6 的 Cr Ве R. 的 上 限 见 表 4,1。 其 中 w==] R m= 就 是 著名 的 梯形 
公式 和 Simpson 公式 。 作 为 误差 估计 , 余 项 R, 的 上 限 是 原 被 积 函 数 F( 全 导数 的 函数 ( 表 
内 К. 的 表达 式 中 下 的 右上 标 袁 示 郴 数 下 (与 的 导数 的 阶 次 )。 从 表 中 可 以 看 到 т=3,т 
=5 分 别 与 m 一 2,m 二 4 具有 同 阶 的 精度 ,因此 在 实际 计算 中 只 采 几 m= 二 2,4 等 侦 数 阶 的 
Newton-Cotes ЖР, 

由 于 ?个 积分 点 的 Newton-Cotes 积分 构造 的 近似 函数 (ОВ 2 一 1 次 多 项 式 , 因 此 
ма КДУ ЛАН] Newton-Cotes 积分 可 达到 я—1 阶 的 精度 , 即 如 果 原 被 积 函 数 F(E) 是 
n— 1 次 多 项 式 , 则 积分 结果 将 是 精确 的 。 

Newton-Cotes 机 分 用 于 当 被 积 函 数 便 于 等 间距 取样 的 情况 是 比较 人 台 适 的 。 但 是 在 


Каж 等 参 元 和 数值 各 分 auna nA 
有 限 元 分 析 中 ,编制 可 序 计算 单元 内 任意 指定 点 的 被 积 蚂 数值 是 十 分 方便 的 ,因此 不 必 受 
等 间距 分 布 积分 点 的 限制 ,可 以 通过 优化 积分 挟 的 位 置 进 一 步 提高 积分 的 精度 , 即 在 给 定 
积分 点 数 日 的 情况 下 更 合理 地 选择 积分 点 的 位 置 以 达到 得 高 的 数值 积分 精度 。 高 斯 数值 
积分 就 是 这 种 积分 方案 中 最 常用 的 一 种 ,在 有 限 元 分 析 中 得 天 了 广泛 的 应 用 ， 
$ 4.1 Newton-Cotes # + W E X UE 2 t TT 


积分 阶 数 m CT Ст Ст С" Ст С” бі; Р, 的 上 限 
ши > 5 10-1(%-а) Е! (#) 
2 = L " 107#(6—а)* ЕР (6) 
3 7 > + Z 102 (pa) Fr (B 
4 5 а 15 и 2; 10" (в-а FUE) 
3 жа вод д 25 10- (8—a)’ FY (0) 
5 сос вошош TE Él ioa Ene 


2 高 斯 积分 
在 此 积分 方案 中 ,积分 点 扣 不 是 等 间距 分 布 。 积 分 点 的 位 置 由 下 述 方 法 确定 :首先 
ENX n IK Z I zk P (ë) 


р = (€—8)(6— E)E) = сее) (4,5.13) 
j=l 
髓 由 下 列 条 件 确 定 xn 个 积分 点 的 位 置 
|ЕРСФАЕ = о (i= 0 от 1) (4, 5. 14) 


HUL ЕКА, РОБИТЕ. 

(1) 在 积分 点 上 РК) =0, 

(2) 多 项 式 PC 与 侣 , 介 , 癌 ,…,&" i! 在 tas 如 域内 正 交 。 由 此 林 见 为 个 积分 点 的 位 
ЕС я KERA PORRER DAI EE, E e Ee ! 相 正 交 的 条 件 所 决定 的 ， 


tH. Вр £ 是 方程 | ера = 0 В) ВЕ „ЗА Вр г--0, 1 ,"". . |, 
ERAR ЕСЕ) пу H 2-1 次 多 项 式 KORAN, R 


т 


т—] 
WE = УРЕ) + DREPE) (4, 5, 15) 
г== 0 


t=- l 


用 | ёа ка tas yaaa, 5. 14) 式 , 则 仍 得 到 和 (4.5.9) 式 在 形式 上 相同 的 


А 
м... %1% ЖАЙА 


结果 
п рр " 1 b 
| F (Sy de 一 >| е PCB FUES de + Sef EP(EdE+R 
а |=1 =d 0—4 а 
=> HF(&)+R (4.5.16) 
=] 
21 其 中 
Б 
Н, = | (фа (4.5.17) 


应 该 指出 ,高 斯 积分 的 (4.5, 16) 式 和 Newton-Cotes 积分 的 (4.5.9) 式 虽然 形式 上 相 
同 ,但 实质 上 是 有 区 别 的 ,区 别 在 于 ， 

(1) 在 高 斯 积分 中 AORE nr 一 1 次 多 项 式 , 而 是 包含 ЕЕ) G= 1.2, п) B (CG = 
0,1,2,“ел- ІҢ 2н 个 系数 的 2w 一 1 ЖЕЛ; 

(2) 积分 尽 和 名 民 王 1,2,…,R) 不 是 等 间距 分 布 ,而 是 由 (4.5.14) 式 所 表示 的 个 条 件 
确定 的 ， 

正 因为 凡人 是 2 一 1 次 多 项 式 , 因 此 个 积分 点 的 高 斯 积分 可 达 2n 一 1 阶 的 精度 。 
ЖАЛАНАШ Ж FOE 2w 一 1 次 多 项 式 ,积分 结果 将 是 精确 的 。 

为 便于 计算 积分 点 的 位 置 所 和 权 系 数 H.J (4. 5.14) 式 及 (4.5.17) 式 中 积分 限 规 
格 化 ,可 令 ae 一 一 1 一 1。 这 样 计算 得 到 的 上 和 口 , 对 于 原 积分 域 (ae, 忆 ,积分 点 的 坐标 和 
积分 的 权 系 数 分 别 为 


a+b а-- | p-a _ 
z Е Ж 7 H, (4.5. 18) 
例 4.1 求 两 点 高 斯 积分 的 积分 点 存 置 及 积分 权 系 数 ， 
二 次 款项 式 为 
PrE) = (Е-ЕЖЕ- Е) 
求 积 分 点 位 置 ， 
| POE dO (=0,1) 
| | 2 
щъ OB, | 一) (4 一 名)d# 一 之 十 2 外 二 0 
当 i 二 1 时 ， | азса 248 +во со 
得 到 的 联 立 方程 为 
1 _ 
лета = 0 
| ë +Š = 0 


求 得 联 立方 程 的 解 是 


第 4 重生 参 元 和 数值 各 分 — 


рв = — 0.577 350 269 189 626 
УЗ 


以 及 积分 权 系 数 为 
1 із т = | Е Ё, __ А | Ё е 
H, = ІК (de H, = | ЕТЕ 245 = | H, = Ww ЧЕ = | 


ка 2 中 列 出 了 对 十 4 一 11) 积 分 域 n=l BJP r a r 2 ЖИМА Н, 的 值 。 
Жа: 高 斯 积分 的 积分 点 坐标 和 权 系 数 


积分 点 数 n 积分 点 坐标 癌 ЖАЛ ЖАЙ H. 

1 “0. 000 000 000 000 000 2, 000 000 000 000 000 
2 +0. 577 350 269 189 626 1, 000 000 000 000 000 
4 +0. 774 596 669 241 483 0,555 555 555 555 556 
D, 000 000 000 000 000 0.888 888 888 888 889 

4 40,861 136 311 594 053 0.347 854 845 137 454 
+0. 339 981 043 584 856 0.652 145 154 862 546 

5 10,906 179 845 938 664 0.236 926 885 056 189 
+0, 538 469 310 105 683 0.478 628 670 499 366 

9. 000 000 000 000 000 0.568 888 888 888 889 

6 450. 932 469 514 203 152 0.171 324 492 379 170 
+0. 661 209 386 466 265 0,360 761 573 048 139 

10,228 619 186 083 197 0. 467 913 934 572 691 


84.2 用 Newton-Cotes 积分 及 高 斯 积分 计算 Ка — r)dr, 并 比较 两 种 积分 的 精 


确 度 。 该 积分 的 精确 解 为 


Ка — ғ) ғ = | 


1 
12 


(1) 两 点 Newton-Cotes 积分 
ЩТ AAE ку<0, r, =3 
积分 权 系 数 H =0.5, H,=0.5 
积分 限 一 a 二 3 
积分 点 上 被 积 商 数值 


误差 к--60,7% 


Fr 一 一 站 = 一 


了 
= 5, 598 865 
ü 


Fira) 一 2 一 3 一 5 


š 
| (2'—r)dr =(b—a)[ НЕ) + H,F0;)J 


=3(0.5 X 1404253525) = 9 


NM жаа 


(2) 三 点 Newton-Cotes 积分 
қ! 
| (2' — rjdr = LOGO + (4961, 328 427) + (1)(5) | = 5.656 854 


13 £= 1. 04% 
(3) 两 点 高 斯 积分 
积分 点 位 置 与 积分 权 系 数 由 (4. 5.14) 及 (4.5. 


š 
| (2' 一 г) ағ = (0. 917 859 8 + 2. 789 164) 
ü 


=5, 560 536 
误差 e= —0, 685% 
由 上 和 例 可 见 , 由 于 优化 了 积分 点 的 位 置 ,高 斯 积分 能 达到 较 高 的 精度 ， 


4.5.2 二 维和 三 维 高 斯 积分 


将 上 一 节 中 讨论 的 一 维 高 斯 积分 用 于 二 维 或 三 维 数值 积分 时 ,可 以 采用 与 解析 方法 
计算 多 重 积 分 相同 的 方法 , 即 在 计算 内 层 积 分 时 ,保持 外 层 积 分 变量 为 常量 。 这 样 , 可 以 
很 简单 地 得 到 二 维 问题 和 三 维 问题 的 数值 积分 。 对 于 二 维 问题 的 积分 


r= | | FC pdedy 
HAT ИЛЕН НАМЕ 
| FE pde = SHEFE, p) 
用 同样 的 方法 进行 外 层 积分 就 得 到 Е 


1=| | FDdéd9 = | унесет у\н, У}Н,Р‹& sn) 


r=] 


-D унн w = PH, FOE, ,nm) (4.5.19) 
其 中 H, ,就 是 一 维 高 斯 积分 的 权 系数 ,nn 是 在 每 个 坐标 方向 的 积分 点 数 ， 如 果 


FẸ, p = Ура бор, H ij < 2 – 1.0004, 5,19) 式 将 能 给 出 积分 的 精确 值 。 
类 似 地 ,对 于 三 维 数 值 积分 , 则 有 


=| | | кеудеа 


PAF 等 参 元 和 数值 积分 


ЫЈ 


-5 Уан, нЕ ср 一 >) Н,,ЕС6.%. 5,0 (4, 5, 20) 
Z] 


т— | =l 1 ніні 


Пи FE pS Уа, „ р", B јот 2п — l M ЕХЪННИНВ НЕ. 

ТЕ КИШЕН, ТАЛЫ Еее РАЗ ЕАУ. ХЕ Жас 
个 不 同 的 芭 标 方向 上 ,可 以 选取 不 同 的 积分 点 数 , 即 可 以 根据 具体 情况 采用 不 同 阶 的 积分 
Ж. 


453 三 维 六 面体 单元 的 Irons ПОС: 


在 有 限 元 分 析 中 ,如 将 被 积 晤 数 FC(&,7, 外 表示 成 Janty EE ijk Е 
时 达到 最 大 值 ,而 是 i 十 j 十 各 N,N 是 某 个 整数 ,因此 可 以 利用 更 为 有 效 的 积分 方案 ， 
Irons 提出 了 一 个 比 高 斯 积分 效率 更 高 的 积分 公式 ,该 积分 公式 直接 写成 一 次 求 和 的 形 
yU ,让 这 里 本 作 详 细 的 推导 ,具有 是 给 出 其 结果 ,关于 三 维 积分 Irons 给 出 的 公式 是 
ер аваас = А,Е‹о,0,0) + В, РС Ь,0,0) + F(6,0,0) + 

Коо, -6,0) + Е(0.6,0) + F(0,0, — b) + F(0,0,b)) + 

СИЕ c, е = e) + Fle, сь — e) + F(— c,c, е) + 

ЕС сос) + Flees, —c) е + Е(сус,с) (СН: 8 Ді); + 

Пу С-а,-а.о-Жа,-а,00--ЕС-а4а.0,- dy + 

F(d.0, — dy + ЕХО, — d, — 4) + СЕ 12 09) (4.5,21) 
式 中 权 系 数 A.B. С, Di 和 积分 点 坐标 b.c d 以 及 误差 均 列 于 表 4.3 中 。 对 于 20 结 点 
等 参 元 ,由 (4,5.21) 式 给 出 的 14 点 积分 方案 基本 上 可 以 达到 27(3X3X3) 点 高 斯 积分 同 
样 的 结 娄 ,所 以 这 种 积分 方案 得 到 广泛 应 用 。 


Ж 4.3 irons 积分 公式 的 权 系 数 和 积分 点 坐标 
积分 点 坐标 


В, =0. 886 426 593 С 80, 795 822 426 


С, =0. 335 180 05% с=-0,758 786 911 
А,:=0,788 073 483 b=0. 848 418011 | 
В, =0. 499 369 002 с><0,652 816 472 

С. =0.478 508 449 41.106 412 899 

Dis =0. 032 303 742 


= RP ПНЖЕЖЕ Е, 


a0 人 


== r= ær = -ғт — mr --- Fr 一 -+ 一 一 


454 二 维 三 角形 单元 和 三 维 四 面 锥 单元 的 Hammer 积分 


在 三 角形 单元 和 四 面 锥 单元 中 ,自然 坐标 是 面积 坐标 和 体积 坐标 ,积分 具有 如 下 
形式 。 


y ГІ Li 
I= | | Е Та Та L, dL, dL, 


ita Ü 


对 于 三 维 积分 ,有 
1 1-І l—La— L] 
I = | | | Fil, ‚1 чи 1л )dL.dL, dL 


ый b 


积分 限 中 包含 了 变量 自身 。Hammer'1 等 导出 了 了 有效 的 积分 方案 。 二 维 三 角形 单元 以 及 
三 维 四 面 能 单元 的 积分 点 位 置 , 权 函数 和 误差 量 级 分 别 鹿 于 表 4, 4 和 表 4. 5。 


Жая 三 角形 单元 的 数值 积分 


ЖЕНД 图 形 ҮЗЕ 积分 点 ”面积 坐标 қа” 
ы. ор кіз 
线性 A R= OCh:) а 了 本 1 
И z 11 4 
I 37676 3 
Б 1 2 1 1 
二 次 NS R= 0) 5 二 ,过 ,到 = 
< 6 3 6 3 
2 3 l 14 2 1 
с 676873 
1 ` 1 1 _ 27 
I a 3 53 3 48 
三 次 A К= ОА) Ь 0.6,0.2,0.2 
SA, е сад) = 
d 0.2,0.2.0, 6 
l 1 1 
2 a 于 ,可 ,村 0,225 000 000 0 
пи < К=О‹л") Ë | ‚В Ж 
(рты. с ти 0. 132 394 152 7 
4 д.д „© 


i _ #4+ 每 参 元 和 数值 积分 三 
续 表 
精度 阶 次 图 形 нЕ ”积分 点 ”面积 坐标 КЕЙ: 
Ë аҙ В «д 
ГА Фо уби и | 0. 125 939 1505 
Е На „> 1; 
其 中 


и =0. 059 715 8717 
8, = 0. 470 142 064 1 
а, =0. 797 426 985 3 
Ё. —0. 101 286 507 3 


Е АЧ СРЕЗ АТЕВ УЕ ЖОЛУ ЕШ 1/2, 
表 4.5 由 面体 单元 的 数值 积分 表 


精度 阶 次 图 形 BE 积分 点 体积 坐标 权 系数 ， 
线性 R= Oh’) а 1,2,2 1 
_— | - 
a 0.8.8.8 4 
А 2,2,8, 8 " 
二 次 Re ОО?) ; ERN + 
d 8,8,8.а + 


а-- 0. 280 410 20 
#--0, 138 196 60 


了 
wan. 


, 1111 24 

4747474 Б 

р d 1 1 1i 9 

276767% 20 

_ l 1 1 1 9 
一 Е- hš ТА аса x Z + НА >= 
К Ост) е 6 "2 6 "6 20 
} 1l 111 9 

е 5757276 20 

, 1111 9 

6 6767172 20 


x 由 半幅 模 体 的 积分 域 涉 及 变 世 自身 , 权 系 数 之 和 应 等 于 1: 6, ЖЕН К КН Ж Ж УЕП 1/5. 


仿照 (4. 5.21) 式 给 出 的 Irons 积分 ,一 维 三 角形 的 Hammer 积分 述 可 以 表示 为 


1 了] L | | | ; 
Ы Ға, Їз „11329411 一 A, FÍ езе 


В a Flaa, bd + Еа. Б.а) + F(b,a,a)) + 
С. F0c,c.ad) -- Кссьа.о) -- Ыса.с.е»? (4, 5. 22) 
ЕДІ ІМ Hammer 积分 可 以 表示 为 


11-5 [1 L.-1.; 
[| | ЕС s Lo L, ЕО аа. 
га 0 п 


1111 
ЗА т? г! В{ЕСКа,Ь,Ь,Ь) 十 Е(в,а,5,6)-Б 
F(b,b,a,b) 十 Fib, бб?) (4.5.23) 


Ж 4.6 和 表 4.7 中 分 别 列 出 了 用 于 (4. ИЕЛЕ: З. ЗОКИ К РА Ру ЯНА 
差 犀 计 。 采 用 上 述 表 达 形 式 可 以 很 方便 地 与 Irons 积分 一 起 编制 统一 的 计算 机 程序 进行 
数值 积分 。 


# 4.6 二 锥 Hammer 积分 的 权 系 数 和 积分 点 坐标 


1 A=l i ` 1/3,1/3,1/3 

3 | В,= 1/3 | a 2 

1 А 27/48 а—1'5,р=3/5 02 3 І 
В, = 25/48 

7 | A, =0. 225 000 000 0 a= 0. 101 286 507 3 5 
В, =0. 125 939 180 5 = 0.797 426 985 3 
Сал-0, 132 394 152 F с-- 0, 470 142 064 1 


4= 0.059 715 8717 
ЖШН ОЯН ЖАРАН 1/2, 
Ж 4.7 = Hammer 积分 的 权 系 数 和 积分 点 坐标 


积分 点 数 | А" 积分 点 坐标 精度 阶 次 
| | A,=1 | 1/4.174,1/4,1/4 


4 | В,=1/4 а= 0. 585 410 20 9 
| = 0. 138 196 60 


— 475 а= 142 P= 176 5 
В. -- 9720 


+ ЖИНА Ж ЛЖ. ИК ЖОЛУ ЕШ 1/6. 


第 4 章 等 参 元 和 数值 各 分 1. 


46 ”等 参 元 计算 中 数值 积分 阶 次 的 选择 


当 在 计算 中 必须 进行 数值 积分 时 ,如 何 选择 数值 积分 的 阶 次 将 百 接 影响 计算 的 精度 
和 计算 工作 量 。 如 内 选择 不 当 , 甚 至 会 导致 计算 的 失败 ，。 


461 选择 积分 阶 次 的 原则 


4. 保证 积分 的 精度 

以 一 维 问题 刚度 矩阵 的 积分 为 例 , 如 果 搬 信函 数 N 中 的 多 项 式 阶 数 为 卫 , 微 分 算 子 
L, 中 导数 的 阶 次 是 闫 , 则 有 限 元 得 到 的 被 积 靖 数 是 25 一 站) 次 密 项 式 ( 对 于 等 参 元 假设 
| 是 第 数 时 3。 为 保证 原 积分 的 精度 ,应 选择 高 斯 积分 的 阶 次 п-ер- m+ 1, W Bi n] 1 38 
确 积 分 至 2p 一 加 ) 十 1 次 多 项 式 , 可 以 达到 精确 积分 刚度 矩阵 的 要 求 。 还 需 指 出 ,由 于 位 
移 有 限 元 所 根据 的 最 小 位 能 原 埋 曰 极 值 原理 , 沁 以 当 单 元 尺寸 不断 减 小 时 ,有 限 元 解 将 
单调 地 收敛 于 精确 解 。 

对 于 二 维 , 三 维 单 元 ; 则 需要 对 被 积 羡 数 作 进 一 步 的 分 析 。 例 如 二 维 4 结 点 双 线 性 单 
元 ,此 的 搬 值 晴 数 中 包含 1. 全 项 ,在 假设 单元 的 | 是 常数 (单元 形状 为 矩形 或 平行 
ДОРА Е МЕНЕ ВЖ ЕР ре МЛ, H -T 3k FLS SC EA 
? 方 问 的 最 高 方 次 为 2, 所 以 要 达到 精确 积分 ,应 采用 2x2 阶 高 斯 积分 。 如 果 单 元 的 
| 天 天 常数, 则 需要 选取 更 多 的 积分 点 。 对 于 一 维 台 结 点 单元 也 可 作 类 羽 的 分 析 。 结 论 
дА ГНЯВ РАШЕВ, ,在 |J 三 常数 条 件 下 ,应 采用 3X3a 阶 高 斯 积分 。 如 果 
媳 天 常数 , 则 需要 采用 更 高 阶 的 高 斯 积分 ， 这 种 向 斯 积分 阶 数 等 于 被 积 函 数 所 有 项 次 
精确 积分 所 需要 阶 数 的 积分 方案 , 称 之 为 精确 积分 或 完全 积分 。 正 如 前 面 已 指出 的 ,在 对 
单元 刚度 拓 阵 进行 精确 积分 的 条 件 下 ,将 保证 当 单 元 尺寸 万 不 断 减 小 时 ,有 限 元 解 单调 地 
ас РТА. 

ІН ЕЕ Е ЗЕНА КУ ААО У ЧЕ Ж. ӨШ ВА ЛШ 
{Н "а IN ВОТ p 来 选取 , 仍 以 上 述 二 维 4 папа л |, ЕЛІН 
值 汀 数 中 完全 多 项 式 阶 数 pp 分别 等 于 1 和 2。 由 完全 客 项 式 所 产生 的 刚度 矩阵 中 被 积 函 
数 侍 为 国 和 Y 方 问 的 最 高 方 次 ,在 | 本 一 常数 条 件 下 为 20 一 四) 二 20 一 1)) 邯 对 上 述 
两 种 单元 分 别 为 0 和 2， 因此 保证 这 部 分 被 积 函 数 积 分 的 精度 ,只 需要 分 别 采 用 1X1 和 
2х2 的 向 斯 积分 ,一般 说 , 即 仍 按 п рт 1 来 确定 积分 方案 。 式 中 p 是 插值 函数 中 
完全 多 项 式 的 方 次 ,m 是 微分 算 子 二 中 导数 的 阶 次 ,二 维 单元 和 三 维 单 匹 分别 采用 аха 
axax 高 斯 积分 来 进行 单元 刚度 甜 阵 的 计算 。 这 种 高 斯 积分 阶 数 低 于 被 积 函 数 所 有 
项 次 精 碳 积分 所 需要 阶 数 的 积分 方案 称 之 为 减 缩 积 分 。 实 际 计算 表明 ;采用 减 缩 积 分 往 
往 串 以 取得 较 完 全 精确 积分 更 好 的 精 庶 。 这 居 由 于 ， 
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(1) 精确 朴 分 常常 是 由 捕 值 熙 数 中 非 史 全 项 的 最 池 方 次 所 要 决 , 而 决定 有 限 元 精度 
的 ,通常 是 党 仿 多 项 式 的 方 次 。 这 些 非 完全 的 最 珊 方 次 项 往往 并 不 能 提高 精度 ,反而 可 能 
带 来 不 好 的 影响 。 取 较 低 阶 的 高 斯 积分 ,使 积分 精度 上 好 保证 完全 多 项 式 方 次 的 要 求 , 而 
不 包括 更 高 次 的 非 完 全 多 项 式 的 要 求 ,其 实质 足 相 当 于 用 一 种 新 的 插值 旺 数 替代 原来 的 
Е РАЖ, А дЕ РС Г ЗОНУ ВЕ. 

(2) ER МУНЫН ЕЖУННУРЯМЛЕИЖНЯ РЕТЕЛ, Дж 
МВ А ЕЗ А ШКЕ ВЕСИ НЕ, ЛАТ ЖИЕН Н ДЙ Б 30 BS RI 
度 有 所 降低 ,因此 可 能 有 助 于 提高 计算 精度 。 

为 外 ,这 种 威 缩 积分 方案 对 于 泛 聊 中 包含 罚 消 数 的 情况 也 常常 是 必须 的 ,用 以 保证 和 
TH РА ЖОН ЛУ А9 Я: РЕ Нар ЖЕТЕСИ, 8.2 节 ) ,否则 将 可 能 导致 完全 重 曲 了 的 结果 ， 

2. 保证 结构 总 刚 彰 矩阵 K 是 非 奇异 的 


求解 系统 方程 Ka 一 P, 要 求 方程 有 解 则 必须 系数 簿 阵 的 逆 和 矩阵 外 -1! 是 存在 的 , 即 在 引 
人 强迫 边界 条 件 后 K 必须 是 非 奇 异 的 。 系 数 和 矩阵 长 非 奇异 的 条 件 是 |KK| 关 0, 或 称 下 是 
满 秩 的 .所谓 秩 就 是 系数 矩阵 中 独立 的 行 ( 列 ) 数 。 如 果 兵 是 N ЖЕЛІНЕ ЖТ КІЛ 
N ,数值 积分 应 保证 长 的 满 秩 , 即 KK 的 所 有 行 ( 列 ) 的 系数 都 是 相互 独立 的 。 和 否则 将 使 求 
ЖЖЖ. 

ХИРА, КІНА 3638 Д. 

(1) ЕРЕН ЖЕНА E 

ды: В- ШАУ 

则 В mink U. КА ВЕ V) (4. 6.1) 
秩 召 束 是 年 阵 下 的 秩 , 它 必然 小 于 最 多 等 于 相 乘 矩阵 中 秩 最 小 者 。 

(2) ЗР ШШ ЖЕЛІЛІ 

ж С-А--В 

ni С КА ВВ (4,6,2) 
ИН ЖИЕ АА | РЎ s ЕТ ЕЖЕН, 

MERKER АК Ж р КЕТИ НАЦИЯ. 41ОЖ 


К° 一 > H,BIDB. ' J. | (4.6.3) 


ЖЕЛЕ p R dx d БЕ, р-а, d 是 应 变 分 量 数 (或 独立 关系 数 )。 对 于 二 维 平 
面 问题 4 三 3, 轴 对 称 问题 4 一 4, 三 维 问题 则 d—=6, ЛЕВ B E qX n ВЕ п, ЖАЙ; 
的 绪 点 自由 眶 数 。 在 一 般 情 况 下 аспу ВИК В= 4. 根据 矩阵 的 秩 的 基本 规则 
《4.6.1) 式 及 (4,6,2) 式 ,可 以 得 到 结论 : 秩 Кп, а, Н п, 是 高 斯 积分 点 数 。 如 果 系 
统 的 单元 数 为 M, 再 一 次 利用 (4. 6. 2) 式 可 得 


_ АЖ ТУЛИЯ 65 
# K < М.п, + а (4,6,4) 

B ЩИ ЕЕЕ КЕ 3 PF А 
M. n, * d > N (4.6.5) 


其 中 六 是 系统 的 独立 自由 度数 ,也 就 是 刚度 矩阵 天 的 阶 数 ， 

(4. 6. 5) 式 表明 ,假如 未 知 场 变量 a 的 元 素数 目 超 过 全 部 积分 点 可 能 提供 的 独立 关系 
数目 , 则 矩阵 天 必然 是 奇异 的 。 

在 实际 计算 中 , 兵 在 采用 减 缁 积分 方案 计算 多 阵 下 时, 才 需要 检查 和 矩阵 其 非 奇 江 的 
必要 条 件 基 和 否 得 到 满足 。 因 为 采用 精确 积分 方案 计算 年 阵 天 时 ,不 仅 矩 阵 K dE Sp ем» 
要 条 件 而 开 它 的 充分 条 件 都 是 恒 被 满足 的 。 这 是 由 于 任何 有 别 于 刚体 运动 的 位 移 模 式 加 
到 一 个 真实 的 结构 系统 上 , 必 将 在 系统 内 产生 大 于 零 的 应 变 能 。 如 果 采 用 精确 积分 方案 
进行 矩阵 K 的 计算 ,实际 上 就 是 对 给 定 离 散 方 案 下 的 应 变 能 а Ka 进行 精确 的 计算 ,而 
a' Ka 总 是 大 于 零 的 ,所 以 下 必然 是 正定 的 ,也 妈 其 是 非 奇 异 的 。 如 果 采 用 减 缩 积分 方 
案 , 情 况 就 不 同 了 ,此 时 到 非 奇异 性 的 必要 条 件 (4, 6, 5) 式 不 是 恒 被 满足 的 ,所 以 首先 
需要 检查 K 非 奇 异性 的 必要 条 件 许 和 否 满 足 。 例 如 图 4.6 所 示 的 一 个 8 结 点 单元 ,在 给 
予 刚 体位 移 约 束 以 后 ,独立 自由 度数 М-2Х8-3-13, WE EH 2х2 Ну 
ИЯ АПЕР К, WJ HJ SE J E K fk M + x, “а _— 
=] X4x 3=12<13, PAER EE KI FRR H 
必要 条 件 (4, 6.5) 式 未 被 满足 ,因此 下 是 奇异 的 ， 
此 时 如 果 求 解 减 缩 积分 方案 形成 的 其 的 特征 秆 
问题 ,可 发 现 它 共 有 4 个 零 特征 值 。 与 其 对 应 的 
特征 位 移 模式 中 除 3 个 刚体 运动 模式 外 ,还 存在 
一 个 有 曾 于 刚体 运动 的 位 移 模式 。 该 位 移 模式 5456 给 定位 移 模 式 下 的 8 结 点 单元 
可 以 表示 为 ， 


— Мү = ма == Шы S мр = ІҢ = чу ==— ти =— 1+ = 1 
1 


— На = Ну — — то = WV; = — 


2 

и; = и = w = 15 = Ü 
И] АЗЕ, ТЕН pR HB Py Ж 2х2 高 斯 点 上 对 应 于 .上 述 位 移 模 式 的 应 变 正 好 等 于 
堆 。 这 时 如 利用 2X2 高 斯 积分 计算 单元 的 应 变 能 , 则 有 


z 
= 


l lh 
|, 2 + DedV -% 2, 2 H, Е ВЕ | J | = >a >» H,BIDB, | J За 


=] j=] 
за { >» > Н„К, ja 一 атка = 0 


т-і у=] 
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其 中 
Е, =E, n) В, = В(2.4)) K, К(2.%) | J |= ab 

a E CREED AMERA H, Er 8 3 60 是 高 斯 点 的 坐标 。 上 式 表 明 通 过 2x2 
积分 计算 得 到 的 单元 刚度 矩阵 其 ЖАНЕ» ХЕНТХЕН ЛТҚ. ІХ 
种 由 于 采用 减 缩 积 分 方案 导致 其 应 变 能 为 零 , 而 自生 有 别 于 刚体 运动 的 位 移 模 式 称 为 零 
БЕЛ. 它 的 存在 将 使 解答 失真 ,甚至 使 求解 无 法 进行 。 因 此 在 实际 分 析 中 ,必须 防止 零 
能 模式 的 出 现 ， 亦 即 在 采用 减 缩 积分 方案 时 ,必须 注意 检查 天 的 非 奇 异性 条 侍 是 否 得 到 
满足 。 

最 后 应 该 强调 , (4.6.5) 式 给 出 的 仪 是 保证 系统 刚度 矩阵 起 非 末 异性 的 必要 条 件 , 这 
是 由 于 所 有 高 斯 点 的 应 变 分 量 所 提供 的 襄 * n, :dd 个 关系 式 可 能 不 是 完全 独 空 的 ,所 以 
在 采用 减 纺 积 分 方案 时 ,即使 (4.6.5) 式 得 到 满足 ,但 系统 出 度 矩阵 下 仍 可 能 是 奇异 的 ， 
这 时 系统 的 解 管 中 可 能 包含 虚假 的 零 能 位 称 模式 。 

保证 系统 刚度 窍 阵 下 非 闸 寞 性 的 严格 证 明 是 求解 系统 天 的 特征 信 间 题 ,如 果 系 统 
不 出 现 对 应 于 除 刚 体 运 动 以 外 位 移 模 式 的 零 特征 信 , 则 系统 起 的 非 奇 异性 得 到 保证 ，。 
除了 通过 求解 系统 特征 值 问题 来 检查 刚度 矩阵 其 是否 奇异 的 方法 以 外 ,通常 还 可 采用 
一 种 比较 简单 ,但 也 是 比较 保守 的 方法 , 即 求解 只 给 予 剖 体 运 动 芍 束 的 一 个 单元 刚度 
矩阵 的 特征 值 问题 ,如 果 此 问题 不 存在 除 刚 体 运动 以 外 的 零 特征 值 , 则 系统 刚度 矩阵 下 
肯定 不 会 出 现 际 刚体 运动 以 外 的 专 特 征 信 。 之 所 以 说 此 方法 比较 保守 ,是 因为 实际 分 
析 的 有 限 元 网 格 中 , 除 聊 恒 运动 芍 训 以 外 ,还 存在 单元 癌 的 相互 约束 以 及 可 能 有 的 其 
他 给 定位 移 边 界 条 件 的 约 昌 ,所 以 一 个 单 开 的 状 ' 是 奇异 的 ,并 本 意味 系统 的 天 就 是 奇 
PEB, 
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如 前 毛 述 ,对 于 一 个 给 定形 式 的 单元 ,如 果 采 用 精确 积分 , 则 插入 函数 中 所 有 项 次 在 
由 | 二 常 数 的 条 件 下 能 被 精 兢 积分 ,并 能 保证 刚度 和 矩阵 的 扩 奇异 性 。 如 果 采 用 减 连 积分， 
因为 插值 函数 中 只 有 完全 多 项 式 的 项 次 能 被 精确 积分 ,因此 需要 进行 刚度 矩阵 非 奇 异 必 
要 涤 件 的 检查。 若 能 通过 检查 , 则 可 以 考虑 采用 减 缩 积 分 方案 ,以 减少 计算 工作 量 , 并 可 
能 对 计算 结果 有 所 改进 ， 

图 4.7 给 出 二 维 4 结 点 和 8 结 点 单元 组 成 的 计算 网 格 。 这 两 种 单元 刚度 矩阵 的 精确 
积分 方案 分 别 是 2X2 和 3X3, 而 减 缩 积分 方案 分 别 是 1X1 和 2Xx2。 现 检查 图 示 的 网 格 
系统 的 刚度 夭 阵 是 否 满 足 非 奇异 性 的 必要 条 件 ， 


аж 等 参 元 和 数值 各 分 022020202020, 


x Нлл ОТЖЕ) 
o 结 点 他 个 日 出 度 ) 


Bi Z; Ш ОЛЯ) 
#7 я СА 4 НРО 个 约束 
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4х2—3—=5]>1х1=3 С -Хх8-3-іЗ>4х3-12 
DE ан 


6х2 3920036 13х2—3=23<8х3=24 
ая 
25 х?--3--47<:16 х3-- 48 652 --3--127<:64 х3-- 192 


图 4,7 汪 维 网 格 系 统 蜀 度 拓 阵 童 异 性 检查 


由 图 可 见 , 在 只 有 刚体 约束 情况 下 ,如 愉 有 … 个 单元 ,这 两 种 单元 的 下 都 是 奇异 的 ;如 网 
格 增加 到 沽 个 单元 ,4 结 点 单元 的 人 仍 是 奇异 的 ,向 8 АНКЕР Т. ЧЕ 
ШІ 16 个 单元 时 ,4 结 点 单元 的 下 也 不 奇异 了 了。 但 是 必须 指出 此 结论 是 根据 
СА, 6. 5) 式 得 出 的 ,而 此 式 给 出 的 仅 是 下 非 奇 异 的 必要 条 件 , 并 非 充 分 条 件 。 实 际 计算 表 
明 , 如 仅 给 以 刚体 运动 约束 ,即使 16 个 4 结 点 单元 组 成 的 网 格 KK 仍 是 奇异 的 。 由 此 可 
所 ,对 于 4 结 点 单元 ,可 能 改善 应 力 结 来 的 减 缩 积分 方案 和 保证 系统 矩阵 非 奇 异 的 最 低 阶 
积分 方案 并 不 一 致 ,这 基 此 单 效 较 少 被 采用 的 原因 之 一 。 而 对 于 8 结 点 单元 ,这 两 种 积分 
方案 是 一 致 的 , 即 在 |Ji 二 常数 情况 下 都 是 2x2 个 积分 点 ,这 也 是 它 能 得 到 普遍 应 用 的 
原因 之 --。 当然 由 于 此 积分 方案 不 能 保证 对 刚度 年 阵 的 精 克 积分 ,因此 也 不 能 保证 有 限 
ОНЕ ЙУ ЕК, 

以 上 讨论 的 原则 和 方法 同样 活用 于 其 他 二 维 单元 和 三 维 单元 。 需 要 补充 指出 的 是 关 
于 单元 形状 是 否 满 足 |J 了 | 一 常数 的 考虑 。 以 上 单元 矩阵 精确 积分 和 喊 绑 积分 阶 次 的 计算 
起 往 |J 了 一 常数 的 条 件 下 进行 的 如果 单 元 形状 不 是 矩形 或 平行 四 边 形 (二 维 情形 ), 正 
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六 曾 体 或 平行 六 面体 (三维 情形 ); 则 | 了 | 半 常 数 , 此 时 积分 阶 次 原则 上 应 予 提 高 ,以 保证 

解 的 精度 。 但 是 实际 计算 绪 果 表明 ,如果 在 划分 阿 格 时 ,形状 不 过 分 扫 贡 , 即 帆 离 | = 

常数 的 条 件 不 远 , 不 增加 积分 阶 次 对 计算 结果 精度 的 影响 在 工程 中 通常 是 可 以 接受 的 。 
848 Жал, РЕН ЕЕЕ Е УЕА) У Е 


单 元 常用 积分 阶 数 最 高 积分 阶 数 
4 结 点 矩形 单元 
4 结 点 任意 四 边 形 单元 
8 结 点 矩形 单元 | 
ЕЕ пу? аха 
8 结 点 曲 边 单元 


Г) 3 3 4х4 
ЖНА JÚ 
О 1 iñ. ú 
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综合 以 上 关于 选择 数 但 积分 阶 次 的 讨论 ,在 表 4.8 中 给 出 了 二 维 四 边 形 等 参 元 刚度 
矩阵 高 斯 积分 的 推荐 阶 次 ， 它 也 可 以 推广 于 一 维 或 三 维 单元 刚度 矩阵 的 计算 。 

附带 指出 ,对 于 采用 面积 坐标 边界 为 直线 的 三 角形 单元 和 采用 体积 坐标 棱 边 为 直线 
的 四 面体 单元 ,由 于 它们 的 插值 函数 中 通常 只 包括 完全 多 项 式 的 项 次 ,在 这 种 情况 下 , 完 
全 积分 和 了 减 缩 积分 的 差别 消失 了 。 积 分 阶 次 的 选择 相对 简单 。 只 要 根据 被 积 函 数 的 方 
次 ,就 可 分 别 从 表 4.4 和 表 4. 5 中 选择 精度 阶 次 和 其 一 致 的 积分 方案 。 
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等 参 儿 在 有 限 元 法 的 发 展 中 占有 重要 的 位 置 ,由 于 它 能 使 局 部 坐标 系 内 的 形状 规则 
的 单元 变换 为 总 体 坐 标 系 内 形状 为 扭曲 的 单元 ,从 而 为 求解 域 是 任意 形状 的 实际 问题 的 
求解 提供 了 有 效 的 单元 形式 。 两 种 坐标 系 内 坐标 的 变换 通常 采用 和 位 移 函 数 相 同 的 插值 
形式 ,依据 坐标 变换 插值 点 数 和 位 移 插 什 点数 的 比较 ,分 别称 之 为 等 参 元 , 超 参 元 和 次 参 
元 。 通 常 应 用 最 多 的 是 两 者 插值 点 数 相 同 的 等 参 元 ， 

等 参 郊 的 玫 达 格式 和 第 2 章 中 已 讨论 的 广义 举 标 有 限 元 表达 格式 原则 上 是 一 致 的 。 
不 同 的 是 位 移 插值 函数 不 必 通 过 较 繁杂 的 计算 得 到 ,而 是 由 前 一 章 讨论 的 构造 搬 值 函数 
的 一 般 方 法 直接 得 到 。 在 单元 特性 矩阵 形成 时 ,为 了 使 等 参 元 的 特性 矩阵 在 规范 化 的 局 
部 坐标 系 内 进行 ,必须 进行 总 体 坐 标 系 内 和 局 部 坐标 系 内 的 导数 ,体积 .面积 ,长 度 等 的 变 
换 以 及 积分 限 的 变换 ,因此 掌握 它们 的 变换 方法 旦 等 参 元 应 用 中 的 重要 环节 。 同 时 为 保 
证 上 述 变 换 能 够 进行 ,必须 保证 等 参 变换 能 够 实现 ,其 基本 点 是 要 保证 单元 的 形状 不 过 分 
扭曲 ,这 在 实际 应 用 中 应 给 予 足够 注意 ， 

守 参 把 应 用 中 另 一 重要 间 题 是 数值 积分 方法 和 阶 次 的 选择 ,虽然 由 于 等 参 元 的 特性 
矩阵 是 建立 于 局 部 坐标 系 的 规则 域内 ,为 数值 积分 方法 的 采用 提供 了 很 大 的 方便 ,同时 高 
斯 神 分 也 已 被 证 实 是 最 方便 而 有 效 的 方法 而 被 广泛 采用 ,但 积分 阶 次 的 选择 仍 是 等 参 元 
应 用 中 需 和 认真 对 待 的 问题 。 本 章 给 出 了 选择 数值 积分 阶 次 的 一 般 原 则 ,并 就 几 种 常用 
单元 形式 的 刚度 矩阵 推荐 了 党 采 用 的 积分 阶 次 。 译 于 板 这 单元 、 非 协调 单元 ,以 及 用 于 非 
线性 分 析 的 情况 ,单元 矩阵 的 数值 积分 仍 有 一 些 需要 研究 的 专门 问题 ,这 将 在 以 后 有 关 章 
H TAHE. 
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第 1 篇 基本 部 分 


复习 题 


41 HZ ES GH .次 ? 参 单 元 ?” 它 在 有 限 元 法 中 的 地 位 和 作用 是 什么 ? 

4.2 什么 是 坐标 变换 的 雅 可 比 符 阵 和 行列 式 ? 它 代 表 什 么 几何 意义 ? 

43 什么 是 等 参 变换 的 条 件 ” 在 实际 分 析 中 如 何 保 让 此 条 件 的 实现 ? 

44 什么 是 等 参 元 满足 有 限 元 收入 准则 的 条 件 ” 同样 的 条 件 可 理 适 用 于 次 参 和 超 
参 单元 ? 

45 数 全 积分 的 实质 是 什么 ? 同 为 个 积分 点 ;为 什么 Newton-Cotes 积分 是 n 一 1 
阶 精度 ,市 高 斯 积分 具有 2n 一 1 ЖІ? 

46 什么 是 选择 单元 刚度 矩阵 数值 积分 阶 次 的 原则 ?如何 检查 有 所 采 用 的 积分 方案 
是 否 满 足 所 述 的 原则 ? 

4.7 什么 是 刚度 息 阵 的 精确 积分 和 减 纺 积分 ”什么 情况 下 两 者 旦 一 臻 的 ?什么 情 
КЕЛ АЗ-Ж? 

48 什么 是 位 移 的 零 能 模式 ? 在 什么 条 件 下 会 发 生 ? 如 何 检验 它 是 否 存在 和 如何 
防止 它 的 出 现 ? 


练习 题 


41 图 483 所 示 为 二 次 四 边 形 单元 , 斌 计算 Nar 和 aaNsjay 在 自然 坐标 为 
(1/2,1/2)B)J Q KAHA 为 单元 的 边 是 直线 , 叮 用 4 个 结 点 定 交 单元 的 几何 形状 ) 。 

42 AIRA KZE ЛАЙ N от НОМ ау P. 5,2. 0) 87 
数值 。 


б (4,2) 


1(0,0) x 


43 ИНҢИНХНЕВ-ЖНЕЯ ЕНІН J BJ Ел ЕЕЕ ЖІБЕ, 


84% 等 参 元 和 数值 积分 


4,4 ”证 明 棱 边 为 表 线 的 四 和 面体 和 平行 六 面体 的 三 维 单元 的 雅 可 比 拭 阵 是 第 数 售 阵 。 

45 导出 面 ( 体 ) 坐 标的 突 聘 数 的 常用 积分 公式 (4.4.11) 式 、(4.4,12) 式 和 (4, 4, 13) 
式 ( 提 示 : 利 用 了 面 ( 体 ) 积 坐标 之 和 等 于 1 的 关系 消去 被 积 图 数 中 的 一 个 坐标 ,并 注意 积分 
[F FERAE). 

46 利用 面积 坐标 寡 函 数 的 积分 公式 ,导出 6 结 点 三 角形 二 维 单 元 则 度 矩 阵 的 显 式 
表达 式 。 

47 证 明 3 结 点 二 维 单元 经 次 参 变 换 ( 举 标 用 4 点 插值 , 声 函 数 用 3 点 插值 ) 仍 满足 
КОСЕ ЖЕТЕ. 

4.8 证 明 : 若 在 1, 区间 内 的 任意 二 次 ,三 次 曲线 在 二 玉 两 点 和 一 直线 相交 ,由 
曲线 下 的 面积 和 直线 下 的 面积 相等 。( 目 的 证 明 2 点 高 斯 积分 具有 三 次 精度 ) 

49 试 导出 一 维 3 阶 高 斯 积分 点 的 位 置 及 权 系 数 ， 

4.10 二 维 4 结 点 等 参 元 ,在 x,y 坐标 中 单元 各 边 与 坐标 加,y 平行 , 边 长 为 ee， 
确定 下 列 匿 荷 情况 下 的 结 点 载 茶 。 

(1) 在 x 正方 向 有 一 分 布 载 荷 作 用 在 $= 二 1 的 边 上 ,载荷 在 ?一 一 1 为 堆 ; 在 ?一 |1 为 
qa :时 线性 变化 。 

(2) TE =1 的 边 上 作用 有 均 布 载 丙 m ,方向 压 向 单元 ， 

(3) 在 3 正方 向 上 作用 有 均 久 的 体积 力 bo. 

4.11 上 冉 是 8 结 点 等 参 元 时 , 结 点 载荷 问 量 各 是 什么 ? 

4.12 三维 一 次 (3 结 点 ) 和 一 维 二 次 (20 结 点 ) 等 参 单 元 ,在 x,y,z 坐标 中 单元 各 边 
БЕ с ,yy ,2 平行, 边 长 为 a,5,c; 在 4,10 题 的 3 种 载荷 情况 下 (假设 载 苟 沿 上 方向 不 
变 ), 结 点 载荷 向 量 各 是 什么 ? 

413 讨论 下 列 单元 的 减 缩 积分 方案 及 精确 积分 方案 (假定 | 了 | 为 常数 ) 所 需 的 高 斯 
积分 阶 次 ， 检 查 它 们 是 否 满足 刚度 窍 阵 关 的 非 奇 异 的 必要 和 条件, 实际 计算 中 应 各 自 采 用 
什么 积分 方案 ”单元 是 :二 维 二 次 Serendipity 单元 ,三 维 8 结 点 线性 单元 ,二 维 20 结 点 
Кел. 
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第 5 章 有 限 元 法 应 用 中 的 
若干 实际 考虑 


Җ КЄ 


. 建立 有 限 元 计算 模型 应 遵循 的 一 般 原 则 。 

* 米 用 基于 也 小 位 能 原理 的 位 移 元 进行 有 限 元 分 析 所 得 应 力 外 果 的 性 质 肥 其 近似 
性 的 表现 :常用 的 几 种 改善 应 力 站 果 的 方法 。 

+ 子 千 物 方 法 的 特点 ARARAT, 

` 有 限 元 建 横 中 有 效 刊 用 结构 对 称 性 和 周期 性 的 方法 和 实施 步骤 ， 

Wilson 非 协 调 元 的 特点 和 分 片 试验 的 意义 及 实施 方法 。 


51 引言 


通过 前 4 章 的 讨论 ,我 们 已 对 有 限 元 法 的 基本 原理 ,表达 格式 以 及 常用 的 单元 形式 有 
了 基本 的 了 解 ,为 有 限 元 法 应 用 于 实际 问题 的 分 析 , 特 别 是 为 最 常见 的 连续 实体 结构 的 线 
弹性 分 析 提 供 了 必要 的 准备 。 当 人 们 应 用 有 限 元 法 于 实际 分 析 时 ,方便 .快捷 地 得 到 可 千 
的 结果 ,无 疑 是 共同 追求 的 目标 。 因 此 分 析 过 程 的 有 效 性 和 计算 结果 的 可 靠 性 成 为 有 限 
元 方法 的 两 大 核心 问题 。 这 当中 涉及 合理 的 有 限 元 模型 的 建立 ,恰当 的 分 析 方案 和 计算 
方法 的 选择 ,以 及 对 计算 结果 的 止 确 解释 和 处 理 这 样 二 个 方 而 。 其 中 分 析 方 案 和 计算 方 
法 的 选择 贯穿 于 全 书 的 各 章 。 本 章 主要 从 理论 和 方法 角度 讨论 有 限 元 模型 的 建立 和 计算 
结果 的 解释 与 处 理 方面 的 若干 问题 。 

首先 要 讨论 的 是 有 限 元 模型 的 建立 。 这 是 对 一 个 实际 力学 或 物理 问题 进行 有 限 元 分 
析 的 首要 步骤 , 它 的 合理 与 否 对 分 析 的 有 效 性 和 可 靠 性 有 全 局 性 的 影响 。 在 5. 2 节 中 讨 
论 的 是 有 关 模型 建立 中 在 两 个 基本 方面 (单元 类 型 和 形式 的 选择 ,网 格 的 安排 和 布置 应 
予 考虑 的 一 般 原则 。 关 于 模型 建立 中 的 一 些 专门 问题 将 放 在 5. 4—5. 6 节 作 进一步 讨论 ， 

5. 3 节 将 讨论 应 力 计算 结果 的 处 理 和 改善 。 这 是 由 于 最 常用 的 ,也 是 广泛 应 用 于 各 
个 大 型 通用 程序 的 以 位 移 作为 基本 未 知 量 的 单元 (简称 位 移 元 ) 。 从 位 移 经 过 求 导 得 到 的 


PSF 有 限 元 法 应 用 中 的 若干 失 际 寺 让 


应 变 和 应 力 相 对 精度 较 低 ,而 从 实际 的 工程 分 析 的 目的 考虑 ,常常 最 关心 的 是 应 力 计算 结 
果 。 本 节 所 装 论 的 是 在 理论 上 和 弄 清 位 称 元 应 力 结 果 的 性 质 和 特点 的 基础 上 ,如 何 采 用 实 
际 可 行 的 方法 来 处 理 和 改善 应 力 的 计算 结果 ,从 而 使 之 能 较 好 地 满足 工程 实际 的 要 求 , 其 
中 包括 对 计算 误差 估计 和 自 适 记分 析 方 法 的 讨论 ， 

ЖЕ 5.475.686 节 中 讨论 的 内 容 可 看 作对 5.2 节 关 于 有 限 元 模型 讨论 的 补充 和 发 展 ， 
实质 上 都 是 服务 于 -个 目的 , 即 减 少 计算 模型 未 知 量 的 个 数 , 从 而 达到 降低 对 计算 机 系统 
的 要 求 和 提高 计算 效率 的 有 的 。 对 于 大 型 复杂 结构 ,如 果 直 接 对 全 结构 进行 离散 并 建立 
求解 方程 ., 则 方程 的 规模 将 会 很 大 ,以 致 对 计算 机 储存 能 力 的 要 求 很 高 ,而 且 计 算 量 也 会 
很 庞大 。 为 此 :5.4 刷 将 讨论 子 结构 法 的 表达 格式 和 相关 算法 问题 。 此 法 利用 结构 在 构 
千 和 上 玫 何 上 的 特点 ,将 该 结构 分 解 为 耕 干 子 结构 , 先 对 子 结 构 进 行 离散 和 自由 诬 的 减 缩 ， 
然后 冉 集成 ,以 使 结构 总 体 的 求解 方程 的 自由 度 大 大 减少 。5.5 节 将 讨论 结构 对 称 性 和 
周期 性 的 利用 。 由 此 出 发 ,分 析 时 只 需 在 结构 的 一 部 分 上 建立 计算 模型 和 求解 方程 ,再 将 
这 部 分 结 村 的 计算 结果 推广 ,从 而 得 到 整个 结构 的 结果 。 这 类 结构 包 揪 面 对 称 结 枸 、 轴 对 
称 结 构 和 旋转 周期 结构 。 对 于 辅 对 称 结构 还 包括 轴 对 称 载荷 和 非 轴 对 称 载荷 两 种 情况 ， 
对 于 旋转 局 期 结构 还 包括 周期 性 载 茶 和 非 周期 性 载荷 两 种 情况 。5. 6 节 将 讨论 已 在 实际 
分 析 中 被 广泛 应 用 的 Wilson 非 协调 元 。 其 特点 是 在 保持 低 阶 单元 自由 上 度 不 增加 的 情况 
下 ,通过 增加 内 部 目 由 庶 来 提高 单元 的 精度 和 改进 单元 的 性 能 ,但 带 来 了 在 单元 交界 面 上 
不 满足 协调 性 要 求 的 问题 。 因 此 还 简要 地 介绍 了 如 何 检 查 非 协调 元 的 解 是 否 满 足 有 限 元 
收 人 鳅 准 则 的 分 片 试验 方法 ,以 及 使 Wilson 非 协调 元 通过 分 片 试 验 的 -种 简便 方法 。 

有 限 元 法 应 用 中 所 涉及 的 问题 是 多 方 而 的 .而 且 很 多 问题 仍 在 继续 研究 和 发 展 中 ， 
虽然 本 章 所 讨论 的 是 只 限于 采用 实体 单元 进行 线 弹 性 平衡 分 析 的 一 些 问题 ,但 是 从 学 习 
的 德 序 渐进 考虑 ,建议 将 5.1,5.2,5, 3. 1 一 5.3,2 和 作为 基本 内 容 , 而 其 余 各 节 作 为 进 一 
步 选 学 内 容 。 


52 有 限 元 模型 的 建立 

对 一 个 实际 问题 进行 有 限 元 分 析 的 首要 步 又 是 建立 合理 的 有 限 元 模型 。 其 中 最 主要 
的 是 单元 类 型 和 形状 的 选择 ,以 及 网 客 的 安排 和 布置 ， 
5.2.1 单元 类 型 和 形状 的 选择 


1. 单元 的 类 型 


根据 分 析 对 象 的 物理 属性 ,可 选择 辕 体力 党 单元 .流体 力学 单元 .热传导 单元 等 。 在 
国体 力学 单元 类 型 中 ,还 可 根据 对 象 的 几何 特点 ,选择 二 维 、 三 维 实体 单元 , 梁 , 板 .、 吝 结 构 
单元 , 半 无 穷 单元 等 。 由 于 前 几 章 讨论 的 仅 限 于 二 维 ,三 维 实体 单元 本章 的 进一步 讨论 


仍 限于 此 类 单元 ， 

2. 单元 的 形式 

在 第 3 章 的 讨论 中 ,已 知 二 维 , 三 维 实体 单 乞 可 能 条 取 不 同形 状 和 每 种 形状 单元 可 以 
采用 不 同 的 阶 次 及 相应 的 结 点 数 。 例 如 二 维 平 面 问题 单元 形状 可 分 三 角形 和 四 边 形 , 阶 
次 本 分 线性 .二 次 和 三 次 等 。 形 状 选 择 与 结构 构 形 有 关 。 二 和 角形 比较 适合 不 规则 形状 ,而 
四 边 形 则 比较 适合 规则 形状 。 音 元 阶 深 的 选择 与 求解 域内 应 力 变 化 的 特点 有 关 , 应 力 梯 
度 太 的 区 域 , 单 元 阶 次 应 较 高 ,否则 即使 网 格 很 密 也 难 达 到 理想 的 结果 ， 

例 $.1 左 师 问 支 的 悬臂 梁 在 其 右 端 有 两 种 载 苟 情况; (1) ZSE M ER): (2) 受 前 
力作 用 。 如 图 5.1 ЕП, WK L=10em, YE h=- 2сп, Е 5 二 1cm。 ИЖ КН E= 
2. 1x10 МРа,и- 0.3, ЖЖ М--2 000N + ст. BE Jj Р- 3003, ШЖ ГБ КШ А л 
同 密 度 的 网 格 进行 有 限 元 分 析 。 采 用 的 单元 形式 包括 3,6 结 点 的 三 角形 单元 (T3,T6) 和 
4,8,9 结 点 的 四 边 形 单元 (Q4.Q8,Q9)。 典 型 网 格 见 图 5.2。 有 限 元 模型 的 边界 条 件 是 ; 
左 剖 所 有 结 点 4 二 0, 中 性 面 结 点 w==0; 右 端 计 按 线 性 分 布 载 薪 户 ,二 1. 5M, 加 载 ,P НЕМ 


тЕЯЖЖЕДІ р, = —0. 75Р(1— у). 


(а)5Х2 АЛ 


上 


by 5>x |] Pi IE: Нд. 
Нот аруа S 图 5.2 жя E 


表 5.1 给 出 梁 右 端 下 表面 А 点 处 的 最 大 挠 度 值 ww. 的 有 限 元 计算 结果 。 其 中 ,对 于 
每 一 形式 单元 的 第 1,2 Дома тва МЖ Jy P 的 作用 。 为 便于 对 比 ,此 问题 的 弹 
性 力学 理论 解 是 : 对 于 M 作用 情况 ,vs 7.164 X 10 icm; 对 于 了 作用 情况 ,ww = 
7, 422 Х10 сп, 

从 表 5. 1 给 出 的 结果 可 见 ,T3 单元 虽然 在 高 度 方向 划分 了 8 个 单元 ,但 精度 仍 很 差 ， 
АЛЛЕН ЯДА 24.60 24.4%, СМ 单元 的 结果 比 ТЗ 单元 有 
所 改进 ,但 精度 仍 较 差 ,误差 分 别 是 8.9%% 和 和 9.4 。 至 于 76,08 和 as 单元 ,即使 最 稀疏 
的 网 格 , 对 于 本 和 矩 作用 ,能 得 到 和 理论 解 完全 一 致 的 结果 ;对 于 前 力作 用 ,可 以 得 到 非常 接 
近 理 论 解 的 结果 

为 了 对 有 限 元 结果 人 进一步 分 析 , 志 列 出 问题 理论 解 的 应 力 和 位 移 表 达 式 
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(1) “җар Ж M 作用 


J, = ч, с, = г, = 0 
М Е > 
u= py 9 әрі” + ву ) 
(2) ме J РЕД 
_ Р _ __ PriAy | 
б. == yiL zy в, = 0 Т, = zz) y 
СР or. зы Р , Р, 
“© эр 0 00У SEP T s 
了 ar 
v= sgr ЗА г“) zF ш3у ат 
Ж 5.1 EARE Fm 的 计算 结果 іу. 10 іст 


а” [= ра 

1.859 | 7,164 | 7.320 | 4.815 | 4.963 | 7.164 | 7.345 7,345 
7.164 | 7,366 | 5.083 | 5.225 | 7. 164 7. 377 

10х] 7.164 | 7.342 | 5.977 | 6 7.164 | 7.350 


10x2 Í 3.886 | 4.114 7.381 | 6.392 7. 164 7.164 | 7.386 


一 一 


10хё | 5.405 | 5,608 5,524; 


ЖО yk ñ uñ Е НН. ТЗ їл {у Ж 8383 — ҮК 5 4 £ Di zÉ B; 
ARNAT QO AARM Ва ТЗ 单元 增加 了 zy Л]; ТЄ 单元 的 位 移 函 数 为 二 次 完 
全 多 项 式 的 线性 应 力 单元 ;Q8 алу ЖЕР T6 单元 增加 了 ty Ary 非 完 全 三 次 
项 ;Q9 单元 则 较 Q8 ХНТ гу. Җа л {и E 83 ЕБ ЖЗ SEE YS Ж 
对 比 , 不 难 发 现 ,T3 ООД k ННВ bh ЖЕ, Q4 单元 因 增 加 了 ry 项 ,所 以 
较 ТЗ 单元 有 一 定 改进 ,但 因 缺 乏 г у 项 ,精度 仍 较 差 。 而 T6,Q8 和 09 Мале 
矩 作 用 情况 的 位 移 场 ,有 完全 描述 的 能 力 , 因 此 即使 采用 最 稀 硫 的 网 格 , 也 能 得 到 精确 解 ， 
但 对 于 剪 力 作用 情况 ,由 于 缺少 垃 和 y’ 项 ,所 以 计算 结果 和 精确 解 相 比 仍 有 稍 许 差别 ， 
此 例 说 明 在 实际 分 析 中 ,在 单元 形式 选择 和 网 格 划 分 时 ,对 间 题 的 应 力 和 变形 特点 的 把 握 
和 理解 是 必要 的 。 


5.2.2 网 格 的 划分 


1， 网 格 朴 密 的 合理 布置 
在 结构 内 的 应 力 集中 区 域 或 应 力 梯度 高 的 区 域 应 布置 较 密 的 网 格 ,在 应 力 变化 平 组 
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的 区 域 可 布置 较 黎 疏 的 网 格 。 这 样 做 可 以 同时 满足 精度 和 效率 两 方面 的 要 求 。 第 2 # pJ 
2.2 对 具有 中 心 图 和 孔 平 帕 的 应 力 集中 间 题 分 析 时 ,网 格 划 分 就 是 按照 此 原则 布置 的 。 这 
样 做 要 求 分 柯 者 在 分 析 前 ,对 问题 的 应 力 分 布 特点 应 有 基本 的 了 解 。 一 般 情况 下 ,为 了 使 
结果 达到 必要 的 精度 ,可 以 采用 以 下 一 些 措施 : 

(1) 对 于 应 力 王 化 激烈 的 地 区 局 部 加 密 网 格 进行 重 分析 。 这 可 以 在 厌 阿 格 中 进行 ; 
也 可 以 将 高 应 力 区 截取 出 来 进行 网 格 加 密 , 并 将 前 一 次 全 结构 分 析 的 结果 作为 边界 条 件 
施加 下 局 部 加 密 的 网 格 边 界 上 进行 重 分 析 。 后 一 种 方法 称 为 总 体 .- 局 部 分 析 方 法 。 

(2) 采用 日 适应 孝 析 方法 。 即 对 前 一 次 分 析 的 早 果 作 出 误差 估计 ,如 果 误 差 超 过 规 
定 , 册 出 程序 月 动 加 密 网 格 ,或 者 提高 单元 阶 次 后 进行 重 分 析 , 直至 满足 精度 要 求 。 关 于 
误差 估计 和 自 适 应 分 析 , 将 在 本 章 的 5. 3.7 节 中 给 予 简要 的 讨论 。 

2. P W: FN) АУ 

a ERTE. Е ЕНІМ Кл ЕЕ. AS FJ X Ж. ШЕ X [Н] ЕЕЕ z, 
要 的 。3. 3.2 节 中 所 讨论 的 变 结 点 方法 可 以 用 于 不 同 阶 次 单元 之 间 的 过 渡 。 但 同 阶 单元 
下 密 网 格 之 间 的 过 渡 还 党 要 有 专门 的 处 理 方法 。 以 二 维 问题 的 不 同 套 密 划 分 的 四 边 形 单 
元 网 格 为 例 , 通 常 可 以 采用 如 图 5.3 所 示 的 3 种 方案 。 


g— 


(а) 末 呈 形状 不 规则 的 单元 过 流 


(b) ЖИІ АЕ Ф@тИ 


(с) KH Ж r PE ia r aE 
图 5.3 ARRE 2) ОНЕ 
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(1) 采用 形状 不 规则 的 单元 过 渡 ,如 图 5.36a) 所 天 。 此 方案 不 足 之 处 是 可 能 单元 形 
状 不 好 而 影响 局 部 的 精度 , 

(2) 采用 三 角形 单元 过 渡 . 如 图 5.35b 的 所 示 。 不 足 之 处 是 可 能 因 引 人 人 不同 形式 的 单 
元 而 带 来 不 便 。 

(3) 采用 多 点 约束 方法 过 滤 ,如 图 5.3(c 所 于。 单元 (TEL 和 (区 > 仍 都 保持 为 4 
结 点 四 边 形 单 元 (图 中 结 点 2 АЖР OCD AEA Гр Р ТЕЗ КҮН 
协调 , 需 引 人 约束 方程 

= 于 (由 十 页) 


其 中 场 范 数 ”在 撞 性 力 掌 平面 疝 题 中 代表 位 移 w 和 ~。。 引 和 此 方程 的 方法 有 两 种 选择 ， 

D 三 系 统 求解 方程 集成 以 后 ,用 罚 尔 数 方法 (参见 8.2 节 ) 引 入 ,此 方法 是 一 种 近似 
的 处 理 ， 

(2 在 单元 tT》、([) 的 刚度 第 阵 和 载荷 向 量 形成 以 后 ,就 引信 此 约束 方程 ,消去 自由 
BE 各 , 即 它 不 进入 系统 求解 方程 。 此 方法 是 一 种 精确 的 处 理 。 这 两 种 方法 都 需要 在 程序 
Евн, 

如 条 单 元 ( 工 (ПН) DE 8 а ЛЛ а In EE ЕЕ ЯМАН. Е 
可 作为 练习 引 人 必 要 的 约 东 方程 。 

在 实际 分 析 中 ,特别 是 对 大 型 复杂 结构 进行 有 上限 元 离散 时 ,常常 采用 子 结构 方法 .以 
及 利用 结构 的 对 称 性 和 周期 性 ,以 达到 缩减 计算 规模 和 提高 计算 效率 的 目的 由 于 这 两 
个 问题 需要 做 专门 的 讨论 , 故 将 它们 另 列 为 本 章 的 53.4 节 和 5.5 节 。 


5.3 应 力 计算 结果 的 性 质 和 处 理 


应 用 位 称 元 进行 有 限 元 分 析 时 .未 知 的 场 函 数 是 位 移 。 利 用 系统 总 位 能 立 ( 表 示 为 
各 单元 焉 之 和 ,参见 (2, 2. 25) 式 ) 的 变 分 得 到 的 求解 方程 是 系统 的 平衡 方程 。 虽 然 它 满 
是 各 个 绪 氮 的 平衡 条 件 ,以 及 各 个 单元 和 整个 结构 的 总 体 平衡 条 件 ,但 是 从 求解 方程 解 得 
的 则 是 各 个 结 点 的 位 称 值 。 而 实际 工程 问题 所 需要 的 往往 是 应 力 的 分 布 ,特别 是 最 大 应 
旋 的 位 置 和 数值 。 为 此 需要 利用 以 下 公式 由 已 解 得 的 结 点 位 移 算 出 单元 内 的 应 力 。 

e = Ва, g= De = РВа" (5.3.1) 

ЛЕНЕ BEERA N 对 坐标 进行 求 导 后 得 到 的 盾 阵 。 求 导 一 次 ,插值 多 项 式 的 
次 数 就 降低 一 次 。 所 以 通过 导数 运算 得 到 的 应 变 e 和 应 力 o 精度 较 位 移 下 降低 了 , 即 利 有 
以 上 两 式 得 到 的 e Же 的 解答 可 能 具有 较 大 的 误差 。 应 力 解 的 近似 性 表现 在 ， 

(1) 和 单元 内 部 一 般 不 满足 平衡 方程 ， 

(2) 娃 元 与 单 元 的 交界 面 上 鼎力 一 般 不 连续 ， 
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(3) 在 力 的 边界 S, 上 一 艇 也 不 满足 力 的 边界 条 件 ，。 

这 是 因为 平衡 方程 式 和 力 的 边界 条 件 以 及 单元 交界 面 上 内 为 的 连续 条 件 是 汉 函 П, 
的 欧 拉 方 程 ,只 有 在 位 移 变 分 宛 全 任意 的 情况 下 , 欧 拉 方程 才能 精确 地 满足 。 在 有 限 元 方 
法 中 ,只 有 当 单 元 斥 才 趋 于 零 时 , 即 自由 度数 趋 于 无 穷 时 ,村 能 精确 地 满足 平衡 方程 和 力 
的 边界 条 件 以 及 单元 交界 面 上 力 的 连续 条 件 。 当 单元 扩 寸 有 限制 时 , 即 自由 度数 为 有 限 
时 ,这些 方 往 只 能 是 近似 地 答 满 足 。 除 非 实际 应 力 变 化 的 阶 次 等 于 或 失 于 所 采用 单元 的 
应 力 阶 次 ,得 到 的 只 能 是 近似 的 解答 。 因 此 ,如 何 从 有 限 元 的 位 移 解 得 到 较 好 的 应 力 解 ， 
就 成 为 需要 研究 和 解决 的 问题 。 下 面 将 自 先 讨论 位 移 元 应 力 近 似 解 的 性 质 和 特点 ,然后 
介绍 对 应 力 解 进行 处 理 和 改善 的 方法 。 


531 应 力 近 似 解 的 性 质 


1.4.4 节 业 已 指出 用 最 小 位 能 原理 求 得 的 位 称 解 具有 下 限 性 质 。 由 于 近似 解 的 总 位 
能 一 般 总 是 大 于 精确 解 的 总 位 能 ,而 近似 解 的 应 变 能 一 般 地 总 是 小 于 精确 解 的 应 变 能 ， 
因此 ,得 到 的 位 移 解 总 体 上 信人 小 。 但 是 用 以 求 得 的 应 变 和 应 力 解 的 性 质 如 何 呢 ? 
由 1. 4.4 市 中 最 小 位 能 原理 可 知 , 对 干 弹性 力学 问题 ,如 果 位 移 的 精确 解 是 &, 相 应 
的 应 变 和 应 力 的 精确 解 是 e 和 a ,并 有 近似 解 站 全 及 5 ,近似 解 可 写作 
и зи ди, Е - 6 |-дЕ (и), 2 одо (n) (5.3.2) 
根据 (1. 4. 54) 式 并 写成 矩阵 形式 , 则 有 


Па) 一 11 етреау- | my7ay 一 | и! 145 
2 Ју y 5, 
一 + [ еде ТІКЕ + дє av- | (u 4-би) [ду 一 


|. (а + ди) Та 


1 
= 1 | pe бу (атлау | wi THs+ ЛЬ) 


| трде av—| uT уду — | 6uTTdS+ 
ү ғ 5, 


->6Л, 
if бетрӛеду =>5°Д, 
2 дү 
= пад П, Фл, (5.3.3) 
H Р Sp oy ЖӘП,-0. N I; (5.3.3) РИЙ А u ЕРІ n] ЗЕ у 
T, GÐ = M a) + 二 | «-еуме-езу (5.3.4) 


对 于 一 个 具体 给 定 问题 , 它 的 真正 的 总 位 能 [Ca) 是 个 不 变量 ,所 以 求 ПСИ) НУ Л 
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НЫНА Уж Фп, 极 小 信 的 问题 。 将 П„ ЗА ВРАТИТЕ В х 
YE e) = RH (ë „в ) -1 е — e) DÈ — e )dV 


= >| 2-4 —є) (ЕЁ — e )dV (5, 3, 5) 
Ат Межлакюнлеаж, ЧЕЖЕ АЈА, CARR ARRA 


м 


Ка 0) = У) ZG a) Ca —ayay (5.3.6) 


由 (5.3,.3) 式 、(5.3.5) 式 以 及 (5.3,6) 式 可 见 , 求 П, (аА МА НОГА, АЕ ЕНЕВ 
是 求 位 移 变 分 би 所 引起 的 应 变 能 为 极 小 和 值 的 问题 ;从 数学 上 解释 是 求解 应 变 差 值 F —є 
或 应 力 差 值 5 一 a 的 加 权 二 乘 最 小 值 问 题 。 由 此 可 以 认识 应 变 和 应 力 近 似 解 和 5 的 性 

质 , 它 们 是 精确 应 变 s 和 精确 应 力 s 在 加 权 最 小 二 乘 意义 上 的 近似 解 。 近 似 解 应 变 B( 或 应 
и: ) 和 精确 解 应 变 e СОЛ Ло) В ЕА БО ОНЕР, 

从 以 上 结论 可 以 得 到 应 变 解 或 应 力 解 的 一 个 重要 特点 ;应 变 近 似 解 和 应 力 近 似 解 必 
然 在 精确 解 上 下 振 划 .并 在 其 些 点 上 ,近似 解 正 好 等 于 精确 解 , 也 即 在 单元 内 存在 最 佳 应 
力 扎 。 应 力 解 的 这 个 特点 将 有 助 于 我 们 处 理应 力 计算 的 结果 ,改善 应 力 解 的 精度 。 


5.32 ”等 参 元 的 最 佳 应 力 点 


在 上 一 小 节 中 ,已 将 利用 位 移 元 进行 有 限 元 应 力 分析 归 结 为 求 泛 函 X 的 极 小 值 问题 ， 
ШЖ Еш, 


М 


508.0) = >), (ë -а)1сведу = 0 (5.3.7) 


r=] 


M 


SX,u) = >), (L ü— Le)“ D(L ш Ау = 0 (5,3, 8) 


=] 


假如 近似 解 下 是 p 次 多 项 式 ,L 是 mr 阶 微分 算 子 , 令 n=p—m ШЕ Ше Е п 次 多 项 
式 , 为 了 使 上 和 面 商 式 能 够 精确 积分 ,至 少 应 采用 ntl 阶 的 高 斯 积分 。 当 取 n 十 1 阶 高 斯 积 
分 时 ,由 4.5 节 可 知 , 积 分 精度 叮 达 2(a 十 1) 一 1 一 2n 十 1 次 多 项 式 , 也 就 是 该 被 积 函数 是 
2 十 1 次 多 项 式 的 情况 仍 可 达到 精确 积分 。 这 说 明 在 现在 的 情况 于 ,如 果 单 元 变换 雅 可 
比 行列 式 是 常数 ,即使 45. 3. то КО ЛУ о E n+ 1 次 多 项 式 ,数值 积分 仍 是 精确 
的 。 即 数值 积分 式 


м M nel 


>| (Go) CsE dV = У УН, —o Усд8 | 3 |= 0 (5.3.9) 


с= 1 ғ r=] i=] 


是 精确 成 并 的 。 
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若 每 一 单元 中 的 各 高 斯 积分 点 上 5G 二 1,2,，,n 十 1) 的 每 一 分 量 的 变 分 是 独立 的 ， 

土 式 成 并 必须 有 
ё—а = 0 (5.3.10) 

前 面 已 经 论证 了 可 以 是 = 十 1 次 多 项 式 , 所 以 上 式 吉明 在 * 十 1 阶 高 斯 积分 点 上 ,近似 解 
TEURS) n+l 次 的 精度 , 即 可 以 具有 比 F. 自 身 (n 次 和 多项式) 高 一 次 的 精度 ， 

归纳 以 上 讨论 ,可 以 得 到 如 下 结论 :如果 位 称 近 似 解 i 是 p KEMA. 是 т 阶 微分 
AToM EERE я ЛОН а пр-т КЕШ, РО} е ше JÉ a 1 次 多 
项 式 , 则 在 +1 阶 高 斯 积分 点 上 ,近似 解 9 (或 5)} 和 精确 解 s (或 e ) 在 数值 上 是 相等 的 , 即 
近似 解 9 (或 6 ) 在 积分 点 上 具有 比 本 身高 一 次 的 精度 。 称 此 点 为 单元 的 最 佳 应 力 点 , 丸 称 
Имола ВВ ЛА, 

图 5.4 所 示 为 精确 解 s 的 一 假定 的 二 次 变化 曲线 , 当 采 用 二 次 单元 求解 时 ,可 以 得 到 
ERARA EMRE., Æ ”十 1 一 2 高 斯 积分 点 上 ,精确 解 和 近似 解 的 数值 相等 。 


енін 
М ¿A Ei OR 


ЖЕ „ 
ым 
шт 


图 5.4 一 次 应 变 s 与 分 段 线 件 最 小 二 乘 近 做 解 E 


但 应 措 出 ,以 上 讨论 中 假定 了 单元 中 反映 坐标 变换 的 雅 可 比 行列 式 |J 是 常数 ,同时 
也 假定 了 每 个 单元 内 (成 8%) 的 每 个 分 量 的 变 分 是 独立 的 。 所 以 上 述 结 论 只 是 对 结 点 是 
等 间 有 中 分布 的 一 维 单元 是 严格 的 ,而 对 于 二 维和 三 维 单元 则 只 能 是 近似 的 。 在 一 般 情 况 
下 我 们 不 能 判定 精确 解 多 项 式 的 次 数 ,但 是 可 以 得 到 如 下 实用 的 推论 :在 等 参 元 中 ,单元 
H ntl 阶 人 Ca 一 六 一 如 ) 商 斯 积分 点 上 的 应 变 或 应力 近似 解 比 其 他 部 位 共有 较 高 的 精度 , 因 
此 称 tn 十 由 阶 高 斯 积分 点 是 等 参 元 中 的 最 佳 应 万 点 。 图 5.5 给 出 几 种 常用 二 维 单元 的 最 
佳 应 力 点 人 位置。 三 维 单元 也 有 类 似 的 情况 ， 

从 前 面 的 讨论 中 已 知 , 申 位 移 元 得 到 的 位 移 解 在 全 域 是 连续 的 ,应 变 和 应 力 解 在 单元 
内 部 是 连续 的 而 在 单元 间 一 般 是 不 连 续 的 , 即 在 单元 边民 上 发 生 罕 跳 ， 因 此 同一 个 结 点 ， 
由 围 经 它 的 不 同 单元 计算 得 到 的 应 变 值 和 应 力 情 通常 是 不 局 的 。 另 一 方面 在 边界 上 应 力 
解 一 般 地 也 是 与 力 的 边界 条 件 不 完全 符合 。 等 参 元 虽然 在 ntl 阶 高 斯 积分 点 上 的 应 力 
共有 较 蒿 的 精度 ,但 在 结 点 上 计算 得 到 的 上 应力 精度 却 较 益 。 通 常 实际 工程 问题 中 我 们 感 


S$ 有 限 元 法 应 用 中 的 车 二 实际 考虑 тд 


兴趣 的 是 单元 边缘 和 结 点 上 的 应 力 , 因 此 需 对 计算 得 到 的 应 力 进 行 处 理 , 以 改善 所 得 的 结 
Жж. 从 5.3.3 了 7 开始 ,一 直到 5.3.7 市 ,我 们 将 介绍 几 种 应 力 处 理 的 方法 ,可 根据 不 同 要 
求 ,适当 地 选用 。 


插值 函数 中 完全 REAA 捕 值 函数 中 完全 
多 项 式 的 方 次 应 力 精度 阶 次 | 多 项 式 的 方 次 
рт 1 = ] 


最 性 应 力 点 的 
应 力 精 度 阶 次 


图 5,5 ДЖЕН С 型 单元 (m= L BEIER H U ВСА) 
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最 简单 的 处 理应 力 结果 的 方法 是 取 相 邻 单元 或 围绕 结 点 各 单元 应 力 的 平均 值 ， 

1. 取 相 邻 单元 应 力 的 平均 值 

这 种 方法 最 常用 于 3 结 点 三 角形 单元 中 。 这 种 最 简单 而 又 相当 实用 的 单元 得 到 的 应 
力 解 在 单元 内 是 常数 。 可 以 将 其 看 作 是 单元 内 应 力 的 平均 值 ,或 是 单元 形 心 处 的 应 力 。 
由 于 应 力 近似 解 总 是 在 精确 解 上 下 振荡 ,可 以 取 相 邻 单元 应 力 的 平均 值 作为 此 两 个 单元 
合成 的 较 大 四 边 形 单元 形 心 处 的 应 力 。 这 样 处 理 常 常 能 取得 比较 好 的 结果 。 第 2 章 例 
2.2 和 例 2. 3 即 是 采用 此 种 方法 对 应 力 结果 进行 处 理 的 。 取 平均 应 力 可 以 采用 算术 平 
СИ 

平均 应 力 二 二 (单元 O 应 力 十 单元 O 应力 ) 


也 可 以 采用 精确 一 些 的 而 积 加 权 平 均 , 即 


12... 
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平均 应力 二 单元 应 力 x 单元 Ф 的 面积 十 单元 @ 应 力 X 单 元 @ 面积 
单元 (D 面积 十 单元 @@ 面积 
(5. 3.11) 

当 相 邻 单元 面积 相差 不 大 时 ,两 者 的 结果 基本 相同 。 在 单元 划分 时 应 避免 相 邻 单元 的 面 
积 相差 太 多 ,从 而 使 求解 的 误差 相近 ， 

正如 前 面 已 指出 的 ,3 结 点 三 角形 单元 的 最 佳 应 力 点 是 单元 的 中 心 点 ,此 点 的 应 力 具 
有 1 阶 的 精度 (图 5. 5) 。 现 在 的 处 理 方法 正 是 利用 相 邻 两 个 单元 中 心 点 的 应 力 ,线性 插 
值得 到 这 两 个 单元 组 成 的 四 边 形 形 心 处 的 应 力 ,所 以 此 应 力 具 有 较 高 的 精度 。 但 是 从 第 
2 章 例 2. 3 受 压 厚 壁 贺 球 的 应 力 处 理 过 程 看 到 ,应 用 此 法 首先 需要 从 结构 中 截取 出 合 活 
的 单元 条 ,然后 才 可 进行 相 邻 单元 的 平均 和 插值 ,因此 该 方法 不 易 方 便 地 编 和 程序. 

2. 取 围绕 结 点 各 单元 应 力 的 平均 什 


自 先 计算 图 绕 该 结 点 ( 引 周 围 的 相关 单元 在 该 结 点 寻 的 应 力 值 = ,然后 以 它们 的 平均 
值 作 为 该 结 点 的 最 后 应 力 值 rc , 即 


= LD (5, 3. 12) 
其 中 ,1~m 是 围绕 在 i 结 点 周围 的 全 部 单元 。 取 平均 值 时 也 可 进行 面积 加 权 。 
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前 面 已 经 指出 用 位 欧元 解 得 的 应 力 场 在 全 域 是 不 连续 的 ,可 以 用 总 体 应 力 磨 平 的 方 
法 来 改进 计算 结果 ,得 到 在 全 域 连续 的 应 力 场 。 
总 体 磨 平 应 力 方法 就 是 构造 一 个 改进 的 应 力 解 o" ,此 改进 解 在 全 域 是 连续 的 。 改 进 
s 与 有 限 元 法 求 得 的 应 力 解 # 应 满足 加 权 最 小 二 敢 的 原则 。 也 就 是 说 ,它们 使 如 下 泛 
РАННА 


M 
Alo б) = >] zW EVC -воду (5.3.19) 
ғ--1 Р, 


AF МЕЛО s НА КАН АТАНСА. (5. 3. 1) 式 得 到 的 应 力 解 ;a* 是 待 求 
的 应 力 改 进 值 , 它 在 单元 内 的 分 布 也 取 插 值 的 形式 , 即 设 


с: > Ма: (5. 3. 14) 
1 二 1 


其 中 wm 是 等 求 的 改进 后 的 结 点 应 力 值 ,# 是 单元 的 结 点 数 ,N* 是 插值 函数 矩阵。 用 于 
应 力 插 值 的 单元 结 点 可 以 同 寸 求解 位 移 时 的 结 点 ,这 时 应 力 插 值 函数 N; АУ Найн 
ФС N. ;应力 插 值 也 可 采用 与 位 移 播 值 不 同 的 结 点 数 , 例 如 求解 位 移 时 采用 一 次 单元 , 求 
解 应力 改进 值 时 可 用 一 次 单元 。 

Жә” 代入 (5. 3.13) 式 并 进行 变 分 ,并 考虑 到 да 的 任意 性 ,可 得 


第 5 章 有 限 元 法 应 用 中 的 车 于 实际 填写 0/0 Ma 


дА 


- = Ü (i = 1,2,"-,М) 
па 


即 有 


>| (е СМ ау = 0 (t= 1,2, ++, N) (5, 3.15) 
y 


r=] 


式 中 N 是 进行 应 力 磨 平时 全 部 单元 的 结 点 总 数 。(5. 3. 15) 式 是 NX S 阶 的 线性 代数 方 
程 组 ,S$ 是 应 力 分 基数 。 求解 (5. 3,15) 式 可 以 得 到 各 个 结 点 的 应 力 改 进 值 ,再 将 求 得 的 结 
点 应 力 改 进 值 代 人 (5. З. 14) 式 就 可 以 得 到 各 单元 的 应 力 改进 值 。 

ШЫН N; 是 协调 的 ,此 应 力 改 进 解 在 单元 交界 面 上 是 连续 的 ,也 即 在 全 域 是 
连续 的 。 如 果 在 求解 方程 组 (5.3.15) 式 前 已 将 力 边 界 S, 上 的 力 边 界 条 件 引 人 (其 方法 与 
引 人 人 给 定位 移 边 界 条 件 相同 ) , 则 此 应力 改进 解 也 将 满足 力 的 边界 条 件 。 虽然 经 总 体 磨 平 
改进 后 的 应 力 解 o" 在 单元 内 部 仍 不 能 精确 地 满足 平衡 方程 ,但 一 般 地 说 将 较 原来 的 应 力 
解 了 有 所 改善 。 对 于 由 4 个 单元 组 成 的 网 格 ,总 体 应 力 磨 平 示意 图 见 图 5.6. 


= Щщ | 


(а) B Emr ЛП (b) 麻 平 后 的 应 力 
图 5.6 总体 应 力 麻 平 示意 


应 力 总 体 磨 平方 法 的 主要 缺点 是 计算 工作 量 十 分 庞大 。 方 程 组 (5. 3. 15) 的 总 阶 数 为 
NX5, 当 求解 位 移 场 和 应 力 总 体 磨 平时 采取 相同 的 结 点 数 N 时 ,方程 组 (5. 3. 15) 的 总 阶 
数 将 大 大 虫 过 蛛 来 求解 结 点 位 移 时 的 系统 方程 组 的 阶 数 ,这 是 由 于 应 力 分 量 数 S 总 是 大 
于 每 个 络 点 的 位 移 自 由 度数 。 总 体 应 力 详 平时 ,需要 形成 和 求解 这 样 庇 大 的 方程 组 以 及 
需要 耗费 甚至 比 原来 求解 位 移 场 时 更 多 的 机 时 。 实 际 上 采用 这 种 方案 改进 应 力 解 , 相 当 
于 进行 二 次 有 限 元 的 计算 ,一 次 求 位 移 场 ,一 次 求 应 力 场 。 
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为 了 减少 改进 应 力 结果 的 工作 量 , 可 以 采用 单元 应 力 的 书 部 磨 平 。 由 于 沦 函 的 正定 
性 ,全 域 的 加 权 最 小 二 就是 各 单元 最 小 二 彝 的 和 。 述 可 以 考虑 ; 当 单 元 尺寸 不 断 缩减 时 ， 
单元 的 加 权 最 小 二 乘 和 单元 未 加 权 的 最 小 二 乘 是 相当 的 。 因 此 , 当 单 元 足够 小 时 , 磨 平 可 
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以 在 各 个 单元 内 进行 ,好 (5. 3.13) 式 的 泛 函 只 取 一 个 单元 ,并 令 权 联 数 C= 了 ,也 就 是 通过 
{ШТУ Pñ 


Ае ,8) = |, Ека —@)°(в°—д)4У (5.3. 16) 
AE ERR ЛЛ ID не. РАЛИН НА ЛУ Ле 的 插值 表示 , 即 
с = Ума; (5, 3. 17) 
其 中 ga" 是 经 改进 的 婧 点 应 力 , МО ЖОҒЫ ЛЕН ЖЕЖ. ЕАНА(5.3.16) АН 
др Л] 
та: =0 G= 1,22, n) 
则 有 
| (ETN dV =0 CG= 1,2,.,n.) (5.3.18) 


ЕЖЕН о, 为 未 知 量 的 线性 代数 方程 组 ,利用 解析 表达 式 或 高 斯 积分 求 出 各 方程 的 系数 
后 ,可 解 得 r ,进而 利用 (5. 3. 17) 式 可 计算 得 到 单元 内 任何 一 点 的 应 力 值 。 

由 于 采用 了 不 加 权 的 最 小 二 乘 , 在 (5.3.16) 式 中 各 应 力 分 有 量 不 再 克 合 ,因此 按 
(5, 3. 18) 式 磨 平 应 力 相 当 于 将 各 个 应 力 分 量 分 别 磨 平 。 由 此 可 以 只 磨 平 主要 应 力 分 量 或 
我 们 有 兴趣 的 应 力 分 量 , 而 不 一 定 将 全 部 应 力 分 量 都 进行 磨 平 。 例 如 在 实际 问题 中 а, 为 
主要 应 力 , 束 可 以 单独 麻 平 c- 。 这 时 有 


А, - |, о: — 6, ау (5.3.19) 


Ка 是 待 求 的 z 方向 应 力 的 改进 值 ;5 是 原 有 限 元 的 计算 值 ， 


а, = Уо; (5.3.20) 
1-1 
RAG 3, 19) 式 并 变 分 , 则 有 
| (at FIN dV =0 G= 1,2,-. n.) (5.3.21) 


这 时 需求 解 的 方程 组 (5, 3. 21) 只 是 有 限 的 n, 阶 ,不 需 费 多 少 计算 量 就 可 以 很 方便 地 求 得 
с, 在 结 点 的 改进 值 03 。 

对 于 等 参 元 来 说 ,有 了 单元 内 应 力 局 部 磨 平 的 方法 ,可 以 方便 地 利用 精度 较 高 的 高 斯 
积分 点 (最 佳 应 力 点 ) 的 应 力 值 来 改进 等 参 元 结 点 应 力 的 近似 性 质 。 以 二 维 单元 为 例 , 如 
果 是 二 次 等 参 元 ,插值 函数 中 的 完全 多 项 式 是 二 次 , 即 p= 二 2。 对 于 Co WAL т=1. W 
时 р—т11=2, ШЕ 2х2 个 高 斯 积分 点 上 有 限 元 的 应 力 计 算 值 ?有 较 高 的 精度 。 如 果 
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进行 应 力 磨 平时 只 要 求 得 到 4 个 和 角 点 的 应 力 改进 值 ,尽管 在 计算 位 移 时 有 是 8 结 点 二 次 等 
参 元 ,但 进行 应 力 麻 平 时 ,单元 结 点 数 可 只 取 4 个 , 即 用 二 维 双 线性 单 苑 进行 应 力 磨 平 。 
诺 平 时 各 应 力 分 量 妇 别 进行 ,这 时 应 力 磨 平 插值 冰 数 N ”应 采用 双 线 性 图 数 , 即 


= SINI № = FAEDO + ти (5. 3. 22) 
1 l 
+ 
j Ж» : 
2 
4 
3 


НИЕДЕ 
o Пгж ИШЕНЕ, 


图 5,7 “ЕЕЕ 


在 此 情况 下 ,1 个 结 点 上 的 应 力 可 由 高 斯 点 上 的 应 力 外 推 得 到 ,有 即 令 在 ?2X2 高 斯 积 
分 点 上 有 6 一 o“ 。4 个 高 斯 积分 点 的 坐标 ( 见 图 5. 7) 分 别 为 


1 
1 
ІН = —-=) (в) 


将 高 斯 点 坐标 代 人 (5. 3. 22) 式 得 到 等 式 ， 
@| МТУ МСГ) МӘСІ» Ni (I); о 
7 Ni CT) М) МОП) МО! а; 
| Мос» мо» мо» мо (е 9.29) 
ғу ма» МАЙ) МОМ МСМ 
APT ,Gy .503 是 有 限 元 中 已 求 出 的 4 个 高 斯 点 相应 的 应 力 分 量 ;o ‚©; +O; ,0/ ДЕ 
Ж Ии ЛАА Е ЖЕ (5. 3. 22) 式 的 第 二 式 代 人 高 斯 点 坐标 后 的 插值 函数 值 
构成 。 
由 (5. 3. 23) 式 求 递 可 得 
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аг b с bildi 


@ 
а; b 7 
2 | _ а ! (5.3.24) 
бі C b а h С 
а, h c Ба Ty 
其 中 a= 1+ 3 в-- 4 съ Ë (5. 3. 25) 


各 应 力 分 量 均 可 用 (5. 3. 24) 进 行 求 解 。 

(5. 3,21) 式 采用 4 AEF. 3.24) 式 利用 2x2 高 斯 积分 点 应 力 值 外 推 得 到 的 
结 点 应 力 是 相同 的 。 但 使 用 {5.3.24) 式 更 为 方便 。 这 种 改进 结 点 应 力 的 方法 亦 称 之 为 应 
力 播 慎 外 推 。 求 得 改进 的 应 力 结 点 信和 后 ,如 需要 求 单元 内 部 或 其 他 结 点 的 应 力 值 仍 可 按 
(5. 3. 22) 式 进行 计算 , 

对 于 三 维 二 次 单元 ,特有 2x2x2 共 8 个 高 斯 积分 点 上 的 应 力 值 采用 与 二 维 单 匹 相 
类 同 的 线性 外 推 , 即 局 部 应力 渤 平 时 取 8 结 点 线性 单元 进行 播 值 , 可 以 得 到 与 45, 3. 24) 式 
类 似 的 结果 。8 个 结 点 上 的 应 力 改进 值 r (一 1,2,…,8) 可 由 下 列 方程 解 得 : 


бү a b c 6 b c d се|! 
dy Ба бс с В с дй бт 
а: с b a b d c b с! | 
б, Бс Ба с d c 61 Фу 
— (5. 3. 28) 
а; b c d c a b с bll 
а; c b c d b а 5 йу 
с; ас b с с Б 5 öy 
а: са с 6 P с а 2; 
其 中 
п = 5--3У3 p= Y35341 (5.3.27) 
4 4 
2-4/3-1 25-3У% 
c= — d = > 4 


Ана, др", бұ 2X2X2 АА а EH 8 ИЯ АЛУ 27, ВЯМЛА 
编号 见 图 5. 8, 

单元 局 部 应 力 磨 平方 法 简单 ,计算 工作 明 很 小 。 不 过 对 于 同一 结 点 ,从 围绕 它 的 不 同 
单元 经 局 部 磨 平 后 得 到 的 应 力 通 肖 是 不 相等 的 。 可 以 将 不 同 单 元 得 到 的 数值 平均 作为 该 
结 吕 的 应 力 值 。 妨 此 作法 可 对 结果 有 相当 大 的 改进 。 图 5. 9 МЕЖЕ ЕНЕ fj fE HI 
形 就 是 这 样 的 例子 。 该 例 用 4 个 8 绪 点 四 边 形 单元 进行 分 析 。 抄 度 和 轴 向 应 力 的 结 朵 很 


. 
Мы ГЫН 


* HABIB o 
o H Г ДЕНЕН a 


图 5.8 三 维 等 参 元 


好 ,但 中 性 面 上 的 前 应 力 结果 却 在 每 个 单元 内 呈 抛 物 线 振荡 ,这 是 由 于 单元 插值 议 数 中 非 
完全 3 次 项 道成 的 。 此 应 力 的 结 点 值 即使 采用 相 邻 单元 平均 的 方法 也 不 能 改进 。 但 是 利 
用 2X2 的 商 期 积分 引 , 即 此 单元 的 最 佳 应 力 点 处 的 应 力 进 行 局 部 磨 平和 结 点 平均 处 理 
后 ,有 限 元 结果 和 解析 解 完全 一 致 。 


| 
вол Y 
2 


= 


-2X2 疝 斯 积分 点 
图 5.9 Жане E 


应 该 予以 指出 的 是 ,单元 局 部 应 力 磨 平 法 的 主要 缺点 是 仍 未 能 充分 利用 单元 的 最 佳 
应 力 氮 具有 高 一 阶 精 度 的 特性 。 以 上 述 的 8 结 点 四 边 形 单元 为 例 , 在 2X2 的 高 斯 点 上 应 
JRA 2 次 精度 ,但 利用 它 进 行 局 部 磨 平 得 到 的 仍 只 是 双 线 性 的 应 力 。 也 就 是 说 ,通过 应 
力 磨 平 处 理 未 能 使 结 点 处 的 应 力也 具有 2 次 精度 ,对 于 应 力 梯 度 较 大 的 情况 , 结 点 处 应 力 
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结果 的 改善 受到 限制 。 下 一 市 讨论 的 分 片 局 部 应 力 磨 平方 法 则 会 对 此 缺点 有 所 克服 。 


536 分 片 应 力 麻 平 


鉴于 单元 局 部 应 力 麻 平 不 能 充分 利用 最 佳 应 力 点 应 力 具 有 的 高 一 阶 精 度 的 特性 , 同 
时 一 般 不 能 得 到 在 单元 交界 面 上 连续 的 应 力 , 而 总 体 应 力 磨 平 的 计算 工作 量 又 赤 大 ,为 了 
得 到 比 单元 局 部 磨 平 更 好 一 些 的 应 力 结果 而 计算 工作 量 又 不 太 大 ,可 以 采用 分 片 应 力 麻 
平方 法 。 分 片 可 选择 在 实际 工程 问题 最 感 兴趣 的 区 域 ,例如 应 力 集 中 区 域 或 是 需要 专门 
校 炉 应 力 的 区 域 。 

分 片 应 力 磨 平方 法 假设 分 片 内 应 力 的 改进 解 a* 为 多 项 式 形式 , 即 


г 一 Ра (5. 3. 28) 

其 中 ,包含 适当 的 多 项 式 的 项 次 ,aa 是 一 组 待定 前 参数 。 例 如 对 一 维 问题 ,可 设 
Р=[1 z x ++ „| (5.3.29) 
а= а а) ах oo ара | (5.3.30) 


АТ ОЙЫН n [ISR E. EA P hi tu А Е-ЕЛАН ШЫҚ. ЯТ 
IEE, Ж 可 取 一 次 或 二 次 多 项 式 , 此 时 
Р= (1 т y] (5.3.31) 
或 
Р=[1 x у гі ху у] (5.3.32) 
对 于 4.8.9.12.16 АДИ Велт 3.6 结 点 的 二 角形 单元 ,通常 可 取 图 5.10 所 
示 的 单元 分 片 。 对 于 4 结 点 和 3 结 点 单元 ,采用 一 次 多 项 式 磨 平 ,对 于 8.9 结 点 单元 和 4 
结 扣 单元 采用 二 次 多 项 式 磨 平 ,对 于 12 和 16 结 点 四 边 形 单元 采用 三 次 多 项 式 磨 平 ， 它 
们 分 别 和 各 自 单元 最 性 应 力 点 的 应 力 精度 的 阶 深 相 一 致 。 
分 片 磨 平 应 力 改进 解 a* 和 有 限 元 计算 得 到 的 应 力 结果 5 按 最 小 二 锐 原 理 构造 泛 汞 ， 
АЖ ЖИЛЕ. ДЕУ РЕ ПЫЗ ЖАЛУ РЕК 


А(8 уа") = > | (4 — o)? dV 


e=] ?*" r 


-5f (е — Pa Y dV (5. 3. 33) 
式 中 тл НИ ЕЛЖ. 未 知 参数 a жа нян. 这 将 导致 
>| ртрауа 一 >| Рта су (5,3, 34) 
或 表示 成 
са - 4 (5.3.35) 


其 中 
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9 结 点 单元 12.16 结 点 单元 


6 结 点 单 开 


图 5.10 不 同形 式 单元 的 分 片 应 力 磨 平 
A 高 斯 应 办 点 。 ЖЪН ЛИ A © 单元 分 片 的 集合 点 


e= D|, P Pay 


d = > | Prady 


e=] r 


上 述 积 分 仍 按 高 斯 积分 进行 ,取样 点 可 取 在 最 佳 应 力 后 , 国 而 (5. 3. 34) 一 (5. 3. 36) 式 
可 以 表示 为 


(5.3.36) 


> РТ Сх,.у Ple y ша = У: РТО, у) F (z,, yi то, (5.3.37) 


其 中 n=m * пл, ЛР АА S mw ЕЛАНА АЖ. 
从 上 式 可 以 得 到 以 下 求解 方程 ， 
а = е 14 (5.3. 38) 
其 中 


с = > P (=, у.) РС, ДУ, ти 


1=1 


й = УР (х,у) Ë Ca, y и, 


1=1 


i80 第 1 篇。 基本 部 分 


以 上 各 式 是 针对 二 维 问 题 的 。 对 于 三 维 问 题 , 则 坐标 应 表示 威 4z y. z), 
分 片 磨 平方 法 得 到 的 磨 平 后 的 应 力 改进 解 是 单 蕊 片 集 合 点 和 二 次 、 三 次 单 元 处 于 片 
内 的 边 内 鲁 点 及 单元 内 部 结 点 的 应力 (如 图 5. 10 所 示 )。 为 得 到 此 单元 片 边界 上 结 点 的 
应 力 改 进 值 ,还 要 组 成 新 的 单元 片 。 这 时 可 以 得 到 新 的 芋 元 片 集合 点 (在 单元 的 甫 结 点 ) 
和 片 内 的 边 内 及 单元 内 结 点 的 应 力 改进 值 。 对 于 边 内 及 单元 内 结 点 就 会 出 现 两 次 重复 给 
出 应 力 改 进 值 的 情况 ,对 此 结 点 可 采用 两 次 的 平均 值 作为 最 后 的 改进 值 。 

另外 ,对 于 结构 边界 上 绪 点 ,特别 是 结构 的 边界 基点 情 阅 ,单元 片 只 能 简化 取 成 如 
图 5.11 Мж. 


Z 


图 5.11 用 以 决定 边界 结 点 的 单元 分 片 
А 高 斯 应 方 点 + 用 分 片 魔 平 决定 应力 的 半点 О ЛАНИ 
Ві 5.27 ВАТЛАР АТА EJ R ТЕН. WB 8] 5. 12а) жж, СЕ 
ЖИ. ДЕШИ 5.1 ЫРА НЫН, ЖШ BC 和 CD 上 将 解析 解 的 应 力 结果 作 
Ў СИЗ ТЕГІНЕ 13 中 所 示 3 种 不 同窗 上 度 的 9 结 点 单元 组 成 的 网 格 进行 有 限 元 
分 析 , 计 算 后 按 总 体 磨 平 ,单元 磨 平 ,分 片 磨 平 3 种 方法 对 应 力 进 行 处 理 。 


A 30 _„ 
(а) (h) 
图 5. 12 Арун НК ЯҢ rh t BJ zL B; SER ҚҰН 
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= а а -一 а. -一 -14 ша ата 


图 5.13 有 限 元 分 析 的 3 种 不 同 密 度 的 网 格 


&5.2 例 52 问 题 经 不 同 应 力 磨 平方 法 得 到 的 天 点 的 应 力 值 
(a) с, 的 结果 


网 格 or gE а, 
(1) 1. 207 09 1. 203 08 1. 145 67 
(2) 1. 262 93 1. 157 62 1.147 85 
(3) 1. 154 23 1. 152 04 1. 148 02 
ЖИ о, 1. 148 148 1 
(b) о, 的 结果 
网 格 о; oy әу 
(1) —0, 169 072 2-20. 204 736 —0. 146 020 
(2) — 0. 153 742 一 0. 157 871 —0. 148 020 
(3) 一 0. 150 563 -0.152 217 一 0. 148 199 
精确 解 c, --0. 148 148 10 


(с) ry 的 结果 


К г, са, гь 

(1) —0. 215 608 —0 208345 —  —027H172 2 

(2) — 0. 220 427 --0, 219 207 一 0. 222 123 

(3) 一 0. 221 414 —0. 220 897 —0. 222 130 
精确 解 =， 一 0. 222 222 29 


表 5.2 给 出 己 点 (z 一 1.060 660 2,y=1. 060 660 2 8 r=1.5,0—45°)# 3 种 方法 处 
理 后 应 力 改 进 值 和 解析 解 的 比较 。 表 中 下,of Жо” 分 别 是 总 体 磨 平 ,单元 磨 平和 分 片 麻 
平 后 得 到 的 应 力 改进 值 。 从 结果 可 多 ,采用 分 片 磨 平方 法 ,即使 对 于 比较 粗糙 的 网 榜 (1)， 
己 能 得 到 比较 好 的 结果 , 它 优 于 其 他 两 种 应 力 磨 平方 法 对 于 精细 网 格 (3) 的 铺 果 。 


20-2 .ЖФ А ЖР | 


= 一 ох. -4а ал... . 一 上 — — 


最 后 还 需 指出 ,在 分 片 应 力 改进 解 a" 的 表达 式 (5. З. 28) 式 中 可 以 进一步 引入 应 力 的 
平衡 条 件 。 例 如 对 于 二 维 问题 ,分 片 应 力 改进 解 若 假 设 为 二 次 完全 多 项 式 (5. 3. 32) 式 时 ， 
如 引入 应 力 的 平衡 条 件 , 则 平面 问题 的 3 个 应 力 分 量 可 表达 成 

c = a, + ах + asiy + аал? - ату j+ а у? 


в; = bi + bz + by ыа? + блу + a (5. 3. 39) 


А 1 
Try = £) 一 Ёз 2 — аз у 一 тт -一 да TY -一 Lay 


2 

如 果 单 元 分 片 包含 结 枸 中 给 定 外 力 的 进 界 条 件 , 这 时 还 可 将 此 条 件 引 人 人 应力 改 进 解 
的 表达 式 。 在 分 片 应 力 改 进 解 的 表达 式 中 引入 平衡 条 件 和 力 的 边界 条 件 , 可 以 进一步 改 
钴 应 力 计 算 的 结果 。 但 是 由 于 此 时 各 个 应 力 分 晤 是 相互 关联 的 ,不 能 直接 利用 (5. 3. 33) — 
(5. 3. 38) 式 求解 每 个 应 力 分 量 ,而 是 要 将 它们 表达 成 各 个 应 力 分 量 相 互 耦合 的 形式 ,这 样 
做 会 使 计算 量 略 有 增加 。 


9.3.7 误差 估计 和 上 自 适应 分 析 


在 对 一 个 实际 问题 进行 有 限 元 分 析 以 后 ,一 个 很 自然 的 问题 是 所 得 结果 的 精度 或 误 
ЖШ]? 如 果 未 能 达到 精度 要 求 , 亦 即 误差 未 能 控制 在 规定 的 范围 之 内 ,如 何 通 过 精细 化 
网 格 或 提高 单 元 的 阶 次 以 降低 误差 ,使 之 满足 规定 的 要 求 。 下 面 讨论 的 误差 估计 和 自 适 
应 分 析 将 回答 上 述 问 题 。 


1. 21А 
ЕТ Е Н (у ЮУ ШШ ЕН АГЕН и 的 误差 定义 为 
е-ш-й (5. 3.40) 
有 限 元 应 力 近似 解 相对 精确 解 。 的 误差 定义 为 
е. = а — ¿ë Со. 3.41) 
e 的 能 量 范 数 可 以 表示 为 
lel = Па = [| ceay] 
рэ (earedV | (5. 3. 42) 


式 中 方 括号 内 的 积分 表达 式 实际 上 就 是 (5. 3.6)? 式 表示 的 旗 函 yz,a)。 实 际 土 此 式 可 
以 用 于 全 域 ( 即 т 个 单元 的 集合 体 }, 也 可 用 于 个 别 单 元 。 对 于 单元 可 表示 为 


] 
lel. = ||, ZeeaV] 


1/7 
|, (0—79 году | (e = 1,2,--- ,m) (5. 3. 43) 


- 一 


这 样 一 来 ,对 于 一 个 问题 的 有 限 元 分 析 可 以 提出 两 个 误差 指标 和 精度 判断 淮 则 ,它们 是 
7 一 М <7 (5.3.44) 


p ЕЛЕНЕ (5.3.45) 
ей я 


式 中 了 称 为 总 体 误差 指标 ,? 是 规定 的 允许 值 ,总 是 单元 的 误差 指标 ,|‖ e | za 是 单元 应 力 
误差 能 量 范 数 | e || Ман, lu | 是 结构 总 体 的 能 量 范 数 。 | al 的 表达 式 为 


Іші = |, св | = Df өсе АУ] (5.3.46) 


因为 应 力 的 精确 解 是 未 知 的 ,在 实际 分 析 中 ， 可 以 用 经 磨 平 处 理 后 的 应 力 改 进 解 
а” 来 近似 地 代替 , 即 令 


这 样 一 来 , [еж lel. TRARA ETNE E iel A l el. ERE. 
| el =| f етее; av] = >, (е — 9 elo -oay| (5. 3. 47) 


к=] 


=, 142 
IN -||， es Tee: av | - |, aaeoa] (5. 3. 48) 
ШЕ И 则 用 以 下 近似 值 代替 Вр 
Пи! = (# gi: + I ell y” (5. 3. 49) 


其 中 


[н] = (| tegay) 一 (ХІ. Fre5dy) 
EFA elr WEET 
Пе r = yi ЕЛГЕ + | el Ey ДЕ (5.3.50) 
2. 自 适 应 分 析 
每 次 对 于 给 定 网 格 进行 有 限 元 分 析 以 后 , 按 上 一 小 节 讨 论 的 方法 ,检查 系统 和 每 个 单 
元 的 误差 指标 是 否 满足 ,如 果 发 现 
Н>, 或 El (е--1,2,--,т) 
Ші таза не маже, НЫЛ ОНЕ НИМ G R F h 和 提高 
单元 插值 函数 阶 次 户 , 分 别称 为 型 改进 和 型 改进 。 如 果 一 个 问题 的 有 限 元 分 析 , 始 终 
采用 一 种 形式 的 改进 , 则 称 之 为 上 型 或 p 型 自 送 应 分 析 。 加 果 在 前 阶段 的 重 分 析 和 后 阶 
段 的 恒 分 析 中 分 别 采用 上 ЖЖ p 型 改进 , 则 称 之 为 hh-p 型 重 分 析 ， 
(1) А 型 改进 
一 个 给 定 问题 初始 网 格 通常 比较 均匀 ,进行 精度 检查 时 常会 发 现 &(te 二 1,2,'…， 
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ха 
184 __ 51% ЖАР | 


то 18 5] Ш.Х ЖН £ ЖИИ A [6] БСВ ВЛЕ Ж ЖАБ АУРУ 5) BJ 
ын, ЮЕ ES] МГА. 3 Ал А T iu, Е 
新 划分 后 的 单元 扩 寸 可 以 按 以 下 方法 决定 。 

如 果 单 元 插值 函数 的 阶 数 为 p, MERES 


е=и—й-—— ОСА?) 


e 的 能 量 范 数 可 按 下 式 估计 
Пе = с” (5. 3. 51) 
其 中 c ERRER. МЖЖ АЛКО ЖА А.В 
(см = TAE > | 
希望 细 化 后 单元 尺寸 为 iev 时 ,Je 过 1, 则 应 有 
Мы < Мы)? (5. 3.52) 


ERRERA PA S >l 的 单元 按照 计算 出 的 局, 细 分 单元 后 ,需要 重新 形成 网 
格 ,以 保证 单 匹 间 合 理 地 过 法 ,从 而 保证 单元 间 位 移 的 协调 性 。 此 时 通常 采用 专门 的 网 格 
自动 生成 技术 。 在 形成 新 的 网 格 以 后 ,进行 重新 分 析 和 进行 新 的 误差 估计 和 误差 指标 检 
查 , 下 至 满足 规定 的 精度 要 求 为 止 。 

(2) p 型 改进 

对 于 单元 岳 值 国 数 阶 次 р-1--2 的 情况 ,所 组 成 的 网 格 经 过 型 改进 的 重新 划分 以 
后 ,通常 可 使 单元 的 误差 指标 去 比较 均匀 ,但 是 总 体 误差 指标 了 的 降低 有 时 会 受到 限制 ， 
除非 用 非常 精细 的 网 格 , 使 系统 自由 度 大 大 增加 。 这 时 如 果 和 希望 总 体 误差 指标 有 进 一 
FRAKTE RA p 型 改进 是 比较 适合 的 。 由 于 此 时 专 已 比较 均 句 ,p 的 增加 可 以 对 
整个 网 格 的 单元 进行 ,这 样 做 在 算法 处 理 上 也 相对 比较 容易 。 但 是 单元 阶 次 不 应 太 高 , 否 
则 会 使 解 产 生 局 部 波动, 一般 最 多 为 p= 二 4。 如 果 原 网 格 单元 阶 次 为 各 ,总 的 自由 度数 为 
М, ,总 体 误差 指标 为 加 ,p 改进 后 单元 阶 次 为 p; ,总 的 自由 度数 为 N;, 则 总 体 误差 指标 n 
加 按 以 下 方法 估算 ， 


因为 单元 尺寸 反比 于 自由 度数 NN 的 一 次 方 , 即 


h — Мт" (5.3.53) 
其 中 & 是 问题 的 维 数 。 对 于 平面 问题 ,4 一 2; 对 于 空间 回 题 ,a 王 3。 将 二 式 代 信 (5.3.51) 
式 , 则 得 到 
lell < daN- (5. 3. 54) 
其 中 4d 是 正常 数 。 利 用 上 式 , 并 保守 地 假设 在 РУМИ А ІНЕН ОЖ НГ p/a), 
则 从 (5. 3. 46) 式 可 以 得 到 


RSS ARAHRARPHETREFR _ _ _ __ I% 


д. М, а ж. pi 21 
> = (5) ЕЗІН M 
WM pa =2 p= =5% MN p= (2) х5%=1.25%. 
关于 单元 阶 次 疡 增加 的 方法 可 以 采用 3.5 节 所 讨论 的 阶 谱 单 元。 这 样 做 可 以 使 原来 
的 单元 和 结构 刚度 矩阵 保持 不 变 , 从 而 达到 提高 计算 效率 的 目的 。 


5.3015 有 一 荆 形 域 的 平面 应 力 问 题 , 如 图 5. 14 所 示 , 在 世 形 内 和 角 处 存在 应 力 集 
中 ,要 求 分 析 的 总 体 误 差 指 标 721%, 


(а) ДЕ 1,2715 (b) #2, 101 个 单元 (с) 网 格 3. 229 个 单元 
N=252 ң-8.258% №876 n=3.118% N=1940 т=0.634% 


5.14 ГОВОРИ А АЈА re Ж 


(а) {#1,р=2 (b) | 2 
М-120 n=15.0% р=2 М=35% n=4.67% 
р-4 Ме1322 тү=0,97% 


图 5.15 „Юй л-р HAEN 


186 人 
方案 1: 采用 上 六 型 自 适 应 分 析 。 开 始 采用 均匀 网 格 ,单元 是 8 结 点 二 次 四 边 形 单元 ， 
如 图 5. 14(а) Т, ВЕ ?一 8. 258%。 经 过 两 次 五 型 改进 后 ,网 格 如 图 5. 1401) 
和 (c) 所 示 , 总 体 误 差 指 标 分 别 降 至 3.1185 Ж 0. 6347. 
方案 2; 采用 上 -p 型 自 适 应 分 析 。 开 始 采 用 6 结 点 二 次 三 角形 组 成 的 均 洋 网 格 , 如 图 
5. 15(а) жк, ВЖ ЕН 2 5 15,0%。 经 上 型 改进 后 ,网 格 如 图 5,15(b) 所 示 , у= 
4. 67% ,再 经 р ШИШЕ, p= 4,y=0, 97%. 
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在 工程 实际 中 ,特别 是 土木 和 船舶 等 结构 中 ,有 时 利用 子 结构 法 进行 分 析 是 很 有 效 
的 。 例 如 图 5. 16 所 示 为 一 个 四 层 三 器 的 框架 结构 ,其 中 各 跨 的 框架 梁 是 完全 相同 的 。 每 
一 根 梁 上 有 三 个 和 孔 作 为 通过 管道 之 用 。 如 用 通常 的 分 析 方 法 ,离散 有 扎 的 梁 需 要 很 多 的 
单元 和 结 点 。 如 末 采 用 子 结构 法 吓 以 大 量 减少 数据 的 准备 和 输入 ,单元 矩阵 计算 所 及 系 
统 方 程 求解 的 工作 量 , 还 可 以 减少 对 计算 机 存储 量 的 需求 。 可 以 选取 典型 结构 的 一 部 分 
作为 结构 子 块 , 叫 作 一 个 子 结构 。 子 结构 中 也 可 以 再 套子 结构 , 称 为 多 重子 结构 。 
5.17(a) 中 的 带 筷 梁 可 以 处 理 为 一 个 多 重 的 子 结构 。 

第 一 层 子 结构 是 图 5. 17(a) 所 示 的 带 有 3 个 孔洞 的 单 跨 梁 ,12 个 这 样 的 子 结构 和 模 
拟 立 柱 的 其 他 平面 框架 元 件 共同 组 成 图 5. 16 所 示 的 框架 结构 。 如 将 图 5. 17(a) 所 示 的 
于 结构 进一步 划分 为 更 简单 的 元 件 , 则 可 得 到 第 二 层 ,第 三 层 子 结构 如 图 5.17 СЬ)ЖІ (c) 
МЖ. 

各 层 子 结构 中 用 以 和 其 他 子 结构 或 其 他 单元 相 联结 的 结 点 称 为 交界 面 结 点 或 外 部 结 
点 ;其余 结 点 称 为 内 部 结 点 。 例 如 图 5. 17(c) 所 示 第 三 层 子 结构 有 限 元 网 格 划分 如 图 
о. 18(а),Ж 32 个 二 次 单元 105 个 结 点 ,其 中 交界 面 结 点 只 有 16 个 。 内 部 结 点 的 自由 度 
在 子 结构 的 刚度 矩阵 形成 以 后 可 以 凝聚 掉 。 这 样 一 来 第 三 层 子 结构 可 以 看 成 是 16 个 结 
点 的 一 个 超级 单元 ,如 图 5. 18(b) 所 示 。 四 个 这 样 的 单元 可 进一步 递 过 集成 和 凝 但 成 为 
一 个 10 结 点 的 超级 单元 ,这 就 是 第 二 层 的 子 结构 如 图 5. 18(c) 所 示 。 最 后 3 个 这 样 的 单 
元 经 过 集成 和 效 际 ,再 将 端 感 自由 度 进 行 转换 ,可 以 得 到 一 个 2 结 点 的 梁 单 元 作为 子 结 
构 , 如 图 5., 18(d) 所 示 。 实 际 上 它 也 是 一 个 超级 单元 。 

ЖЕ СІНЕН ГЕ ТЕКЕ ЖЕЖ 12 个 。 由 子 采 用 子 结构 方法 ,计算 子 结构 
需要 的 数据 准备 和 刚度 盾 阵 的 计算 只 需要 进行 一 次 ,而 其 余 11 个 相同 形状 的 子 结构 只 要 
输入 交 漠 面 结 点 的 编 车 以 及 表明 子 结构 方位 的 信息 就 可 以 了 。 此 外 ,系统 的 总 自由 度数 
也 大 为 减少 。 因 此 无 论 是 计算 的 准备 工作 还 是 计算 机 的 运行 时 间 都 可 大 基 节 省 ， 

可 以 采用 子 结构 方法 的 几 种 情况 ，; 

(1) 结构 中 可 以 划分 出 多 块 相 同 的 部 分 ,可 取 辑 同 部 分 的 结构 作为 子 结构 ,例如 上 面 


第 5 章 ” 有 限 元 法 应 用 中 的 若干 实际 考虑 ПП. 
所 说 的 框架 梁 。 相 同 的 子 结 构 块 数 越 多 ,计算 效率 越 高 。 

(2) 某 些 结构 中 形状 或 物性 的 变化 只 存在 于 局 部 ,而 其 余部 分 不 变 , 则 可 将 不 变 部 分 
的 结构 划 作 若干 个 子 结构 , 变 化 部 分 划 成 男 外 的 子 结构 。 当 结构 变化 时 只 要 重新 形成 其 
中 变化 部 分 的 于 结构 的 刚度 矩阵 ,而 不 必要 重新 形成 全 结 移 的 刚度 矩阵 ,从 而 提高 了 计算 
效率 。 

(3) 为 提高 大 型 复杂 结构 的 求解 效率 ,可 将 它 划分 为 才 干 子 结构 , 先 凝 诊 掉 各 自 的 内 
部 自由 度 , 然 后 再 集 战 为 总 体 求解 方程 。 这 样 可 使 求解 方程 的 自由 度 总 数 以 及 相应 的 系 
数 矩 阵 的 带宽 和 其 中 的 零 元 京 所 占 的 比例 大 大 缩减 ,从 而 提高 了 计算 效率 。 对 于 动力 癌 
题 ,采用 子 第 构 法 求解 ,可 以 更 显著 地 提高 效率 (参见 第 13 в), 

在 于 结构 方法 的 计算 中 需要 讨论 两 方面 的 问题 , 中 内 部 自由 度 的 凝聚 ; 加 局 部 坐标 
各 总体 坐标 的 转换 。 


图 5.16 四 晨 三 跨 的 框架 结构 


图 5.17 ЖАААТ 
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541 内 部 自由 度 的 凝聚 


在 内 部 自由 度 没 有 凝聚 之 前 , 子 结构 实质 上 是 一 个 具有 相当 案 内 部 自由 度 的 超级 单 
元 。 浆 了 减少 系统 的 总 自由 度 , 在 子 结构 与 其 他 子 绪 构 或 单元 联结 前 ,应 在 该 层 子 结构 内 
将 内 部 自由 度 凝 谷 掉 。 为 建立 准备 凝聚 的 子 结构 的 系统 方程 ,假定 道 过 适当 的 结 点 编号 ， 
使 子 结构 的 刚度 矩阵 以 及 相应 的 结 点 位 移 和 载荷 列 阵 可 以 写成 如 下 分 块 形式 
pa P был) 
К, К. а Р, 
其 中 as Ха ЛЕЗ БАА ру AE а НОЕ ТЕТЕ, НЕЗЕЦХЕНЯАРВ ВО 


PSP 有 限 元 法 应 用 中 的 若干 实际 考虑 二 
成 与 a。 Жа, НЫМ ТА ЕЕ. 
H (5. 4. 1) 式 的 第 二 式 可 以 得 到 
а, = Ki (P, — Ка,) (5.4. 2) 
ЖАҚТАС, 4. PARS- A BE 5 ЖЖ ВОЛЕ 
(Ke — К„К Ка, = Р,— K, K, Р, (5.4.3) 
可 以 简单 地 写成 如 下 的 形式 
Kha, = Р; (5.4.4) 
其 中 К» = К„—К„К!К,„ (5. 4.5) 


P; = Р, — K,.K, `P. 

需要 指出 的 是 从 (5. 4. 1) 式 经 涂 率 得 到 (5. 4.4) 式 并 不 是 按 (5. 4. 3} 式 所 示 的 矩阵 运 
算 进 行 的 ,而 是 按 高 斯 - 约 当 消 去 法 (参见 6. 2. 3 节 ) 进 行 的 。 如 果子 结 枸 方程 (5. 4. 1) 式 
的 阶 数 为 ,下 ;的 阶 数 为 , 则 对 于 这 上 个 自由 度 的 每 一 个 ( 设 它 在 方程 (5.4. 1) 式 中 的 编 
号 为 ЖОЛМЕН ТА. 

© rO PERPA K, ,即使 其 主 元 为 1; 

D 对 第 1~r 一 1 个 方程 进行 反 向 消 元 ,并 使 K = K, =-= K, u, —=0; 

D 对 第 r 十 1~n 个 方程 进行 正 向 消 元 ,并 使 Ki, 二 Kita 二 二 KK 二 0。 

对 于 (C5. 4. 1) 式 ,由 于 下 , 排 在 方程 的 下 方 ,经 上 述 的 大 次 消 元 运算 以 后 可 以 得 到 如 下 


形式 的 方程 , 即 
R. 07 а, Р; 
| | || -| | (5. 4.6) 
К, I а, Р, 
AF K; ,Ps 就 是 (5, 4. ОКФЕНЕНІН ТЕТЫ КИП ЖЕ Hz EE I ЕЕ, Н + 
修正 就 是 (5. 4. DARRER., Ko 及 P; 是 由 子 结构 交界 面 自由 度 转换 到 内 部 自由 度 的 相 
关 秆 阵 ,它们 由 原来 的 相应 矩阵 经 过 了 消去 修正 就 得 到 


P: = КР. 
Қ;; = KK, (5. 4,7) 
ЕС. 4. 2) 陈 中 表示 的 关系 。 在 从 (5.4.6) 式 第 1 式 解 得 a, 以 后 , 代 回 第 2 式 便 可 解 


出 a. 

上 述 计算 过 程 形式 上 是 清楚 可 行 的 ,但 它 要 求 特 定 的 结 点 编号 , 即 每 一 子 结构 交界 面 
结 氮 要 集中 编导 , 这 将 不 利于 得 到 最 小 带宽 ,使 得 机 器 内 存 和 计算 量 不 合理 地 增加 。 因 此 
必须 加 以 改进 。 

我 们 在 子 结构 内 按 最 小 半 带 宽 的 要 求 或 其 他 合理 的 方式 进行 结 点 编号 ,这 时 结构 的 
内 部 结 点 和 交界 面 上 的 结 点 便 不 能 全 部 集中 在 一 起 ,一 般 来 说 可 能 集中 成 若干 段 。 现 以 
a, 和 as 省 分 成 2 段 为 俩 , 子 结构 的 系统 方程 为 


人 


к кез ке” к” а? ро 
кіз кы» ке” кир а.” _ ро (5 4 8) 
ке ко қоз ко» 42 ЕЕ ре ” 
Кк 1213 к? ке» а,” Р? 
通过 前 述 规 定 步 又 的 反问 , 正 问 的 消 元 运算 ,将 内 部 结 点 位 移 а, ПОЛ ЖИВ ЕЕ 
化 为 单位 矩阵 ,方程 45.4.8) 成 为 
І ке” Ü кы” а Р а (1) 
Ü) КО? 0 K; 12: ai” Р; гі» 
Ü ке? 了 к? 1 Ka P #(2} 55. 4. 9) 
Ü Кк? Г) кы» а” ры” 
HEAP AR 2 E B BJ A a E, Вр 
құзға» + K Pat - рио 
(5.4. 10) 
Ка + АГ — ры” 
对 于 内 部 绑 点 位 移 , 它 们 可 由 外 部 结 点 位 称 求 得 , 即 
а” — P+ қоза — Kiai” (5. 4. 11) 


а“ -- Рр; Код 一 Ка 
把 子 结构 看 作 是 一 个 超级 “单元 "时 ,(5.4. 10) 式 可 以 按 一 般 单元 表示 的 形式 为 
Ка = P 


对 于 现在 的 "单元 "有 
K Е КО? K 12 Pp”? | а” 
ши ка Ка? 一 Р; (2) а- а (о, 4,12) 


这 时 似 交 界面 上 的 结 点 自由 度 作 为 与 其 他 单元 联结 的 “单元 ”自由 度 , 而 全 部 内 部 自由 度 
都 已 凝聚 。 在 由 系统 求 得 交界 面 自由 度 后 ,区 到 子 结构 内 部 ,利用 (5.4.11) 式 分 别 求解 各 
子 结 构 的 内 部 结 点 自由 度 。 

Маза 分 段 更 密 一 些 时 ,也 按 上 述 原则 处 理 。 但 分 段 不 宜 过 多 ,否则 将 导致 凝聚 的 
不 方 使 ， 
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在 图 5,17(b) 所 示 二 维 平面 内 的 结构 中 , 子 结构 中 ,名 ,名 ,虽然 大 小 形状 相同 ,但 
方位 却 各 不 相同 。 背 每 个 于 结构 都 取 图 5. 18{b) 所 示 的 局 部 坐标 系 ozy, 则 它们 对 于 局 
部 坐标 系 的 子 结 构 的 刚度 矩阵 是 相同 的 ,只 需要 计算 一 次 。 但 是 由 于 结构 中 一 加 构成 的 
上 一 层 子 结构 ,如 图 5. 18(c) 所 东 的 第 二 层 子 结构 的 总 体 坐 标 OXY 与 子 结构 中 ~ 四 的 局 
部 坐标 олу 的 方向 是 不 同 的 ,因此 在 集成 第 二 层 子 结构 前 需 进行 必要 的 坐标 转换 。 如 在 
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--- --- а -- т-- --- --- --- s ғ: ала 


Там ЕМЕН А Е ТЕ ГАЛАА Ж осу 中 为 a;, 在 上 一 层 子 结构 (现在 是 
第 二 屋子 结构 ) 或 结构 的 总 体 坐 标 系 ОХУ 中 为 本 ,两 者 之 间 的 转换 关系 为 

а, = Ай, (5. 4.13) 

д 
其 中 А = ғ 
Q 
А” 

六 ”表示 第 s T T š5 58 By аА ЕНЕМЕ ЕЕ-ЕТЕЕШ а Ж 
АКА КАНЕ. УА БА” 的 个 数 就 是 第 * 个 子 
纺 构 交界 面 上 的 结 点 数 ( 亦 称 外 部 结 点 数 )。 对 于 一 
艇 情况 ,假设 局 部 坐标 系 的 工 轴 与 上 一 蛙 子 结构 或 总 
体 坐 标 系 的 XX 轴 夹 角 为 名, 局 部 坐标 系 的 y 轴 与 上 一 
层 子 结构 或 总 体 坐 标 系 的 了 轴 夹 角 为 8,, 夹 角 以 天 ,Y 
逆 时 针 转 到 х,у 的 角度 为 正 , 见 图 5.19, ШЕ TE 


БЕД" 为 | 
¿x Ë 
{s} — 
À К | (5.4.14) 
APERE GR AAAA. , 
Ё 5, 17(by 中 4 个 子 结构 的 局 部 坐标 系 与 上 发 子 Msi 局 部 坐标 和 总体 坐标 
结构 图 5. 18(c) 中 的 总 体 坐 标的 夹 划 分 别 为 ， 之 间 的 美 系 


对 子 结构 四 0 (0.),=(0),=0 

РАНО  (#),=0°,(0,),=180° 

ТАО) (0, ), =180°,(0,), = 0° 

对 子 结构 @ (0,),=(0,), 180° 
因此 它们 的 坐标 转换 矩阵 分 别 为 ， 


w- |, > e= |. °] 
0 1 0 一 1 


—1i 0 —1 0 
а= [7 s = |, BA 
ОПАЛА ЕЕ РЕА 后 ,对 子 结构 的 K; TI Р; 应 作 如 下 变换 
КАТКА (5, 4. 15) 
Р = АТР; 
K 和 P 就 是 子 结构 经 内 部 自由 度 凝 聚 并 转换 到 上 一 层 子 结构 或 结构 的 总 体 坐 标 中 的 刚 
BE SE ЕЖЕН к, S fa ЭП] EE , 


rr a — 一 -т- — - 


2 
变换 后 可 作 子 结构 的 集成 ,这 个 集成 过 程 和 一 般 单元 一 样 , 每 个 子 结构 的 作用 和 一 个 
普通 单元 一 样 。 若 是 多 层 子 结构 则 每 层 都 需 自 由 度 奖 素 和 坐标 转换 ,然后 集成 ,再 自由 度 


MR Ва ГА. 
关 手 三 维 空间 的 坐标 转换 原则 上 和 上 述 的 平面 内 坐标 转换 类 癌 ,具体 可 和 参见 9.4 в. 


5.5 结构 对 称 性 和 周期 性 的 利用 


工程 实际 中 ,很 多 结构 具有 对 称 性 和 周期 性 。 如 能 恰当 地 加 以 剩 用 ,可 以 使 结构 的 有 
限 元 计算 模型 以 及 相应 的 计算 规模 得 到 缩减 ,从 而 使 数据 准备 工作 和 计算 工作 量 大 幅度 
地 降低 。 实际 上 前 一 节 在 建立 图 5.16 所 示 框 架 绩 构 的 有 限 元 模型 时 ,就 已 和 用 了 结构 的 
对 称 性 和 周期 性 的 特点 ,将 结构 分 成 不 同 层 次 的 子 结构 , 从 面 使 建立 结构 总 体 刚 度 矩 阵 的 
工作 量 得 到 迪 减 ,并 使 总 体 求 解 方程 的 自由 户 大 量 减 少 。 本 节 讨 论 的 是 利用 结构 的 对 称 
性 和 周期 性 ,使 计算 模型 和 求解 规模 得 到 缩 碱 ,而 不 需 进 一 步 形 成 总 体 刚 度 矩 阵 的 情况 ， 
根据 结构 和 载荷 的 特点 ,可 以 有 以 下 三 种 情况 。 


551 上 共有 对 称 面 的 结构 


在 第 2 章 例 2.2 和 本 章 例 5. 2 中 已 经 见 到 ,对 于 具有 中 心 贺 孔 方 板 在 一 对 边界 上 受 
均匀 拉 伸 问题 ,利用 结构 的 对 称 性 ,可 取 结 构 的 1/4 建立 有 限 元 模型 ,以 简化 计算 。 

对 于 一 般 结 构 和 载荷 情况 ,对 称 性 的 利用 是 ; 如 果 结 枸 对 于 某 1 个 坐标 而 是 对 称 的 ， 
同时 载荷 对 该 对 称 面 是 对 称 或 反对 称 的 , 则 可 取 结 构 的 172 建立 计算 模型 ;如 果 结 构 有 2 
个 或 3 个 对 称 夯 ,同时 载 荷 对 于 它们 是 对 称 或 吕 对 称 的 , 则 可 分 别 取 结 枸 的 1/4 和 1/8 建 
立 计 算 模 型 ， 圣 于 对 称 面 上 的 边 办 条件 可 以 按 以 下 规则 确定 。 

(1) 在 不 同 的 对 称 面 上 ,将 位 移 分 量 区 分 为 对 称 分 量 和 反对 称 分 量 。 语 如 二 维 结构 
在 ox Ги 是 对 称 分 量 ,v ЧИН: ШЕ оу 面 上 ,vw Ж АЖ yE, u 是 反对 称 分 
量 。 对 于 三 维 络 构 , 在 ory 面 上 ,xz о 是 对 称 分 量 ,w 是 反对 称 分 量 等 。 

(2) КРАВА, ЯКИ КО EAR ЕЕ. 

(3) 对 于 问 一 个 对 称 面 ,如 果 载 区 是 对 称 的 , 则 位 移 的 反对 称 分 量 为 零 ; 如 果 载 荷 是 
反对 称 的 , 则 位 移 的 对 称 分 量 为 零 ， 

将 上 述 规 则 用 于 图 5. 20(a) 所 示 的 具有 中 心 贺 孔 算 形 板 的 分 析 。 图 5. 20(b) 是 当 该 
恨 上 下 两 地 种 左右 两 边 作 用 有 均 布 拉力 的 有 限 元 计算 横 型 ( 略 去 板 内 的 网 格 划分 )。 
图 5. 204c) 是 当 该 板 四 边 作 用 均 布 剪 力 的 有 限 元 模型 。 拉 力 对 于 ох 面 和 oy 面 都 是 对 称 
分 量 ,而 剪 力 则 都 是 反对 称 分 量 。 

实际 上 ,对 于 一 般 载 荷 情况 ,如 果 可 以 将 它 分 解 为 对 称 和 反对 称 的 组 合 , 则 仍 可 利用 
结构 的 对 称 性 ,以 威 小 有 限 元 模型 的 规模 。 仍 以 上 述 具 有 中 心 圆 孔 的 答 形 板 为 例 ,如 果 在 


ҥ=0 


т=0 х 


(а) 几何 形状 (Б) И Ум 


и=й х 


(с) ИЗЯВИ 


Ж 5.20 ”中心 癌 孔 矩形 极 受 不 同上 载荷 的 有 限 元 模型 


该 板 两 侧 边 顶部 受 集 中 载荷 P 作用 ,这 时 可 以 将 问题 分 解 为 对 于 oz 轴 对 称 和 反对 称 两 
个 裁 荷 情 次 的 可 加 ,如 图 5. 21(a) 所 示 。 这 样 一 来 , 则 可 用 同样 的 174 网 格 进 行 有 限 元 分 
析 , 计 算 模型 如 图 5. 21(b) 所 示 。 其 中 左边 和 右边 的 计算 模型 分 别 对 应 对 称 和 反对 称 的 


Р Р Р Ë 
е Р 2 2 2 2 
= + 
Р Р Р Р 
2 2 2 5 
(а) 载 厅 分 解 
Р Р 
z 2 
1 F 
Ë жо = 原 问题 
р--П и) С ФЕН (':н=0й ®=0 
tby》 有 有 限 元 计算 模型 


图 5.21 中 心 圆 孔 矩形 板 两 侧 过 顶部 县 集 中 载荷 


和 人 


222 шаа 
载荷 情况 。 两 者 计算 结果 的 友 加 即 为 诛 间 题 的 解答 。 右 过 反对 称 模 型 的 右 下 角 结 点 CC 
Гоо 的 约 东 条 件 是 为 了 防 上 模型 的 刚体 秘 动 。 

图 5. 22(a) 所 示 为 一 柱 形容 髓 接管 或 管道 三 通 , 这 是 机 械 结 构 应 力 分 析 中 上 典型 的 二 
维 结构 , 它 有 两 个 对 称 面 : оту 和 oyx。 通 常 利 用 此 对 称 性 , 取 结 构 的 1⁄4 建立 有 限 元 模 
型 (如 图 5. 22(b) 所 示 ) ,进行 各 种 载 敬 作用 下 的 结构 应 力 分 析 。 例 如 对 于 内 压 载荷 和 左 
在 两 端 受 工 方向 轴 向 力 情况 。 由 于 载荷 对 于 两 个 对 称 面 都 是 对 称 的 ,所 以 在 两 个 对 称 面 
上 ,反对 称 位 移 分 量 应 为 零 , 即 在 ory 面 上 ,ww=0; 在 ovyz 面 上 ,xz 一 0。 再 如 左右 两 端 县 大 
小 相等 方 四 相反 的 综 工 畏 的 扭矩 М, 情况 ,由 于 载荷 反对 称 于 结构 的 对 称 面 ,因此 在 结构 
的 对 称 面 上 ,对 称 的 位 移 分 量 应 为 零 , 即 在 олу Щ Е.н=0 和 w= 二 0; 在 oyz 面 上 ,v= 二 0 和 
Ww 二 0。 此 结构 最 一 般 的 载 疝 情况 是 在 右 端 和 上 上端 各 有 58 个 独立 的 载荷 分 量 , 即 PP, 
P, ,MM,,M,; 左 端的 载荷 是 不 独立 的 ,要 由 整个 结构 的 平衡 条 件 确定 。 这 些 载 苟 情况 
都 可 以 用 1⁄4 的 结构 作为 计算 模型 ,分 别 利 用 对 称 和 反 称 于 олу ШЖ оу 面 的 特性 分 解 
成 4 种 位 移 边 界 条 件 中 的 一 种 或 几 种 进行 分 析 , 然后 琶 加 得 到 最 后 的 解答 。 例 如 


(a) 二 通 结 构 的 几何 形状 和 载荷 梢 况 (b) 1 和 4 的 计算 模型 
i Mp | Ма 
| | 
ра - I еге 
! ! ! f j 
М, -Ma  -ім, -ім, 


(с) ЕЛШЕ Г НЛ 


В 5.27 свещ 
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图 5. 220 а: ТЯ А9 238 иж MI 作用 , 左 端的 一 M: 是 由 平衡 条 件 所 确定 。 此 载荷 
情况 可 以 认为 是 右 端 两 种 载荷 情况 痘 加 而 成 。 右 端 第 1 种 载荷 情况 对 于 结构 的 两 个 对 称 
而 都 是 反对 称 的 ,而 右 映 第 2 种 载荷 情况 对 于 олу 面 是 反对 称 的 ,但 对 于 oyg 面 则 是 对 称 
的 ，。 有 兴趣 的 读者 ,可 参见 文献 L6J 。 


5.5.2 轴 对 称 体 受 非 轴 对 称 载荷 情况 


当 轴 对 称 体 受 非 轴 对 称 载 荷 时 ,将 产生 非 轴 对 称 的 位 称 , 应 变种 应 力 。 因 此 , 它 蚌 一 
个 三 维 问 题 。 拓 所 周知 ,三维 问 题 由 于 绪 点 未 知 量 数 目的 增加 ,计算 时 需 占用 大 量 计算 机 
存 展 ,耗费 较 多 的 机 时 。 现 在 可 以 采用 部 分 离散 的 技术 将 三 维 问题 化 为 若干 个 二 维 问 题 
进行 计算 ,这 将 大 量 地 减少 计算 工作 量 。 

在 前 面 的 章节 中 ,选取 近似 函 数 и- Na 时 ,已 知 的 插值 函数 N 是 求解 问题 的 全 部 独 
立 坐 标的 申 数 ,而 只 是 一 系列 的 待定 常数 。 在 有 些 问 题 中 播 值 函数 作 另 外 的 选择 可 能 
会 更 方便 些 。 例 如 ,在 本 节 中 ,由 于 物体 的 几何 形状 只 是 坐标 +,z 的 函数 , 困 此 可 以 在 =, 
z 域内 进行 离散 ,插值 函数 N 只 是 7 ,z 的 函数 ,而 待定 参数 4 是 9 的 函数 , 即 

u= Ма N=N(r,z) а = а(0) 

TAa 和 a 对 于 8 的 导数 将 出 现在 最 后 的 方程 中 。 在 全 部 离散 中 所 得 到 的 是 一 组 
用 以 确定 待定 常数 的 代数 方程 组 ,而 在 部 分 离散 中 得 到 的 是 一 组 以 8 为 独立 变量 的 常 微 
分 方程 组 。 这 种 在 部 分 独立 变量 的 六 域内 选择 已 知 函 数 的 方法 称 为 部 分 高 散 。 

部 分 离散 较 多 地 应 用 在 涉及 时 间 变 量 的 问题 中 。 这 时 空间 域 豆 是 不 随时 间 t НЕ 
的 。 有 关 时 间 域 的 问题 将 在 第 12 章 及 第 13 章 进 行 讨论 。 在 本 节 中 我 们 将 载荷 .位 称 等 
A O ARRE Fourier 级 数 , 而 在 r,x 域内 进行 有 限 元 的 离散 。 由 于 系统 在 0 方向 的 解答 
本 以 用 标准 的 解析 方法 得 到 ,所 以 这 种 方法 又 称 之 为 半 解 析 法 。 

1. 载 竺 和 位 移 沿 方向 的 Fourier 展开 

轴 对 称 体 的 坐标 、 位 移 分 量 见 图 5.23ta)。 将 作用 在 轴 对 称 体 上 的 任意 载荷 P(r,z， 
O А r,z,8 分 解 为 3 个 分 量 RCGr,z, 闪 ZCr,z, 四 以 及 T(r,z,0) ,并 将 它们 沿 8 方 
m E W, Fourier АЖ, 


L L 
К(к, 1,893 — R,(r,z) + УТЕ, (5, 2)созй + Y R (к, х) зіп 
{=1 {=] 
L 1. 
Z(r,z,0) = Z, (r,z) + 222009,2) соз + 2,2,6» Әзім? (5,5,1) 


了 (rz 的 一 了 Tryg) + ЭТА У ТС дон 
3 式 中 第 -- 项 是 与 8 无 关 的 载荷 部 分 ， (са) 和 ZC) 就 是 通常 的 轴 对 称 载 荷 ， 


-分 


Тот) 使 物体 产生 闻 方向 的 位 称 , 即 扭转 变形 ,因此 它 是 扭转 载荷 .3 式 中 的 第 二 项 
г L ГА 
ХБ, (к, х) сохі, У!2,(ғ,2)соѕій 以 及 > T(r, 2) зіп 使 物体 产生 对 称 于 8 = 0 平面 的 


一 Pr 一 oOo 一 mr га! 


应 力 和 变形 ,简称 这 部 分 载荷 为 对 称 栽 荷 。3 式 中 的 第 三 项 УЗЕ, (е, х) зіп 等 使 物体 产生 
反对 称 于 8 二 0 平面 的 应 力 和 变形 ,简称 为 反对 称 载荷 , 见 图 5. 23(b)。 


(а) РАНЫ AET (b) ИМ ВИК Е 
图 5 23 轴 对 称 结构 


与 载荷 相关 似 , 办 对 称 体 上 任 一 点 的 位 移 wyoyzw 也 可 以 党 8 方向 进行 Fourier 级 数 
展开 , 即 


u(r iz, O) = ыб, х) + X lu lr,z)cos + УЛ, Cr, х) ві 


t=] 


L L 
u (riz 0) = u (r,z) + >a (r, z)cosl0 + Уо, (тук) пий 
t=] 


r=] 


ГА 上 
u(r,z,9) = (гг) + Уон) він + У 0, (г,т)созв 
= | 


. (5,5,2) 
其 中 第 一 项 wlr) ,wolr;z) 是 轴 对 称 位 移 ,w《(r,z) 是 周 向 扭转 位 称 。 第 二 项 是 与 对 称 
载荷 相应 的 与 0— 0 平 而 对 称 的 变形 ;第 三 项 是 与 反对 称 载 荷 相 对 应 的 与 9= o 平面 反对 
称 的 变形 。 
直面 讨论 在 对 称 载荷 二 有 限 元 格式 的 建立 ,反对 称 载 荷 情况 完全 与 之 类 同 。 


Бот AIRA; mH 中 的 若干 实际 考虑 оо 
2. ХАНЫ F ШӨ л 
载 铬 为 对 称 时 ,有 
Г. 
R (к,адсозв 
) ті 
Е( к, 2,0) А 
Pirsz D — |Як. 2,0) | = > Z (r, 2) сові (5.5.3) 
ШЕСЕ Т 
> Tilr,z)singd 
Кот I) XJ FR ДЕ 
Г 
У! шб, х) соз | 
иь.) 7 
tirz = wiray. | = Уу ле, Ос, 2) соѕі (5, 5.4) 
(r. z, 0) 7 
> и тави 
1-1 


ЕВ PR u ТЕТ, РАЯ и КЕ Ва, ВАЕ rn: KI ЕЕК, 05. 5. 4) 起 中 各 
Fourier 展开 项 的 系数 Шу ТЕ, a T 表示 成 单元 内 相应 疑点 人 的 插值 , 即 


т 


u (r z) = > Na Zr = У? Nar uir) = Ума! (5,5,5) 
1-1 【一 上 


r= 


其 中 N, ех RO РЧА ВА Kn ЖЕҢЕДІ шт 是 结 点 i 的 位 移 分 量 ,， 
wou 的 第 /项 宣 氏 级 数 展开 的 贮 值 ,此 时 它们 就 是 待 求 的 基本 未 知 量 。 现 在 (5. 5. 4) 式 
可 以 写成 单元 插值 的 形式 . 即 


1. т 
> Ми соз 


L n 
>; У) N v sind J 


i-l 2—1 
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8. _ 
a! ` | 
а; а; 
ар= |. я 一 
К а; 


则 5.5.6) 式 可 以 表示 成 


u= УМА: МА! < МА Ја 


= > Ма = Ма 
r=] 
саз Ü 0 | 
其 中 А = 0 cos 0 N= IN N 
Ü Ü иі 
在 非 轴 对 称 情况 下 ,弹性 体 在 圆柱 坐标 下 的 几何 方程 是 
60002 
дк 
Әр 
Ep] Az 
Ë и 1 до 
Ep ғ к 28 
£ -- == 
7 ди ди 
Ya, Әт Әк 
N 1 ди ду _— 0 
= к 29 дұ r 
1 дш | де 
| r 98 де 


将 (5.5.8) 式 代入 (5.5. 10) 式 得 到 


其 中 


(5,5,7) 


(5,5,8) 


(5,5,9) 


Со. 5. 10) 


(5.5,11) 
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ам 


3 cosi 0 0 
Г 
0 IN. созі? 0 
Әт 
А сові 0 LN, cosi 
Б 
В! -- (5.5. 12} 
ы si? IN, сай 0 
де сог ðr и 
ЭМ Му, 
— -N sing | 一 一- jsin¥ 
ғ дг 
0 一 LN sin 2 N, sin: 
ғ өт 


(і-1,2.-, и) 
利用 (35.5.3),(5.5.8),《5.5,1]1) 式 以 及 表 1.? — ЕН Б ЕЕ hp, 可 以 按照 
最 小 位 能 诛 理 建立 系统 的 有 限 元 方程 (2. 2. 33) 式 。 出 于 三 角 级 数 的 正 交 性 ,单元 刚度 矩 
阵 呈 块 对 和 化 的 特点 ,各 阶 Fourier 展开 之 间 开 不 耦合 , 即 


К" (= т) 
к" — (втрвчау -1 (5.5.13) 

0 СР = та) 

因此 
"ҚК 

с | | 

К: = | | (5.5.14) 
0 K: 
қ. 


ВЪВ T T BE K* 的 展开 形式 是 
Ki К» е се KA] 
(КІ) = Жо Ни (5. 5. 15) 
称 : 
Кі, 
(5.5, БОЯ KET 353 的 子 年 阵 ; 它 由 下 式 计算 


人 


一 一 —- = т == r= 


K: - | Вв”рв:ау (5.5, 16) 
V 
因此 KK 是 一 个 3nlx3nL 的 对 称 方 阵 。 式 中 dV = -dodrdz,, 
单元 的 载荷 向 量 可 以 表示 为 
Р: 
Р; ІР, 
: P: 
P= | mp: н (5,5.17) 
i М 
: Р: 
P; 


其 中 P ERIS pr Fourie ДЕДИҢ РЕҢ Жр Н. р РН ЕР”, 
对 于 面积 力 


В. (т,хсо 0 Һ,ск.гУ)сов і 
р:- МА" Z (гх)соз rdðds = |N 2, ғалусов 10 | 9 (5.5.18) 
T,Ur,.z)sini? Ti(r,z)sin @ 
йз Ж r,z О ЯВУ КОС. НТ 
Ек, х) 
R,Gr,z)cos2 l я (тя) | (24 1,2,5") 
| Zr gcos {01 dë = Шы (5,5,19) 
| Т, (ғ. х) віт 8 Кг) 
дк б\г.) (4 = 0) 
Ü 
因此 ,(5.5. 18) 式 ( 当 ?一 1, 2 可 以 写成 
Rtr,z) i 
Р! = zj-N， Zryz) | ds (5.5.20) 
Т,(,, ғ) 
当 ! 二 0{ 轴 对 称 载荷 情况 ) 则 有 
Ro (Cr íz) 
NAA (5.5.21) 
0 
同 理 对 于 体积 方 可 以 得 到 : 
К,(к,т) 
Pi= 5, 2. гуа) | drdz (1-1,2) (5.5.22) 


Tiir, z} 
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Ro (r, z) 
Z (r z) 
Ü 

H T-= ff Pq ЛЕЗ ТЕ, ЕБЕЛЕК Fourier 展 并 项 是 互 不 耦合 的 ,对 于 任意 阶 
B| 以 单独 求解 下 列 方程 


Р? 一 | rN, drdz (¿= 0) (5, 5. 23) 
Г] 


Ка, = Р, (5. 5. 24) 
其 中 К“ ,Pa 分 别 是 系统 第 ! 阶 的 刚度 矩阵 .载荷 列 阵 种 结 点 位 移 列 阵 , 它 们 分 别 由 单 
元 相应 的 矩阵 集成 , 即 


а! 


М м а: 
K = > (Ky: Р, = УР; а= |. (5.5.25) 
е — 1 “一 | ы 


aN 


式 中 Мп 城中 的 单元 总 数 ,N 是 结 点 总 数 ， 
还 应 补充 指出 的 是 如 利用 类 似 于 (5, 5,19} 式 的 结果 ,刚度 矩阵 的 计算 (5, 5, 16): 8] 
以 简化 为 只 在 r,z 域 2 内 积分 ,这 时 天 可 以 表示 成 
K; = | BFDBiràrdz (4--1,2,%-) 
(5.5.26) 
К” = | ВЇТрВ} йге (1 = 0) 
其 中 В; 即 是 (5. 5, 12) 式 中 去 掉 соз/0 和 sinit 因子 后 的 和 矩阵。 

在 以 上 各 式 中 1=0 时 ,就 得 到 一 般 的 轴 对 称 载荷 情况 。 式 中 的 соѕ/0 fü 2 |D зимй, 
sink? 2. Д cosi8, 就 得 到 反对 称 载荷 的 情况 ,此 时 令 1-0 就 可 以 得 到 扭转 载荷 情况 。 当 
然 , 对 于 一 般 轴 对 称 载荷 情况 ,因为 周 向 载 茶 了 二 0, 因 此 周 向 位 移 v= 二 90。 全 部 结 点 位 移 
和 结 点 载荷 向 量 都 缩减 为 只 有 2 个 分 量 。 应变 和 应 力 向 量 也 分 别 只 有 4 РОВ. хын 
кът, B FRH Кето HERE w 寺 w= 二 0, 于 是 位 移 和 载荷 向 量 进一步 缩减 为 
只 有 1 个 分 量 ,应 变 和 应 力 缩减 为 各 有 2 个 分 量 。 这 时 方程 的 阶 数 都 比 一 般 载 荷 情况 降 
低 , 因 此 计算 量 可 大 大 缩减 。 

采用 半 解 析 法 求解 实际 问题 时 ,对 于 通常 的 载荷 情况 ,只 需 取 三 角 级 数 少 数 的 儿 项 就 
可 以 了 。 如 果 载 荷 很 复杂 ,必须 取 很 多 项 才能 脖 近 实际 问题 时 ,就 不 一 定 使 用 半 解 析 法 ， 
而 可 以 直接 用 三 维 有 限 元 来 求解 。 

5.4“ 图 5.24(a) 所 示 是 一 个 受 非 轴 对 称 载 集 的 塔 , 塔 身 是 轴 对 称 体 。 利 用 4 
个 三 次 单元 求解 。 载 荷 展 成 三 角 级 数 ,图 5.24(b) 所 示 用 5 阶 三 角 级 数 的 展开 来 近似 实 
кам. КЧ 5. 24(o 给 出 了 基础 上 垂直 应 力 o, МОЛ, ЕРӘШЕЖІЗИАЯ a| 
起 的 应 力 以 及 它们 组 合 的 最 后 结果 。 载 荷 的 cos38 项 但 为 堆 , 见 图 5, 24(b) 中 一 3 的 三 
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нж. 实际 计算 表明 计算 前 3 项 就 可 以 得 到 足够 精度 的 解 管 。 


(а) ФЕ (а Ва А ДОШ} 


дива | 


5 项 一作 级 


(с) МЕНЕ 所 的 分 布 图 


(h) 载荷 的 三 角 级 数 近似 
图 5.21 КМ 


5.5.3 ”旋转 周期 结构 


有 一 类 结构 如 图 5. 25(a) 所 未 , 它 的 几何 形状 沿 周 向 呈 周 期 性 变化 ,如 些 轮 .汽轮机 
和 水 辑 机 的 叶 毗 等 郡 属 于 这 类 纺 构 ,在 力学 上 称 它 们 为 旋转 周期 结构 ,或 循环 对 称 结构 。 
它们 不 同 于 轴 对 称 结构 ,但 沿 周 向 可 以 划分 成 若干 个 儿 何 形状 完全 相同 的 子 结构 。 如 
图 5.250a) 所 示 缚 构 再 以 划分 为 6 个 这 样 的 子 结构 。 根 据 此 结构 特点 ,只 昌 分 析 其 中 一 
个 施加 旋转 周期 性 边界 条 件 的 子 结构 ,就 可 以 直接 (或 经 适当 的 综合 ) 得 到 整个 结构 的 解 
管 ,而 不 必 进 行 子 结构 的 集成 和 求解 ,从 而 使 整个 结构 的 分 析 和 求解 大 大 地 简化 ， 

现 按 载 何 是 否 也 具有 鸯 期 性 分 别 进行 讨论 。 
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А 
(а) 旋转 周期 结构 — (b) 澡 周 向 的 一 个 子 结构 


图 5.25 旋转 周期 结构 划分 子 结 构 


1. 沿 周 向 周期 性 变化 的 载荷 情况 

对 于 如 图 5. 255 的 所 示 的 旋转 周期 结构 ,如 果 载 荷 沿 局 向 也 时 周期 性 变化 , 则 问题 要 
对 比较 简单 ,只 要 分 析 其 中 的 一 个 子 结构 ,就 可 以 直接 得 到 整个 结构 的 解答 。 例 如 对 
图 5.25(b) 所 示 的 典型 于 结构 , 它 的 有 限 元 求解 方程 Ka = P 可 以 表示 成 以 下 分 块 形式 


Кл Ка Ka да Р, 
Кі Ка Кн в - ІР; (5.5,27) 
Кі Ке Ка | а: Р; 


其 中 ac ,a ,as 分 别 表示 上 典型 子 结 构 的 内 部 结 点 ,AA 边界 结 点 和 BB 边界 结 点 的 结 点 位 
BARE, Pe ,Pa ,Pa 分 别 是 对 应 的 载荷 列 阵 。 刚 度 矩 阵 也 作 了 相应 的 分 块 。 
因为 所 有 子 结构 形状 完全 相同 ,4A 边界 和 BB 边界 上 结 点 分 布 也 相同 ,因此 ,在 载 
荷 也 时 周期 性 变化 的 情况 下 ,如 果 在 两 条 边界 上 各 自 建立 相似 的 局 部 坐标 (例如 湛 边 界 的 
切 向 和 法 向 ), 则 在 相似 的 局 部 坐标 系 中 边界 结 点 位 移 a; 和 ai 应 相同 , 即 
а, = а; (55.25.28) 
БЫ B IK ЕК MT SD АА 的 局 部 坐标 系 相同 (今后 称 该 边界 
为 子 结 构 的 主 边界 ) , 则 有 


а, = аз 
利用 BB 边界 ( 称 为 从 边界 ?的 局 部 坐标 系 和 总 体 坐 标 系 之 间 的 转换 美 系 可 以 得 到 
ав = Аав = Аад = Мал (5.5. 29) 


其 中 4 是 坐标 转换 第 阵 。 对 于 图 5. 25(b) 所 示 的 情形 ,由 于 AA 边界 和 BB 边界 之 间 的 夹 
Ж (= Изд) ,所 以 4 可 以 表示 为 
1/3 


Аш | созф -~ 2 


1 
2 
ng г 1 | (5. 5.30) 
- ваш СОБ 
-54⁄3 
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将 上 述 转 换 关 系 代 人 (5.5.27) 式 ,并 用 4 前 梯 其 第 3 式 两 痊 , 则 可 以 得 到 


Kaa Kac К.А d4 F, 
Ki Ker Кел А = | фе (5, 5, 31) 
A Ku АКО АТКА АТР; 


现在 独立 的 结 点 目 由 度 只 有 a, Жа, АК ERDA ал ЖЕШИНЕ B тай. аҥ 
一 来 ,最 后 得 到 的 子 结构 求解 方程 应 表示 成 如 下 形式 , 即 


іш + Кав + Кав + Ка Кеке J Е N + Ра | (5.5.32) 
Kic 十 Ко К.с de P. 
其 中 上 标 ”* "OR ЕД] РА КҮНГЕ. 
Ki, = КА Kis = АК!, 
Ки = А Kh À Кы = АКО (5.5, 33) 
Ко = Kra À Pi — АР: 


方程 (5.5. 32) 式 实质 上 代表 了 整个 旋转 周期 结构 的 求解 方程 ,因为 利用 此 式 的 解答 
和 旋转 周期 件 可 以 得 到 整个 结构 的 全 部 解答 

关于 以 上 备 表达 式 的 推导 ,特别 旦 (5.5. 32}) 式 中 刚度 矩阵 的 形式 还 可 补充 指出 ， 

(1) 如 果 在 形成 刚度 矩阵 和 求解 方程 时 ,采用 的 是 圆柱 坐标 系 , 则 主 边界 АА 和 从 边 
界 BB 已 处 于 相似 的 局 部 坐标 系 . 可 以 不 用 坐标 转换 .而 直接 将 和 茶 件 a= a, 代入 方程 
(5.5.20 А ,这样 最 后 得 到 的 求解 方程 (5. 5. 32) 式 中 上 标 “ x ”将 消失 。 

(2) 在 通常 的 子 结构 的 网 格 划 分 中 ,边界 AA 和 边界 BB 之 间 是 不 直接 相互 三 人 台 的 
(图 5.25(b) 妈 是 此 种 情 闹 ) ,此 时 以 上 各 式 中 下 14 三 0, 方 程 可 以 适当 简化 。 

2. 沿 周身 任意 变化 的 载荷 情况 

对 于 机 局 外 任 意 变化 的 载 倚 情 况 ,可 以 采用 和 输 对 称 体 承受 非 轴 对 称 载 荷 情 况 相 类 
似 的 方法 аве Ат Е Fourier 展开 。 如 果 旋 转 周 期 结构 是 由 N 个 形状 完全 相同 的 
子 结构 所 组 成 ,参考 (5.5, DA, Fourier 展开 后 ,每 一 个 子 结 构 上 的 载荷 叮 以 表示 成 


Ru r 2,8) = R. ( Ду s д 一 
Р. = Mpi аба 十 > Ri(r,z, )соз ~ + 
i-i 

l 

я . (j= 1)2ш{ 
R (rz, Dsin ЯТ Dent 
ри“ М 


M] | 
29 (719) < 2, (г,г,д) + У) 2,07, 2,8)соз (J ZDAN 


{=1 


У 2.0.2.0) віп Уат 


М—1 . 
те» (к,2,0) - Т.(г,г.д) 十 >` Т. (г, cos ыт + 


i=] 
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Nl O | с Пу? 
УҮТ, (к, х,0)ѕіп g= pin 


G= 1,2 n N, F 25838 34 9) (5. 5. 34) 

其 中 8 是 从 各 个 子 结 构 起 始 边 作为 参考 而 定义 的 周 向 坐标 ， 

需要 指出 的 是 ,旋转 周期 Fourier 展开 和 轴 对 称 Fourier 展开 是 有 区 别 的 。 在 轴 对 称 
中 ,Fourier 展开 是 以 通过 对 称 轴 的 rz 平面 为 基准 进行 的 ,相应 的 展开 项 数 为 无 穷 多 , 灰 
时 8 以 王 角 函数 的 形式 从 场 晒 数 中 完全 分 离 出 来 ,所 以 基 淮 面 内 场 酒 数 仅 是 +,z 的 函数 
而 与 无关 。 但 在 旋转 周期 中 ,Fourier 震 开 是 以 一 个 张 角 为 2r7N 的 子 结 构 为 基准 进行 
的 ,展开 式 的 各 项 系数 不 再 只 是 7,z ВИЖ. Пе г, 9 的 函数 ,不 过 8 被 限制 在 一 个 子 
结构 的 范围 内 变 北 (用 8 表示 ) ,因此 分 析 需 要 在 一 个 周 向 张 开 角 为 2=/ N Жр ЕК a gk 
行 , 即 分 析 的 仍 是 一 个 三 维 问题 ,只 是 分 析 域 族 减 为 一 个 子 结构 。 另 外 ,由 于 旋转 周期 展 
开 式 中 ,i 一 N,N 十 1,… 将 重复 2 一 0,1,2,… 的 情况 因此, 即 司 对 于 最 一 般 的 情况 ,展开 
ARENAS N 项 ( 即 ! 一 0,1,2,3，…A-1), 而 不 存在 轴 对 称 展 开 所 员 到 的 项 数 截取 
间 题 。 以 后 还 将 看 到 ,利用 Fourier 系数 的 共 辐 性 ,实际 的 展开 项 数 还 可 以 再 缩减 一 半 
左右 。 

由 于 结构 不 是 轴 对 称 的 ,对 于 载荷 分 布 的 各 个 Fourier БК, ЖИЕН КРМ 
称 情 况 和 反对 称 情况 单独 进行 分 析 ,并 为 进一步 表达 和 运算 方便 ,以 下 将 引信 复数 表达 形 
式 。 首 先 将 (5. 5. 34) 式 改写 成 


Е“! 
N— i 
Р” = |29 |= Увечон (5. 5.35) 
те i= 
(7 = 1.24 9 №) 
HEt F, 是 载荷 的 各 阶 Fourier 系数 , 即 有 
| i В, 
Е, = 17, +! ] (5.5. 36) 
[т] (т 
erbe = cos(j— lai — isin(j — 1) 
: Ут __ 2л 
i= М-1 б = су 


并 约定 Р ÑU Bs gi У веле 的 实 部 。 
整个 结构 上 的 载荷 分 布 , 从 (5.5.35) 式 可 以 得 到 


和 人 


206... . -- 
Р‘! Е 
р“! М—1 Ее ци? М 1 М—1 
Р = ' -- > ' = > Е, == > P, (5. 5. 37) 
: 1--0 N /= 1—0 
р‘ F e “^0 


其 中 p. 是 整个 结构 上 的 载荷 各 阶 Fourier 分 量 , $$; 是 载荷 各 阶 Fourier ИНВЕ ТР 
相 的 相位 关系 疝 量 。 它 们 表示 为 
Ее 
Р, = ФЕ, %,- е (5,5, 38) 
І е М—11д] 
@ = 0,1,2.-,М-- 1) 
(5, 5.38) 式 表示 ,整个 结构 上 的 载荷 PP 是 由 它 的 各 阶 Fourier ФЕР, 所 组 成 ,此 式 
还 可 以 进一步 表示 为 


Р = $F (5. 5. 39) 
其 中 
Е, 
%-ГФе, f, сө Ф. ] Е = ñ 
F. | 


以 下 导出 载荷 的 各 阶 Fourier 系数 F, 的 计算 表达 式 ,为 此 (5. 5. 37) 式 两 端 前 乘 é 09 
ЖЕНЕ ФЕН Т 


вт: 
т 
т< |, (5.5.40) 
# 
其 中 T— ЕРТ Ген" ыз petir ] (k — 0,1 Т ‚М __ 17 
由 于 
ы, . ET N (Ë — #) 
100 — 
246 |, (k > D (5, 5,41) 
所 以 
ФТФ Ман (5.5, 42) 
T ЖИЕ F 的 表达 式 为 


РА вТР (5.5. 43) 
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或 者 写成 


1 <. 
= — (rana Ом E = 0,1,2, „М-- |) 
Е, N 24Р е ( 
和 载 菏 相 类 似 , 旋 转 周 期 结构 上 每 一 点 的 位 移 uuu 在 周 向 也 作 Fourier 展开 ,于 是 
н? | 
ас” = = 二 Y x et (j = 1,2,9, N) (5. 5. 44) 
0 

КИ 


其 中 x, 是 位 移 的 各 阶 Fourier 系数 , 即 


Н, н, 
к, -= КЕ (I = 0,1,2, N 1) 


Lun i T 
整个 结构 上 的 位 移 参 数 a һам 
а” = x; 
а“ ч-1 х,ет N 1 N—1 
а= |, |= > М = Уф, = Уса, (5, 5,45) 
" :一 让 {=й i=} 
а“ | хен 
Же № а = ñ x (5.5.46) 
其 中 
x 
+› 
x= | 
"м 


上 式 表 示 位 移 a 也 是 由 它 的 各 阶 Fourier 分 量 a, 所 组 成 。 

类 亿 轴 对 称 体 受 非 轴 对 称 载 荷 情 况 , 现 在 可 以 抑 求 解 对 应 载荷 各 阶 的 Fourier 系数 
Е, 的 位 移 的 Fourier ЖЖ x, 进一步 类 位 于 受 沿 周 向 周期 性 载荷 的 情况 ,只 要 对 一 个 与 
型 子 结构 就 可 以 建立 求解 x, 的 方程 ,如 仍 以 图 5. 25 所 示 旋 转 周 期 结构 为 例 ,方程 可 表示 
如 下 ; 


Ка Ке Kan (X; АТ EE JPF 
KLI. Ke Ко e- E (1-0,1,2,,М-1) (5.5.47) 
Кі ко Кн | ФА ТҮРГЕ 


[К |} А [п] ТЕҚ АНЕ DD E ВТЕ АУ ВВ ЖЕЙ АА Lä aigh 
Fourier 28 (ха 和 (xu НИВ 38238 Кен ИКЕ ШЖ. ШЖ Ж e (可 以 理解 为 边 
# DB 和 边界 AA 上 的 位 移 Fourier 分 量 应 满足 旋转 周期 性 的 谐 波 约束 )， 旭 


Ой... _ _ -— тә = —- - — м — тя -- мат — + ға — = мш шоу —— ч шш мет С — шд вит -— шш зш че ә. s ғ- ғе- ша ду че ви ш. ас — - -- —- 


(кв = (xw,)4 e t (5. 5. 48) 

ЯП [Р] 89 НЕЕ ИИГЕ. АП ЖЫ BJ W. VK b tn Ж AT gh НИЯ AA 的 局 部 坐标 系 相 
МАНИЯ BB 的 局 部 坐标 系 和 总 体 坐 标 系 之 间 的 转换 关系 可 以 得 到 

(кн =À ixa =A Cxie" c= Alxa (5. 5.49) 

将 上 述 转换 关系 代入 (5. 5. 47) 式 ,并 用 4 ee ВТЕ ЖЯ 3 式 。 因 为 此 时 独立 自由 魔 只 有 

(x), 和 (Cx)e, 可 以 将 式 中 各 (x)a 相关 的 分 块 合并 (参见 (5, 5. 31) 和 (5, 5. 32) 式 )。 最 后 

得 到 的 关于 x, 的 子 结构 求解 方程 表达 式 如 下 

+ Кав + Kue + Кле“ Ку кее ра 


Ка + Кое“ Kec (хәс 
(Foa + СЕ, )в е“! 
一 | (E= 0,1,2, +, N — 1) (5. 5. 50) 


Ж Б“ * "表示 经 过 坐标 转换 的 些 阵 ,各 表达 式 同 (5. 5.33) 式 。 以 土 求解 方程 可 简化 
表示 成 
Kx, =F, (1-0,1,2,“,М- 1) (5.5.51) 
带 要 指出 的 是 此 方程 是 复数 方程 。x ,FF 是 复数 向 量 K, 是 复数 短 阵 ,而 且 此 矩阵 是 
Hermite 矩阵 ,可 以 将 它 表 示 成 


K, = (KD), + (K,), (5.5. 52) 
(K,), ACK) ШЕК, 的 实 部 和 虑 部 , 则 有 
(K), = (Ko, (КІ), --(Қ.), (5. 5. 53) 


Жо Е 也 分 成 实 部 和 虚 部 ,并 将 (5. 5. 51) 式 展开 成 实 部 和 虚 部 两 个 方程 , 则 得 到 系数 
和 矩阵 为 实数 对 称 和 矩阵 的 下 列 方程 组 


(K.), (КІ), (ж), (Е,), 
a | |- | | (і-- 0,1,2,.М-10) (5, 5. 54) 
(Қ), (K), | OWD СЕО, 


因为 (5.5,51) 式 是 复数 方程 ,实际 求解 (5, 5. 50), ЖАШ у — 15. 
还 应 当 措 出 ,实际 计算 中 并 不 需要 对 全 部 人 =0,1,2, ,NM 一 1) 的 Fourier 系数 下 , 求 
解 , 这 是 由 于 利用 (5. 4. ыы 


Fy Р _ 1 1; Ре Кр М—[у — 


№ 


м 
1 › Ре ии цу 
ма 


_ | 1 РО -iD р (5, 5,55) 
ма 


AFP F ЕБ, 的 共 固 ,因此 只 要 对 于 部 分 的 ! Ж. ІІ 的 取 导 如下: 
ш N= 奇数 ол дн, 3 


На ЗОО TOO 


4 N = {8% [= бъди (5,5. 56) 

Жо 的 解答 以 后 ,各 个 子 结构 的 位 移 解 答 利 用 (5. 5. 44), (5. 5. 45) #(5, 5. 55) 
等 式 可 以 具体 表达 如 下 ， 

当 N 是 奇数 时 


= x, + >` [хе 十 ух е Derr 7 
!=1 


сл 
ч | Имола 


ір 
ту 


Емо 


=х +2 >) [Dcos — ll + Ок) віп — Det] 
i=] 


Но аха | | t Н 
= |14 | 2 > ил |cos() — Dei —+ |46; эдш 
% т Цена 2; 
(у--1,2,--,М) (232972 
当 N 为 偶数 时 ,经 类 似 步 又 可 得 
и” Мо ms 
а” = |w” р= іш | -КС-ІУ рм |+ 
и” 79 Уму 
Мз й; й, 
22 | и, | созбу — Ши + |ü, жузш (5. 5. 58) 
Т) 如 | 


(J = 1,2," N) 
H + F, 和 Емо CH М= (8) RA KR, Br ЫЕ +B НУ Ko fH Ху (4 N-A iB HH £ 
实 部 ,而 且 /—0 ЖН ЕУ И: ЛУ Ж ЙГ Ж ГЕ ЕЛІН ЕЛМЕНЕН. EREE LUE, i 
以 按 通 常 的 步骤 计算 应 变 和 和 应力， 


56 非 协调 元 和 分 片 试 验 


EEM 5.2 节 关 于 有 限 元 模型 建立 的 讨论 中 , 曾 指 出 对 于 一 些 情况 可 以 采用 特殊 单 
元 。 例 如 裂纹 尖端 的 奇异 性 应 力 场 的 分 析 采 用 断裂 力学 单元 ,无 限 域 . 半 无 限 域 问题 的 分 
太 采 用 无 限 元 。 这 些 区 别 于 常规 位 移 元 的 采用 ,可 以 有 效 地 提高 分 析 的 精度 和 效率 。 由 
于 本 书简 幅 的 限制 ,不 能 对 它们 一 一 作 专 门 的 讨论 。 本 节 将 讨论 一 种 对 于 改善 常规 线性 
单元 性 能 ,特别 是 对 其 用 于 弯曲 应 力 状态 分 析 时 的 性 能 改善 共有 重要 意义 的 Wilson 非 协 
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调 元 。 同 时 由 于 与 它 相 联 系 的 有 关 分 片 武 验 的 内 容 , 在 有 限 元 方法 中 有 着 较 普 遍 的 意义 ， 
故 在 本 节 中 也 将 对 它 进 行 介 绍 和 分 析 。 

等 参 元 有 良好 的 适应 性 和 表达 格式 的 简明 性 ,因而 得 到 广泛 的 应 用 ,但 是 从 产 格 的 意 
放 上 说 , 它 的 精度 和 效率 仍 是 不 通 高 的 。 以 二 维 单 元 为 例 ; 双 线性 单元 有 4 个 结 点 ;对 应 
的 插值 函数 中 包含 下 列 4 项 :11978673 二 次 单元 有 8 个 结 点 ,对 应 的 播 值 函数 中 包含 下 
Урал, é yE ‚тут. 9 тр 。 这 些 播 值 熙 数 中 所 也 会 的 完全 多 项 式 分 别 只 是 一 次 的 
和 二 次 的 ,它们 所 要 求 的 日 由 度 分 别 是 3 和 86, 即 只 需要 单元 的 结 点 数 旦 3 和 86。 就 构成 
决定 单元 精度 的 完全 多 上 项 式 而 言 , 其 有 效 的 结 点 数 分 别 只 是 3 个 和 6 个 。 从 这 个 意义 上 
说 ,二 维 四 边 形 等 参 元 中 有 1/4 的 结 点 自由 上 度 是 不 必要 的 。 另 一 方面 ,插值 函数 中 非 完 全 
的 高 次 项 一 般 说 来 对 改善 精度 作用 不 大 ,而 且 有 时 还 可 能 起 相反 的 作用 。 所 以 从 这 个 意 
义 上 来 讲 ; 等 参 元 的 精度 在 给 定 自 巾 度 的 条 件 下 是 不 够 理想 的 。 上 述 缺 点 对 三 维 等 参 元 
来 说 将 更 明显 。 因 为 在 三 维 坐 标 中 ,一 次 完全 多 项 式 足 4 项 ;1,8&,7,8; 二 次 完全 名 项 式 是 
10 项 .1,5 就 , 贡 , 而 三 维 六 面体 线性 单元 和 二 次 单元 却 分 别 具 有 8 个 种 
20 个 结 点 ,也 即 三 维 等 参 元 中 有 1/2 的 结 点 和 白 由 度 对 计算 精度 是 无 贡献 的 。 因 此 ， 
E. Wilson 提出 的 二 维和 一 维 的 非 协调 等 参 元 ,对 改进 等 参 抑 的 计算 精度 和 提高 计算 效率 
是 很 有 意义 的 ,特别 是 对 于 三 维 间 题 的 有 限 元 分 析 。 

现在 讨论 二 维 双 线性 单元 在 表示 经 弯 应 力 状 态 时 出 现 的 问题 由 于 一 维 双 线 性 单元 
的 播 值 嚼 数 中 包含 有 非 完 全 的 二 次 项 锐 , 因 此 用 它 表 示 纯 弯曲 应 轧 时 ,出 现 明 显 的 误差 。 
图 5.26 а) ЛЕРІ ЕНШЖЕҢН д. FOP ü fu ЕН ЖЕ 5. 26 (b) Er 2 , Кози 
如 下 


ц <<агу 
о = фаба а) + тау — у) (5.6.1) 
利用 平面 问题 的 几何 关系 和 物理 关系 可 以 得 旬 
с, = «Еу б, = r, = Ü (5,6,2) 


这 表示 单元 处 于 纯 弯 应 力 状 态 ,从 而 证 明了 (05, 6, 1) 式 的 位 移 模式 是 精确 满足 纯 弯 应 力 状 
ЖМ, 

如 果 用 一 个 线性 矩形 单元 去 模 氟 上 述 受 力 状 态 ,得 到 的 位 称 将 如 图 5.26 Се Я.П 

£ = ату 1 = 0) (5,6,3) 

所 以 (5. 6. ЫҚЫ — K 23 wv 的 表达 式 实际 上 表示 了 利用 一 个 双 线 性 单元 模拟 纯 弯 应 

妨 状 态 时 所 出 现 的 误差 。 由 (5. 6. 3) 式 表示 的 位 称 模 式 计算 得 到 的 前 应 力 zc, 以 及 正 应 力 

о, 表示 于 图 5. 26(9) 和 (4e)。 导 致 误差 的 原因 是 缺少 完全 的 二 次 多 项 忒 , 即 缺 少 x 项 和 
у Ж, 
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ке IE 


(а) а УД б; (d) BIRIT 


\ 1 


(Б) ARRP 


í À 


(с) 近似 位 移 
图 5.26 ЖЕНУ: 


(e) 下 应力 о, 


5.6.1 Wilson 非 协调 元 


为 了 改善 二 维 双 线性 单元 的 人 性质, 提高 其 精度 ,Wilson 提出 在 单元 的 位 移 插 值 函数 
中 附加 内 部 无 结 点 的 位 移 项 ”。 当 单元 是 等 参 元 ,采用 自然 坐标 时 ,此 附加 项 为 mm (1—2?) 
Ша, (1 一 9")。 从 形式 上 看 ,这 两 项 和 (5, 6. 1) 式 第 二 式 所 和 包 合 的 项 次 相同 。 而 它们 正 是 
利用 二 维 双 线性 单元 模拟 纯 弯 应 力 状 态 时 造成 误差 的 诛 因 所 在 。 增 加 附加 项 后 就 有 可 能 
遂 过 适当 调整 系数 a, Но 使 误差 降 到 最 小 。 从 数学 上 看 ,是 通过 引入 ОВ у ЕНЕҢ 
级 数 中 的 一 次 项 趋 于 完备 ,从 而 达到 提高 计算 精度 的 目的 ， 

可 以 者 到 附加 项 а (1 一 各) 种 aztl 一 5) 的 位 称 , 在 二 维 双 线 性 单元 的 4 个 结 点 上 都 
取 零 值 , 即 它 对 结 点 位 称 没 有 影响 ,而 只 对 单元 内 部 的 位 移 起 了 调整 作用 。 这 种 仅 在 单元 
内 部 定义 的 附加 项 中 的 待定 参数 mw 和 =, 称 为 内 部 自由 度 。 

包含 附加 的 无 结 点 位 称 项 的 单元 位 移 插值 表示 如 下 


и = » Nu Ба, (] — ë) +a,(1 — 22) 
© | 


о = > Мао, Баз 1- Е) ра (1—32) (5,6,4) 


其 中 01,9 .а;,0, 为 内 部 自 H Ft :并且 


N, = та EE ny) G = 1,2,3,4) 


将 (5. 6.4) 式 表示 成 矩阵 形式 
и = №" + Ма“ (5,6,5) 


， A, 
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其 中 
й а | 
ц T] @, 
и = (1) t=]: 4 = а; 
Th а, 
1 
N=|IN, ІМ, ІМ, IN,] I= F | 
1 一 2 _ pË 
N - £ 一 六 9 0 | 
0 0 1—& 1-7! 
化 入 几何 关系 可 以 得 到 
e = Ba: + Ba: (5.6.6) 
Жи 3840 A ВЕТ РЫ H. ЗЕКЕН Ы НУР? НТ ОН, Пр УЛАН Я] 
К. К.- (а Р:) 
| || - | (5. 6.7) 
K. К. - 1 Р | 
其 中 Кы = | „втовду 


(EIR 4 ШАЯ ТЕ АЗ ЖҮНІ МЕ) 
Ki, = (Кї)! = | B DBav 


к. = {BrpBay 5.8.8 
p: = [av + | „мттав 
Р: ену | NY ras 
从 (5.6.7) 式 的 第 2 式 可 以 解 上 出 
а = (К.) РК" | (5.6.9) 
利用 上 式 消 去 65. 6. ЖІ 式 中 的 内 部 自由 度 , 则 得 潮 凝 聚 后 的 单元 求解 方程 为 
Ка“ = P“ (5.6. 10) 


其 中 

K = Ka ~ Ko Ka) Кі, 

P= Pi— К. (Ка) ' P: 
ЖЕП Ж ЛА АТУ ЖЕЛИ РКАН. л ИЕА ВЕН АРЕ. ЕЖЕН aR E E EF Ж Жар УП 
EAI TEERAA. WAAN H H Br AAE ERT E kE ER R Да Е ТЕ А. 
元 分 析 过 程 中 进行 的 ,此 过 程 称 为 内 部 自由 度 的 凝聚 。 经 澡 聚 后 ,单元 的 自由 度 仍 是 原 四 


RSF 有限 元 法 应 用 中 的 若干 实际 考虑 | 213 


ЖМ uB) H H FE Ма ТАШУ В. РИНЕ ЖАНЕ ЖА ДЕНІҢ. ИЗЕП; ЕЙ 
不 存在 体积 力 { 即 тво НК Е РЕА 2 项 也 一 并 略 去 ,可 减少 计算 工作 量 , 而 计算 
结果 表明 ,对 精度 没有 什么 影响 。 

现 仍 以 例 5. 1 中 的 息 辟 深 为 例 , 说 明 4 结 点 单元 增加 内 部 自由 度 后 对 精度 的 改进 。 
对 于 两 种 不 同 载 敬 和 网 格 划分 ,如 图 5.27 所 示 。 采 用 两 种 单元 的 计算 结果 列 于 表 5.3. 
在 现在 的 载荷 和 网 格 划 分 情况 下 , 原 线 性 单 琅 , 妈 无 内 部 自由 度 单元 的 计算 精度 是 相当 差 
的 。 将 改进 后 的 , 即 有 共有 内 部 自由 度 的 单元 和 精确 解 比 较 , 可 以 看 到 计算 精度 有 显著 的 
提高 。 


#53 ЖЕРІНЕН 


i 点 弯曲 应 力 


RB 
Жет 4 090 
协调 元 网 格 1 3 330 
协调 元 网 格 2 3 348 
ЗЕ МАГ ло КК 1 4 050 


ЕКА л. Ж 2 


1 
/ 
- - 10— — -| 
501 А 1000 
TITI] ü 
风格 | / 1000 fiso 
| 1000 
56.25} тоны 
187.51 |1875 
----н- „ 
ЗЕ Л h] 2 7 1009 156.25 
Қыл на B 


图 5.27 悬臂 梁 网 格 划分 太 载 荷 情况 


和 内 部 自由 度 相关 的 附加 位 移 项 在 单元 中 引起 的 位 移 表 示 在 图 5.28 rh. а (1—22) 
Пе (1—2 ) 项 在 单元 El 的 边界 上 上 呈 二 次 抛物 线 变化 。as (1 一 后 ) 和 四 (1 一 关 ) 项 则 
在 单元 = +1 的 边界 上 时 二 次 扫 物 线 变 化 。a ,as ,as a, 是 在 单元 内 部 定义 的 内 部 白 由 
度 , 所 以 这 些 附 加 位 移 项 在 单元 与 单元 的 交界 面 上 是 不 保证 协调 的 ,也 就 是 说 由 于 单元 内 
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v =a (1-5 и =a i) 


usatu а" БИН ЗЕ RAETH: F OU эг] 
A5 28 ДЕВА 


增加 了 峙 加 位 移 项 而 致使 单元 之 间 不 能 保 征 在 交界 面 上 位 移 的 连续 性 。 这 些 附 如 位 移 项 
称 之 为 非 诸 测 项 。 引 入 非 协调 位移 项 的 单元 称 为 非 诸 调 元 显然 非 协 调 元 是 违反 2.43) 
中 讨论 过 的 右 限 元 解 的 收 伍 淮 则 的 。 

然而 ;可 以 证 明 , 对 于 C, 型 问题 ,如 果 在 单元 乒 才 不 断 纺 小 的 极限 情况 (应 变 趋 于 常 
应 变 ) 下 ,位 向 的 连续 性 能 得 到 恢复 , 则 非 协调 元 的 解 仍 然 趋 于 正确 解 。 因 此 问题 转换 为 
检验 非 协调 元 是 否 能 描述 党 应 变 , 以 及 在 请 应 变 条 件 下 能 否 自 动 地 促 证 位 移 的 连续 性 。 

为 了 检验 采用 非 协 调 郊 的 任意 网 格 划分 时 能 入 达 到 上 述 连续 性 的 要 求 ,可 以 进行 分 
片 试验 。 知 能 通过 分 片 试 验 , 则 解 的 收 笋 性 就 能 得 到 保证 。 


562 分 片 试验 


著 虑 一 任意 的 单元 片 如 图 5.29 所 示 , 其 中 至 少 有 一 个 结 点 是 完全 被 单元 所 包围 的 ， 

如 图 中 的 结 点 i, 结 点 i 的 平衡 方程 为 
Ука, -ро)-0 (5.6.11) 

其 中 xx 是 单元 片 包含 的 单元 数 , 结 点 j 代表 单元 片 内 除 i 结 点 
外 的 所 有 结 点 。 

А РНН ТАМА ЫЛА КАН / 
ВА ВИЕ ЖИВ НЧ, КЕ (5. 6.11) МЕ. WEW 图 5,29 单元 片 
是 , 则 试 为 通过 分 和 片 试验 ,也 号 是 单元 能 满足 常 应 变 要 求 ,因此 
мй ЖЕЛИ ,有 银元 解 能 够 收敛 于 精确 秤 ， 


ЖОЖ 有 限 元 法 应 用 中 的 若干 估 际 当局 — — — 
例如 人 在 平面 问题 中 ,与 常 应 变相 应 的 位 移 是 线性 位 移 , 即 
„и=%-+Ьх+-Һу о=Й++у (5.6, 12) 
RTA AL тИ НУ Bl p zh a 2 У 
и = B ёх, thy о = B, + л, + B y, (5. 6. 13) 


ЕН ЁШ РЇ AY Jy Wë А Д, 1) AA w E GEA Ра РР ЛОДА 5 PB БА ВО # r К КЕЛУ В "ЖН. 
TAF HNE ан L tB AS {ЕЛЖ J СӨЗЕЕЕ ЛІМ ҰЯО АЕ РД Ж. 
ВА ҚАН Елорданы КЕ М F sh k А (5.6. 135, Тл {т ЫМ, F Anar, 


Ка, = 0 (5.6. 14) 


ПЖ SK S Ra Ул н А АЛО ЖН КИК fu Ж ЕГ. ЖЕ 
保持 平衡 ， 必 须 在 结 点 守 施 加 相应 的 外 载荷 , 即 给 ; 结 点 以 某 种 约束 ,平衡 才能 维持 。 这 
就 说 明 这 种 非 苏 调 元 不 能 满足 常 应 变 的 要 求 。 为 满足 常 应 变 的 要 求 就 必须 施加 必要 的 的 
RA ,该 约束 力 所 做 的 功 等 于 单元 交界 面 上 和 位移 木 协调 而 引起 的 附 吉 应 变 能 ， 

分 请 试验 的 另 一 提 法 是 : 当 分 片 的 边界 结 点 赋予 和 常 应 变相 应 的 位 移 值 时 ,求解 方程 
45.6. 14) 式 ,得 到 分 片 的 内 部 结 点 i 的 位 移 值 a, ,如果 和 常 应 变 状 态 相 一 致 , 则 认为 通 
过 分 片 试验 。 如 果 a, 与 常 应 变 状态 不 - : 致 , 则 认为 通 不 过 分 片 试 验 。 通常 认为 前 一 种 提 
法 应 用 更 方便 些 ,因为 后 一 种 提 法 要 涉及 和 矩阵 求 道 的 计算 。 

现在 来 研究 Wilson 的 4 结 点 平面 非 协调 元 通过 分 片 试 验 的 条 件 。 这 种 非 协调 元 的 
位 移 插 值 表 示 式 是 (5. 6. 4)? 式 。 我 们 知道 , 当 单 元 的 位 移 播 值 不 包含 非 协 调 项 时 ( 即 е, = 
а, = ау =m =Ü), 征 满 趾 收 合生 件 的 ,当然 也 必定 通 得 过 分 片 试 验 ， 因 此 , 当 单 元 片 各 结 
АРМИИ. 6. 13) 式 的 位 移 值 时 ,应 有 wm о, а а, =0, 8 MA 
《5.6.9) 式 及 (5.6.8) 式 可 知 


а = СК) "Ка =— (К) | ВТЮВА\а' (5.6. 15) 
Т 
HH лғ өн На {у Win (а, ШЖ 
а“ 一 Са“), Соо. б. 16) 
HH; ,通过 分 片 试验 的 要 求 是 
> —- (Қ) | ВТрВаУу(а9,- 0 (5.6, 17) 
ү” 


KAX Ki АЕ Зу ЖИ С ЖЭЙ ШУ ФБ ТЕЛЕ ИЇ1& В), ЖУЙ (К) ! 存 在 。 同 时 还 因为 
和 第 应 变相 应 的 应 力 是 常 应 力 , 即 

ЮВ (а°), = с, (5. 6. 18) 
是 常 应 力 状态 。 所 以 ,通过 分 片 试验 的 要 求 可 以 由 (5. 6. 17) 这 简化 为 


— l l _ 
|a=] | ВТ |J |489 = 0 (5. 6. 19) 
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其 中 | 咱 是 单元 相应 等 参 变换 的 Jacobi 矩阵 的 行列 式 。 
如 将 上 式 的 被 积 图 数 按 显 式 展开 , 它 将 包含 下 别 各 项 :83azAaRE) (90/99), 
Қ2Әу/90.62у/00 ката ар, 1695/98), Кур. 其 中 


r = Y Nz, y 一 > Му, 
=] = 1 
s P ШЕ ЕР A 
М, = (+O 1 


АГИ ЕТЕДИ ЕСЫЗЕЯЖ)Ғ4,2./46,2./8 9.2 у/06,2у/99 都 是 常 
数 , 因 此 | 了 | 也 蚌 常 数 。 这 样 一 米 ,(5., 6. 19) 式 将 得 到 满足 。 也 就 是 说 当 网 格 划 分 是 矩形 
或 平行 四 边 形 单元 时 , 非 协 调 元 能 道 过 分 片 试验 。 当 单元 尺寸 不 断 减 小 , 非 协 调 元 的 解 管 
ЖО 2k T RS R, 

当然 ,在 实际 应 用 中 如 果 限 制 单元 的 形状 具 能 是 平行 四 边 形 或 矩形 , 那 是 很 不 方便 而 
且 也 是 不 现实 的 。 为 了 使 非 协调 元 在 任意 四 边 形 的 单元 中 也 能 通过 分 片 试 验 , Wilson 建 
以 在 计算 Ka Bardd gaye ду ду 取 单 元 中 心 人 一 ?一 0) 处 的 数值 来 代替 单元 
中 各 点 不 同 的 各 个 偏 叶 数值 ,因此 单元 中 | 仍 是 常数 。 这 样 一 来 (5. 6. 19) 式 将 便 被 满 
是 ,也 就 壕 到 了 通过 分 片 试 验 的 要 求 。 实 践 证 明 效 则 良好 。 

Wilson 还 将 上 述 芋 结 点 平面 六 协调 元 的 想法 推广 到 8 结 点 和 20 结 点 的 三 维 元 以 及 
16 绪 总 的 摩 老 元 上 。 例 如 8 结 点 二 维 非 协调 元 的 位 移 插 值 表达 式 是 : 


5 
ч = > Ми, +a № + a, №, 十 os №, 
г 1 
š 
u= У Мо, Ра № — a. № + a, N, (5.6.20) 
г== 1 


u = > Ма. + о N. 十 as №, --а,М; 


г== 1 


其 中 


N, = га + тро ЕО 
(5.6.21) 


Ni =(1-—£) N.=(1- тр) № = (1) 

由 于 引 人 了 非 协 调 项 ,使 二 维 8 结 点 单元 中 插值 函数 的 二 次 项 完全 了 ,从 而 提高 了 单 
лий. Ж = 8 结 点 的 非 协调 元 在 计算 中 可 以 达到 与 三 维 20 结 点 协调 元 同 级 的 计 
算 精 度 ,但 足 前 者 的 结 点 数 只 是 大 者 的 275， 人 请 听 疝 敌 , 在 有 限 元 分 析 中 ,计算 量 最 大 的 
运算 起 求解 系统 的 平衡 方程 ,而 解 方 程 的 运算 量 是 与 结 点 数 的 一 次 方 成 正比 的 。 所 以 采 
用 三 维 非 协 列 元 的 恶果 是 很 显 鞭 的 。 在 许多 实际 结构 的 一 维 有 限 元 分 析 中 已 经 广泛 地 采 
用 这 种 单元 。 与 二 维 非 协调 元 类 似 , 这 种 单元 通过 分 片 试 验 的 条 件 是 单元 形状 应 是 平行 
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六 面体 。 对 于 一 般 形 状 的 单元 亦 和 二 维 单元 类 同 , 计 算 Ко1М,2л/98,2:/8%,2у/25,ҺЖ 
用 单元 中 心 人 ?= 二 0 处 的 数值 来 近似 ,强迫 单元 通过 分 片 试验 。 


57 小 结 


本 章 讨 论 了 有 限 元 分 析 中 有 关 有 限 元 模型 的 建立 和 应 力 结果 的 处 理 与 改善 这 两 个 方 
面 的 厂 二 实际 考虑 。 在 5.2 节 关于 有 限 元 模型 建立 的 讨论 中 可 以 认识 到 ,对 于 一 个 实际 
问题 的 物理 和 力学 行为 的 理解 是 建立 合理 的 有 限 元 和 横 型 的 前 提 , 注 意 借鉴 别人 的 经 验 和 
积累 自己 的 经 验 也 是 必要 而 有 益 的 。 讨 论 中 提 刘 的 仅 是 单元 选择 和 网 格 划 分 中 应 注意 的 
一 般 原 则 ,可 以 作为 实际 分 析 时 的 参考 。 其 中 蚊 窗 网 格 过 渡 面 上 的 位 移 协 调 性 的 保持 则 
尽 必须 遵守 的 。 采 用 不 过 分 入 曲 的 不 规则 形状 的 单元 过 渡 , 以 及 采用 多 点 约束 方程 的 方 
法 以 保证 界面 上 的 协调 是 常用 的 两 种 方法 ， 

ТЕ 5.3 节 中 讨论 了 应 力 结果 的 处 理 和 改善 。 重 要 的 是 需要 认识 基于 最 小 位 能 原理 的 
位 移 元 的 应 力 结果 的 性 质 和 特点 ,只 有 在 此 基础 上 才能 建立 起 合理 的 应 力 结果 的 处 理 利 
改善 方法 。 讨 论 中 所 介绍 的 几 种 常用 方法 可 殿 实际 分 析 时 采用 。 关 于 建立 于 应 力 结果 性 
奈 认 误 和 误差 估计 基础 上 的 自 适应 分 析 是 当前 有 限 元 方法 发 展 中 值得 重视 的 课题 ,不 少 
的 大 型 通用 有 限 元 程序 中 已 具有 自 适应 分 析 的 功能 。 

在 5.4 节 所 讨论 的 子 结 构 方 法 中 ,两 个 重要 的 问题 是 : 子 结构 的 合理 选择 和 划分 ,以 
点 内 部 自由 度 的 凝聚 方法 和 坐标 转换 的 方法 。 将 子 结 构 方 法 推广 用 于 动力 分 析 形 成 动力 
子 结构 法 (又 称 模 态 综 合法 ), 可 以 大 幅度 地 缩减 系统 分 析 的 自由 度 , 提 高 计算 效率 ,是 复 
杂 系 统 动力 分 析 最 基本 的 有 效 方案 之 一 。 这 将 在 第 13 章 中 进行 讨论 。 

5.5 节 讨论 了 在 建立 计算 模型 的 过 程 中 如 何 利 用 结构 的 对 称 性 和 周期 性 的 方法 。 结 
构 面 对 称 性 的 利用 中 重要 的 是 要 分 清 位 移 对 于 该 对 称 面 的 对 称 分 量 和 反对 称 分 量 。 结 构 
ИА ЖЕЕ 05 И FB 中 重要 的 是 要 掌握 对 各 载荷 分 量 和 各 位 移 分 量 进 行 Fourier 展开 和 合成 
的 方法 ,从 而 使 三 维 问题 简化 为 通过 对 称 轴 的 平面 上 的 二 维 问题 ， 结构 旋转 周期 性 的 利 
用 可 以 看 成 是 轴 对 称 性 的 推广 ,不 同 的 是 最 后 只 能 将 问题 缩减 为 一 个 典型 子 结 构 的 三 维 
问题 。 重 驭 的 是 要 正确 描述 此 子 结构 和 其 前 后 相 邻 子 结构 交界 面 上 的 位 移 约 束 条 件 。 在 
载荷 不 具有 有 相同 周期 性 的 条 件 下 ,此 约束 条 件 是 复数 形式 ,导致 最 后 的 求解 方程 也 是 复数 
形式 的 。 旋 转 周期 子 结 构 方 法 对 于 这 类 结构 的 动力 分 析 具 有 更 广泛 的 实际 意义 。 

5 了 讨论 的 非 协调 元 本 是 单元 的 一 种 形式 ,从 改善 单元 性 能 和 提高 计算 效率 的 实 
际 日 的 出 发 故 放 在 本 章 进 行 讨论 。 它 在 应 用 中 的 重要 问题 是 内 部 自由 度 餐 诊 和 计算 的 方 
法 ,以 及 单元 收 伊 性 条 忻 的 保证 。5.6 节 所 引入 的 分 片 远 验 不 仪 对 Wilson 非 协 调 元 ,而 
且 对 其 他 各 种 非 协 调 元 收 语 性 条 件 的 检查 和 建立 具有 普遍 意义 ， 此 外 ,从 实际 应 用 出 发 ， 
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在 有 限 元 分 析 中 ,还 常 引 用 一 些 其 他 形式 的 特殊 单元 ,例如 断裂 力学 分 析 中 的 奇 录 元: 结 
构 与 基础 或 与 流体 相互 作用 分 析 中 的 无 限 元 等 ,限于 篇 幅 , 本 书 不 能 一 一 列举 和 诗 论 。 

除 以 上 几 个 间 题 而 外 ,有 限 元 分 析 中 方程 组 的 求解 方法 对 整个 计算 的 精度 和 效率 有 
重要 影响 ,这 将 在 下 一 章 专 门 讨论 。 关 于 有 限 元 分 析 程 序 的 组 成 和 前 后 处 理 的 有 关 技 术 
将 在 第 7 音 专 门 讨论 ,并 给 出 -个 教学 性 的 二 维 问 题 程序 作为 范例 ， 


关键 概念 

网 格 计 渡 的 协调 性 多 点 约束 方程 应 力 解 的 近似 性 

AIEA 7) 5. 应 力 麻 平 误差 估计 

Ë Л 2 35 J #5 38] Ж 内 部 自 宙 度 凝 聚 

БАр К ГЕМ 结构 的 周期 性 主人 以 边界 约束 

FHAA 分 片 试验 

复习 是 

5.1 ТИЛ АЈНЕК НУУ 什么 情况 下 要 引入 多 点 约束 方程 ? 


为 什么 ”如 和 何 引信 ? 


5.2 
5.3 


з Ж луу JJ sñ АН TAER? НИКИ? 为 什么 如 此 表现 ， 
ЛЕВОЕ s| ТЕ ЛАН имя? 最 住 点 的 应 力 具 有 什么 特点 ? 此 


特点 在 什么 情况 下 十 严格 成 亲 的 ? 什么 情况 下 只 能 是 近似 的 ? 


5.4 


Q n (т m m m m 
< ж-ға щл 


ЛР НОА АН ТИ Ж? 各 自 有 什么 优 缺 点 ? 
如 何 对 有 限 元 解 的 误差 作出 估计 ? 

什么 基 自 适应 分 析 方 法 ? 用 什么 方法 进行 自 适应 的 重 分 析 ? 
仁 么 是 子 结构 方法 ?” 在 什么 情况 下 适合 采用 子 结 构 方 法 ? 

于 结构 方法 在 算法 实施 过 程 中 的 主要 问题 是 什么 ? 

结 忌 的 对 称 性 如 何 利用 ”对 称 面 上 的 边 异 条 件 如 何 设置 ? 


. 10 ЈАРЕ ЕН Кака ШЫҢ ЫТ? 并 说 出 其 主要 步 又 。 
.11 什么 是 结构 的 施 转 周期 性 ”如 何 利用 它 的 特性 ? 


5.12 对 于 旋转 周期 绪 构 , 取 一 个 子 结 构 进 行 分 析 时 , 它 的 主 边界 和 从 边界 应 满足 什 
ARRIE? 

5.13 对 于 承受 任意 载荷 情况 的 轴 对 称 结构 和 旋转 周期 结构 , 当 采 内 Fourier 展开 
方法 分 析 时 ,为 什么 前 者 要 取 无 穿 多 项 .而 后 者 只 需 取 有 限 项 ”* 

5.14 为 什么 双 线 性 四 边 形 单元 用 于 弯曲 应 力 分 析 时 表现 出 较 差 的 性 能 ? 
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5.15 什么 是 Wilson 非 协调 元 , 它 有 什么 优 缺 点 ? 对 它 的 缺点 ,有 什么 改进 方法 ? 
5.16 {ТАЖИ Н Ай? 有 和 何 作用 ? ШПЕЕ? 
517 为 什么 iJ| 一 常数 的 非 协 调 元 能 通过 分 片 试验 ? 


练习 题 


5.1 8 结 点 四 边 形 单 7ECT )、( 卫 和 单元 (加 ?相连 接 如 图 5. 30 所 示 。 为 保证 连接 
界面 上 场 变 量 的 协调 性 ,应 建立 名 点 约束 方程 , 列 出 它 的 其 体 表达 式 , 并 阐明 其 理由 ， 


图 5. 30 8 ғары Шад pk B) 136 


52 МЗ ЖЕКЕН ТЕШЕН УА 中 在 水 平面 内 以 角速度 w 旋转 ,为 
求 出 中 点 (和 支点 侣 处 的 应 力 , 用 两 个 3 结 点 直 杆 单元 进行 有 限 元 分 析 , 分 析 后 分 别 用 
总 体 磨 平 ,单元 磨 平 ,分 片 磨 平方 法 进行 应 力 处 理 , 得 到 CC 点 和 〇 点 的 应 力 值 ,并 和 解析 
解 相 比 较 ， 


0 
O р, НЕ! RH A 
w. ERE p МОй o 


531 在 水 平面 内 旋转 的 等 截面 直 杆 


5.3 ШИ: 对 于 8 半点 四 边 形 单元 的 各 个 应 力 分 量 , 分 别 采 用 4 结 点 应 力 插值 函数 
进行 单元 应 力 磨 平 ( 参 见 (5,3.21) 式 ) 和 和 利用 4 个 高 斯 点 的 应 力 近 似 值 #5 外 推 ( 参 见 
(5. 3. 24) 式 ) 得 到 的 结 点 应 力 值 是 相同 的 ， 

54 ”有 中 心 椭 球 筷 的 矩形 板 , 两 个 侗 边 受 线 性 分 布 的 侧 压 p, 如 图 5. 32 Ка. ША 
利用 对 称 面 条 侍 减 少 求解 的 工作 基 ,并 画 出 计算 模型 , 列 出 计算 步骤 。 

5.5 НЕХУА,КЕЯЗЭЗа WEER: ВО BELH 3 ТА +F Hl IE] É ЈЕ, C $n 
图 5.33 所 示 ) ,侧面 受 线性 分 布 侧 压 。 如 何 利 用 其 白 身 的 几何 特点 减少 计算 工作 量 , 并 画 
出 计算 模 济 和 列 出 计算 步 又 ， 
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图 5.32 图 5.35 


5.6 图 ;5.34 所 示 正 方形 平面 应 力 单 元 由 4 个 三 角形 子 单 元 组 成 ,进行 如 下 计算 ; 
(1) 形成 子 单元 ABO ЕНЕ; 

(2) Fe 5.4.2 ВАЕ ЛИВНА 3 个 子 单元 的 刚度 扎 阵 ， 

(3) 由 子 单 元 的 刚度 定 阵 ,集成 正方 形 单 匹 的 刚度 此 阵 510X 10); 

(4) 凝聚 掉 内 部 结 点 O BJ ËB H E ,得 到 只 保留 表 结 点 自由 度 的 刚度 矩阵 . 


А 


Ë : 
` ИН |: ѓ= 10ст 


TE; Elem 
材料 : Е=10° MPa 
v=0.3 
С D 
图 5.34 由 4 个 三 角形 子 单元 组 成 的 正方 形 单元 


5.7 利用 旋转 周期 结构 的 原理 和 方法 求解 图 5.24 所 未 的 受 凤 载 的 塔 , 风 载 在 
Маселен picos, £ << W РБ. BERS N 


176 作为 计算 模型 , 列 出 计算 步骤 ,并 具体 计算 出 载荷 的 各 阶 Fourier 系数 F, , 

5.8 ЧЕН, 对 于 图 5. 27 所 示 的 纯 变 问题 ,用 1 个 Wilson 非 协 请 元 就 可 以 得 到 精确 
解 , 并 给 出 角 结 点 自由 度 和 内 部 自由 度 的 全 部 数值 。 

5.9 试 将 (5. 6. 19) 式 的 被 积 渭 数 展开 ,证 明 平 行 四 边 形 的 非 协 调 元 能 通过 分 片 坛 验 
的 结论 ， 
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Д.Е ЧЕ FÁ 

ӘҢ Gauss) БЖ Z fW ku KE NO kh, 
ЖЭР НА АНА БФ ВЕД А kE 3 X Z Й 
接 解 法 。 

分 块 解 法 的 原理 和 实施 方案 。 

几 种 常用 选 代 解 法 的 原理 和 计 草 步骤, 以 及 它们 的 各 自 特 点 。 


6.1 5) 


ШІ) 


适 今 为 止 , 本 书 主 可 讨 沦 了 静 力 平衡 问题 的 有 限 元 法 。 对 于 一 个 给 定 的 问题 ,在 确定 
了 离散 所 需要 的 单元 形式 和 网 格 划分 以 后 ,接着 进行 单元 特性 矩阵 的 计算 和 系统 特性 矩 
阵 的 集成 ,最 后 形成 如 下 形式 的 有 限 元 求解 方程 

Ка-Р (56,1.1) 

它 是 一 组 线性 代数 方程 。 这 组 方程 在 静 力 平衡 问题 中 就 是 以 结 点 位 移 为 基本 未 知 量 的 系 
统 续 总 平衡 方程 。 以 后 还 将 看 到 ,对 于 稳 态 场 ( 例 如 稳 态 温度 场 НЕ 12 章 ) 问 题 , 最 后 也 
是 同样 得 到 如 (6., 1. 1) 式 的 线性 代数 方程 组 , 它 代 表 的 是 以 结 点 场 变 量 ( 例 如 温度 ?为 基本 
未 知 量 的 系统 结 点 场 变量 的 平衡 方程 ， 

有 限 元 求解 的 效率 及 计算 结果 的 精度 很 大 程度 上 到 决 于 线性 代数 方程 组 的 和 解法。 特 
别 基 随 着 研究 对 象 的 更 加 复杂 ,有 限 元 分 析 需 要 来 用 更 多 的 单元 离散 模型 来 近似 实际 结 
构 或 力学 问题 的 几何 构 形 时 ,线性 代数 方程 组 的 阶 数 愈 来 你 高 (例如 几 方 ,甚至 几 十 万 )。 
因而 线性 方程 组 采用 何 种 有 效 的 方法 求解 ,以 保证 求解 的 效率 和 精度 就 成 为 更 加 重要 的 
ШЕН 

不 仅 在 线性 苦力 分 析 中 ,求解 代数 方程 组 的 时 间 在 整个 解 题 时 间 中 占有 很 大 比重 ,而 
目 在 动力 分 析 和 非 线 性 分 析 中 这 部 分 比重 也 是 相当 大 的 ， 这 点 将 在 以 后 有 关 动 力 和 非 线 
性 分 析 的 各 章 中 看 到 。 这 时 若 采用 不 适当 的 求解 方法 ,不 仅 计算 费 用 大 量 增加 ;严重 时 ， 
甚至 可 能 导数 求解 过 程 的 不 稳定 和 求解 的 失败 。 
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线性 代数 方程 组 的 解法 可 以 分 为 两 大 类 , 即 直接 解法 和 选 代 解法 。 直 接 解 法 的 特点 
是 , 选 定 某 种 形式 的 直接 解法 以 后 ,对 于 一 个 给 定 的 线性 代数 方程 组 ,事先 可 以 按 规 定 的 
算法 步 双 计 算出 它 所 需要 的 算术 运算 操作 数 ,直接 给 出 最 后 的 结果 ， 

造 代 解法 的 特点 是 ,对 于 一 个 给 年 的 线性 代数 方程 组 ,首先 假设 一 个 初始 解 , 然 后 按 
一 定 的 竺 法 公式 进行 选 伐 。 在 每 次 只 代 过 程 中 对 解 的 误差 进行 检查 ,并 通过 增加 迁 代 次 
数 不 断 降低 解 的 误差 ,站 至 满足 解 的 精度 要 求 , 并 输出 最 后 的 解答 ， 

本 章 重 点 讨论 基干 高 斯 消去 法 的 直接 解法 。6.2 节 讨 论 它 的 几 种 常用 形式 , 即 循序 
消去 法 ,三角 分 解法 以 及 高 斯 - 约 当 (Gauss-Jordan) 消 去 法 。6.3 ihe mi eiA T 
系数 年 阵 具 有 带 状 特点 的 情况 ,以 节省 计算 机 存 屠 ,提高 计算 效率 。 6. 4 节 讨 论 在 应 用 计 
算 机 外 存 情 说 下 直接 解法 的 实现 形式 ,以 适应 求解 大 型 问题 的 需要 。 关 于 选 代 解法 ,6.5 
TREERE НУ, Ruh ААН ЕСЕП ДЖ ЖЕЕ, ЭРТЕР ЕШ Hb fr R T E Ж 
ТЕН PR ЛТ ЯНВ 32: ЕЕ НВО ВК ti a yk АЯҢ, 
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他 宙 谭 论 对 称 、 正 定 线 性 代数 方程 组 的 高 斯 消去 法 的 基本 形式 及 它 的 变化 形式 ,这 是 
页 接 解 法 的 基础 ， 


6.2.1 高 斯 循序 消去 法 


1. 高 斯 循序 消去 法 的 计算 步骤 

循序 消去 法 是 高 斯 消去 法 的 基本 形式 。 为 了 益 明 该 方法 的 步骤 和 特点 , 现 引 人 以 下 
F t). 

16.1 现 有 下 列 伐 数 方程 组 


Ка -Р (6. 2.1) 
其 中 


— 4 6 —4 ] — 4 ¿to 
R = P 一 da = 
1 一 1 6 —4 б аз 
0 l -4 5 -3 a, 
现 采 用 高 斯 消去 法 求解 方程 组 (6. 2. 1) 。 首 先 将 方程 四 作为 主 元 行 ,消去 其 余 方程 中 
对 应 于 a 的 系数 , 即 消 去 系数 矩阵 中 第 1 列 的 第 2.3 .4 个 元 素 。 对 于 被 消 方程 国有 @@ 十 


XQ@, 方 程 @@ 有 加 一 二 xX 中 ,方程 @ 有 @ 一 0X 中， 因此 第 一 次 消 元 后 得 到 ， 
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2 
5 一 4 i 0] чт 
o М6 | —1? 
К? = | ә ° PU = š (6,2,2) 
005 5 D 
0: 1 —4____5 73, 


HPK? A P rh By БО) ВЕУ А 1 次 消 元 后 得 到 的 结果 。 照 此 类 推 ， 
以 后 的 KK “和 Р” 表示 经 过 第 m 次 消 元 后 的 短 阵 。K” 和 了 “中 蚀 线 所 包含 的 部 分 为 下 
次 消 元 的 些 阵 和 向 量 , 称 为 待 消 元 矩阵 和 待 消 元 向 量 。 而 且 行 请 元 矩阵 仍 保持 为 对 称 算 阵 。 

在 继续 消去 过 程 中 ,依次 以 方程 加 和 方程 咏 作 为 主 元 行 , 分 别 对 其 以 下 各 行进 行 消 
元 ,可 以 得 到 ， 


5 一 4 1 0 и 
0 14 — 18 1 25 
r” s 15. C |... 
к“ = 15 20 Р” = | 20 (6,2,3) 
0 бс} 5-4 -- 
| 7 7 
: 2 65 15 
0 0 —7 RH -т 
5 一 4 1 0 , 
1 
0 + 一 1 5 
к” 一 , | 15 20 pu — Е (6.2, 4) 
7 7 
ши 5 5 
0 D o = = 


А! K HL P U rh ЕЕ КЕЛ ККОВЗ 次 ) 消 元 的 矩阵 和 向 量 。 和 五 ”类 辣 ， 
天 ”中 待 消 元 的 部 分 仍 保 持 为 对 称 和 矩阵 。 天 ”和 P 收 中 虚线 所 包含 都 只 剩 下 一 个 元 素 , 它 
们 是 经 最 与 一 次 (第 3 次 )? 消 元 后 的 结果 ,出 它们 构成 了 一 个 只 也 含 一 个 未 知 量 (as ) 的 方 
程 。 从 此 方程 出 发 进行 回 代 ,可 以 依次 求 得 а ,as ,az Жа. ШІ. 


_ 5/3 _ 
иссе 
20/7-(-20/7)а, 
ы = 


15/7 


22222222. ЖІЖ 基本 部 分 


-一 一 -- - - а... 一 - — - 一 = — =! - — 


а-а ӛт С 16/5)а: (Ша, 
Е 14/5 


_ 2— C Фа — Соз - (02а, 
5 
现 将 上 例 中 所 采用 的 算法 过 程 推 广 应 用 于 n 阶 线 性 代数 方程 组 (6. 1. 1) 式 的 一 般 求 
解 情形 ,如 困 用 代数 算式 表示 , 则 有 
对 于 消去 ,可 以 表示 为 


= 3 


= 2 (6. 2.5) 


“1 


т т- Ка > т-- 
К, 一 К; - ТУЛА м ° 
те (6.2.6) 
їл? tml O Kim (m—1) 
Р," = В, ту т 
(m = ld nO l; ij = mtl, mpenn) 
对 于 回 代 ,可 以 表示 为 : 
а == Р-п RKD} 
(6.2.7) 


М 
а, = (Ре __ > Kia )/K (8—1) 


ішкі 


(1 = мп1, и — 2, =. 1) 
式 中 的 К ЖР? ЕБУНЯМЯР KARRE РЇ ЛЖ K, 和 P, TURE ZE 
(6.2.6),(6.2. 7) 式 中 令 nn 二 4, 则 它们 表示 的 正 是 例 6. 1 中 所 实施 的 循序 消去 和 回 代 过 程 。 
2. 高 斯 消去 法 的 特性 分 析 
现在 进一步 分 析 高 斯 消去 法 的 求解 过 程 , 以 便 得 到 它 的 一 般 规律 和 特点 。 


(1) 专 原 系数 矩阵 是 对 称 和 矩阵, 则 消 元 过 程 中 的 各 次 待 消 元 矩阵 仍 保持 对 称 。 这 是 
由 于 


ішн-і2 
КО" __ к=) __ фа ке 1) 
J т Ч Кт) т) 
Hü та 


т--1) 
(m) __ {т—1) __ {зл — l} 
К, иш K, im mE m 


(m = 1,2,-" n 1; ij = m+ l,m + 2, уп) 

知 未 消 元 时 系数 矩阵 是 对 称 的 , 即 К? = КР, Ди ЕЛШІ КО” КО (m= 
1.2, n—1ii,J=m+1,m+2, 3) ,说 明 各 次 待 消 元 矩阵 仍 保持 对 称 。 因 此 ,对 称 矩 
阵 消 元 时 可 以 只 在 计算 机 中 存储 系数 矩阵 的 上 三 角 ( 或 下 三 角 ) 部 分 的 元 素 ,; 从 而 节省 在 
МІНІ, 如 果 存 储 上 三 角 部 分 的 元 素 , 则 (6. 2. 6) 式 可 以 改写 为 

Ку? = К” — KEO K U Kun 

Ру" = РР Куруук" 

(m = 1,2,+з,п— l;i = m+ ,m--2, "mp = iit lyan) 


(6,2,8) 


Ш FRL ; 
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(2) 消 元 最 后 得 到 的 КО 天 "当中 的 第 : 行 元 素 就 是 第 :一 1 次 消 匹 后 的 结 

果 , 即 : 
К? — Кү" р!!! — Ре” 
这 表明 经 第 ІК Елік AMPO RERE. НЫНА. EJ ИД ЧЕ ЖТ K 
(ШЖК E xP RPE, ИЕНЕН ИЕ ЛЯ L = ВО TI P 的 空间 ,来 存储 消 元 最 后 得 到 
的 上 三 角 阵 KK" "和 向 量 P” ”的 元 素 而 不 必 另 行 开辟 内 存 。 以 后 还 将 看 到 ,上 述 特 点 对 
发 展 以 高 斯 消去 法 为 基础 的 其 他 变化 形式 的 直接 解法 是 很 有 用 的 。 为 了 表述 方便 ,还 可 
АЧ A S #fi y Ж К" A pP U на. 
S, = КЗ” = К У, = РП = РЕО (6,2,9) 

最 后 ,为 了 更 具体 执行 (6. 2. 8) 式 的 第 1 式 所 示 算 法 ,也 是 为 了 更 清晰 地 和 以 后 讨论 的 三 
角 分 解法 进行 对 比 , 现 与 出 它们 的 算法 执行 程序 语句 , 即 


do 10 ве 1, nC—1 
do 10 зе + 1, n 
do 10 J= 1, H 


K, =K, 一 其 % K m K mm 


10 continue 


(3) 载荷 向 车 PP 消 元 时 所 用 到 的 元 素 部 是 系数 矩阵 K 消 元 后 的 最 终结 果 , 因 此 P 的 
消 元 可 以 和 XK 的 消 元 同时 进行 ,也 可 以 在 KK 消 元 完成 后 再 进行 。 这 对 用 有 限 元 法 求解 同 
一 结构 承受 多 组 载荷 是 很 有 意义 的 。 这 时 刚度 矩阵 下 只 需 进 行 一 次 消 元 ,而 多 组 载荷 可 
分 别 利用 消 元 后 的 天 ( 即 天 "= 一 $) 进 行 消 元 和 回 代 求 解 。 这 样 可 以 大 量 节省 求解 所 需 
的 计算 时 间 。 这 是 直接 解法 相对 后 面 讨论 的 迭代 解法 的 一 个 优点 。 


6.2.2 三 角 分 解法 


1. 三 角 分 解法 的 实质 
三 角 分 解法 实质 上 是 高 斯 消去 法 的 一 种 变化 形式 。 其 特点 就 是 用 一 种 区 别 于 循序 消 
去 法 的 步 双 而 得 到 前 述 消 元 过 程 最 后 得 到 的 上 三 角 第 阵 8$。 从 (6. 2.9) 式 已 知 
5; -- кү" 一 К“ Із Сі == |, 2 па? == га 二 lyen) 
利用 (6.2.83) 式 和 上 式 自身 ,可 以 进 -… 步 得 到 
S; = КУ 519, 1/ Зли 
= Ку” — Sd, 22 9,1978, 
最 后 可 将 S, 表示 成 
= KP 一 У 5.5. San G= 1,2,5, = iit leend) (6.2.10) 


н-1,2 


226 基本 部 分 0 


其 中 
ко = K, 

上 式 表 明 , 可 以 将 经 过 高 斯 消去 法 得 到 的 上 三 第 阵 8 EREEREER K 的 上 三 角 部 
ОК е, 2 туп реа llenwi i 一 1 次 修 止 的 结案。 上 式 厂 端 第 2 项 表示 的 
就 是 i 一 1 次 修正 项 之 种 。 眉 正 的 结果 5, 

(= Ки МАЕ ЖЖК, ШЕЕ. МЕ 
式 还 可 以 看 到 ,对 于 一 个 措 定 i 的 元 素 S, 
修正 项 涉及 的 矩阵 死 率 仅 是 已 经 收 正 的 第 
1 .2,1i 一 1 行 的 第 i 列 和 第 7 Паж Smo 
Si 以 及 对 角 元 率 Si (mm 二 1,2,… yi 一 1), 即 
图 6. 1 中 用 "， "表示 的 元 素 。 图 中 “es" 表 示 
将 对 它 进 行 修正 的 元 素 。 用 对 K, 进行 修正 
得 到 上 三 角 阵 S 的 算法 ,通常 称 之 为 三 角 分 
解法 ,因此 沁 角 分 解法 实际 上 是 高 斯 消去 法 
的 一 种 变化 形式 。 图 6.1 将 KK, 修正 为 5 所 涉及 的 拭 阵 元 素 


《6. 2. 10) 式 的 实际 算法 的 执行 程序 语句 可 以 表示 为 


do 15 т=1, 1—1 
K, =K, — K p x K, К 


15 continue | 


Кин жа K Ж 5,. 

和 高 斯 循序 消去 法 的 算法 执行 程序 语句 对 比 ,两 者 的 区 别 仅 在 于 循环 变量 ij,oa 的 
WE. AIHERRA WEF S mm 作为 外 德 环 变 量 ,矩阵 元 素 行列 号 Ы 作为 内 循环 变量 ， 
而 三 第 分 解法 则 将 矩阵 元 素 行 列 号 i,i 作为 外 循环 变量 , 消 元 序号 mm 作为 内 循环 变量 。 
当然 ,i 和 xm 的 上 .下 界 也 作 了 相应 的 变动 。 

2. 三 角 分 解法 的 计算 步骤 

对 KK, 进行 修正 得 到 上 三 角 阵 5 的 三 和 分 解法 ,具体 执行 时 还 有 两 种 方案 ,分 别称 之 
为 按 行 分 解 和 按 列 分 解 。 

(1) 按 行 分 解 ; 执行 (6.2.10) 式 的 程序 语句 如 前 面 所 示 , 循 环 变 量 从 外 到 内 依次 是 
Арты 01175 МЕЗЕТІ) 的 外 循环 变量 ， 

(2) 按 列 分 解 : 和 按 行 分 解 不 同 的 是 ,执行 (6, 2. ТОМ NE IE BJ LTE zp WE Е 
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-一 --- 一 -- “. ле a= -p = =- 


变量 从 外 到 内 依次 是 j,i,m, 好 以 列 号 7 作为 先 于 行 导 i 的 外 循环 变量 。 算 式 表示 如 下 


5; = К;- s) S, S, /S,, G= 1.2, n i= 1,22, (6.2.11) 


= 1.2 


若 用 程序 语 可 表达 , 则 是 


do 20 j=i,n 
do 20 i=l, } 


do 20 т=1, 1—1 
K; =K; — K m: + Ka, IK am 


20 continue 


种 按 行 分 解 相 比较 ,区 别 仅 在 于 循环 变量 i 和 ; XH Y KF ARE TTS Е, FRET 
相应 的 变动 。{6. 2.11) 式 的 基体 过 程 可 表达 如 下 ; 


第 1 列 у= 

ізі Su= Ky 
第 2 列 7 一 ? 

i=l 8:= К, 

i=2 Se = Ks — Ss Sis/ Su 
第 3 列 j=: 


3 
1 SL = Ки 
1=2 Sa = Ka — лаа Фи 

3 53 = Ka 55у / 5 — Sa Su / Sa 


与 高 斯 消去 法 相同 ,在 用 三 : 角 分 解法 得 到 EZES 以 后 ;为 得 到 方程 组 的 解答 , 首 
先 需 对 载 集 向 量 P 进行 分 解 , 从 (6.32.9) 式 和 (6.2.8) 式 可 以 得 到 分 和 解 后 的 向 量 ; 即 


‚= Р,— >, 5 У„/5„ G = 1,2,,n) (6, 2, 12) 
然后 进行 回 代 得 到 解答 ,即将 (6.2.7) 式 表示 成 
а. 一 Fad Snn 
а = (V, — У) 8,а,)/5, G= n—l,n— 2.1) (6,2,13) 
= НІ 


Ба MST TH UH ЖЕНКЕ ГАЯН 2: BQ ARENE ZA i E 
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у. шш. у... AIR BERG 
包含 着 将 系数 矩阵 下 分 解 成 以 下 形式 
K = LDL' (6.2.14) 


其 中 江 是 对 荐 元 束 为 1 的 下 三 角 阵 ,了 站 对 其 矩阵。 ЄН И л Ж du 就 是 高 斯 消去 后 
所 得 上 三 角 阵 S ХР л Ж, BD 


dun = Ва (m = l,2,"*,n) (6. 2. 15) 

并 且 有 
S= ріл (6, 2. 16) 

或 写成 
L = р (6.2. 17) 


(6.2.14) 世 所 示 分 解 的 正确 性 是 因为 矩阵 KK 是 对 称 的 ,同时 分 解 是 惟一 的 。 有 了 时 为 
了 罕 达 方便 ,将 (6.2.14) 式 用 于 代数 方程 组 直接 解法 的 讨论 中 。 例 如 将 方程 组 KK a= 二 
的 求解 表示 成 以 下 3 个 步 又 , 即 


LDL'!a = P (6. 2. 18) 
ПіІла-ІЛР-Ұ (6. 2. 19) 
a= (LCD IV (6. 2, 20) 


ЗЕ, ЕА ВТЕ (6. 2.11) -- (6. 2. 13) 式 。 而 卫 实 际 编 穆 也 是 按 (6, 2. 11) ~ 
(6.2. 13) 式 进行 的 ,而 不 是 按 (6,2. 18) 一 (6. 2. 20) 式 编程 。 


6.2.3 高 斯 - 约 当 消去 法 


前 节 讨 论 的 高 斯 循序 消去 法 和 三 角 分 解法 都 是 将 方程 的 系数 矩阵 消 元 成 一 个 上 三 角 
息 阵 ,而 后 进行 回 代 求解 。 敲 斯 - 约 当 消 去 法 是 将 系数 年 阵 消 元 成 一 个 单位 对 角 阵 ,这 样 
经 消 元 后 的 右 端 自由 项 列 泗 就 是 代数 方程 组 的 解 。 因 此 ,高 斯 - 约 当 消去 法 没有 了 回 代 
过 程 。 
为 了 表达 方便 , 先 将 n 阶 线性 代数 方程 组 (6. 1.1) 式 的 系数 矩阵 和 右 端 自由 项 列 阵 构 
成 n> (n + 1) ВК P ka 4: 
Ки Кз e Қ, Куны 
Ка Ко "*° Kon К, 
(6.2.21) 
Кы Ka Кы К, 
诛 系 数 矩阵 IB: A ДЕДЕ 
高 斯 - 约 当 消去 法 是 从 第 1 行 开始 作为 主 元 行 顺序 进行 消去 , 则 它 的 第 闫 次 (ma 一 1， 
2,"… ,nn) 消 元 进行 以 下 运算 ， 
(1) 用 该 消 元 行 的 主 元 КС, " 除 该 行 的 所 有 元 素 ,并 使 主 志 K 名 二 1, 即 
Кы = КУК” (ре тут Буново 1) (6. 2. 22) 
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(2) 反 消 过 程 , 即 用 第 пт 行销 去 第 1 一 和 一 1 行 的 第 六 列 元 素 , 如 下 式 所 示 : 


; 2 一 外 
Ку? = KTU — KUK ie | (6.2, 23) 
i= mmt 1," n tl 
(3) 正 消 过 程 , 即 用 第 ТІЛІНЕ mln TRE m 列 元 素 , 串 表示 为 
ге m+ l.m + 2,9,1 
Кү" = К." — KUK | + + (5.2, 24) 
J= mmt lnt 1 
应 当 指 出 的 是 : 
(1) 商 斯 - 约 当 消去 法 在 形式 | 没有 回 代 过 程 ,实质 上 上 反 消 过 程 就 相当 于 高 斯 消去 法 
中 的 回 代 。 


(2) 丙 斯 - 约 当 消去 法 最 后 得 到 系数 短 阵 是 单位 阵 , 不 能 像 高 斯 消去 法 那样 利用 消 
元 语 的 系数 矩阵 求解 多 组 载 闪 。 在 向 斯 - 约 当 消去 法 中 多 组 载荷 , 即 有 多 组 自 册 项 列 
陡 , 可 以 一 并 放 在 增 广 矩阵 中 ,一 次 求 得 多 组 载荷 的 解 。 例 如 有 > 组 载 苘 , 增 广 下 阵 
[ях (n+ r) ] 
Ка Ku -е“ K, Кл. “" K. 
Ka Ку, + Ка Кола е. Кол, 


Кі Кю“ Кы Ка ОК 
第 1 组 … 第 r 组 
ЕЖЕН 自由 项 

有 关公 式 (6.2.22) 一 (6.2.24) 只 需 将 循环 下 标 由 ?十 1 AA ntr BT, 

(3) 实际 上 ,高 斯 - 约 当 法 的 消去 可 以 不 必 从 第 1 行 作为 主 元 顺序 进行 。 在 5.4 节 子 
结构 法 的 过 沦 中 ,关于 内 部 自由 度 的 凝 除 的 具体 执行 ,只 要 将 方程 65. 4. 1) 式 中 内 部 自由 
Жа 所 对 应 的 各 行 作为 主 元 行 对 方程 组 进行 高 斯 - 约 当 消 元 ,消去 后 的 方程 就 是 (5.4.4) 
式 , 即 

Ка, = P; 
例 6.2 对 例 6.1 中 的 线性 代数 方程 组 , 现 用 高 斯 - 约 当 消去 法 求解 。 
(1) EERE РЕ, ПЯ 


| 0 l 4 5123 
(2) 以 第 1 行 作为 消 元 行 , 经 消 元 (只 有 正 消 过 程 ) 后 得 到 
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4 1 2 
| -5 5 90% 
14 16 12 
5 5 l 205 
16 29 22228 
0 12-4 52-31 
(3) ие 2 fr fE AHÍ 2 JP JD Ja АЯ 
5 2; 2 
109-47-72 7 
8 51005 
901-700 14 
15 20! 20 
90% 7 7. 7 
22 65 15 
9 0 7 14:27 
ЗВУЕЛКЕ TE НОТ, £ 35 6189] 
г 2 | 27 
120 0 -= з 
7i 2 
0 | 0 -5 3 
4: 4 
0 二) 二 
0 1 5 3 
5 i: 5 
о 0 2i 2 
6: 3 
(5) 以 第 4 行 作 为 消 元 行 ,经 消 元 (只 有 上 反 消 过 程 ) 后 得 到 
10 0 0.2 
0 1 0 O H 
0 0 1 O 4 
0 0 0 1-2 
(6) 经 4 次 请 元 后 增 广 矩阵 的 最 后 一 列 就 是 方程 的 解答 ,有 即 
а 二 2 а = 3, аз--4. а =? 


АЕ 6, 2. 1 一 6.2.3 证 分 别 讨 论 了 对 称 系 数 算 阵线 性 代数 方程 组 求解 的 高 斯 消去 法 
的 几 种 基本 形式 和 其 变化 形式 一 循序 消去 法 , 王 角 分 解法 以 及 高 斯 - 约 当 消去 法 。 由 于 
有 限 元 法 中 线性 代数 方程 组 的 系数 矩阵 通常 不 仪 是 对 称 的 ,而 且 还 具有 元 素 带 状 分 布 和 
稀 朴 的 特点 ; 男 一 方面 当 求解 方程 组 的 阶 数 很 识 时 ,全 部 运算 不 可 能 在 计算 机 的 内 存 内 完 
成 , 即 还 需要 利用 计算 机 的 外 存 进行 计算 。 因 此 ,以 下 两 节 将 分 别 讨论 基于 高 斯 消去 法 的 


性 代数 方程 组 的 解法 — — 
带 状 系 数 甜 阵 的 直接 解法 和 利用 计算 机 外 存 的 直接 解法 。 
ӨЗ 市 状 系数 和 矩阵 的 直接 解法 


631 系数 矩阵 在 计算 机 中 的 存储 方法 


有 限 元 法 中 ,线性 代数 方程 组 的 系数 矩阵 是 对 称 的 ,因此 可 以 只 存储 一 个 上 三 角 ( 或 
下 三 角 ) 拓 阵 。 但 是 由 于 秆 阵 的 稀 醇 忻 , 伟 然 会 发 牛 零 元 素 占 绝 大 多 数 的 情况 。 考 虑 到 非 
零 元 素 的 分 布 呈 带 状 特点 ,在 计 算 机 中 系数 矩阵 的 存储 一 般 采 用 二 维 等 带宽 存储 或 一 弘 

1. 二 维 等 带宽 存储 

XT п [нй Ж ЖОНЕ. ДА КИЕ ЛЕ D 为 带宽 , 则 上 三 角 阵 中 的 全 部 非 等 元 素 
帮 将 包括 人 在 这 条 以 主 对 角 元 素 为 一 边 的 一 条 等 宽带 中 ,如 图 6. 2(a) 所 示 。 二 维 等 带宽 存 


图 6.2 二 维 等 带宽 存储 


储 就 是 将 这 样 一 条 带 中 的 元 素 , 以 二 维 数组 ,如 图 6. 2(b)? 的 形式 存储 在 计算 机 中 ,二 维 数 
组 的 界 是 xnX 了 号 。 我 们 以 具体 例子 来 说 明 这 种 存储 是 如 何 进 行 的 。 图 6. 3(a) 为 一 个 8X8 
刚度 盾 阵 , 它 的 最 大 带宽 呈 一 4。 将 每 行 在 带宽 内 的 元 素 按 行 置 于 二 维 数 组 中 ,图 6.30b) 
表示 的 是 原 刚 度 系数 在 二 维 数组 中 的 实际 位 置 。 图 6. 3(c) 表 示 的 是 元 素 硅 二 维 数组 中 
的 编号 。 可 以 看 玫 , 由 于 对 角 元 素 都 排 在 二 维 数组 的 第 一 列 , 因 此 二 维 数组 中 元 素 的 列 数 
都 较 原来 的 列 数 有 一 错 动 ,而 行 则 保持 不 变 。 共 将 元 素 原 米 的 行列 但 记 为 i,j, 它 在 二 维 
数组 中 新 的 行 . 列 码 记 为 i .;" , 则 有 
i= i 


j 二 7 一 i 十 1 (6.3.10 
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= — 


== 0----і F De 


Кү Кз Ü Ka Ku Ko Къ Ки 

ко Ку 0 O Ку Ко Ka Ky 

Кз Ka 0 Ку Ау Құ) Ky Ки 

Ka Kis Қы 0 |қ Ka Ко Ка Кы 

Ка Кв 0 Ка М Ка Ко Аҙ Ksa 

Кы Қо 0 Ка Ker Кө Кы 

Кп Къ Ку Ко Ка Ан 

Куз Ка Кө Kay Кы 

(а) МІНЕ Ж ЖШ (b) (c) 一 维 等 带宽 存储 
АА) АСУ A 9) 
AG) AG) А(8) 

А(4) A(7) A(S) 
жу А(11) А14) до!) 
A(O) 413) АОЛ) - -HE Sy 38 4-1 


А(12) 4(17) А(20) 
А(16} А(19) 


ACIB) 


(4) 
图 5.3 二 维 等 带宽 及 一 维 变 带宽 存储 元 素 对 应 关系 


ИЕ лж Ks: 在 二 维 等 沉沉 存储 中 应 是 Ker. 

采用 二 维 等 带宽 存储 ,消除 了 最 大 带宽 以 外 的 全 部 符 元 素 , 较 之 于 存 全 部 上 三 角 阵 大 
大 节省 了 内 存 。 但 是 由 于 取 最 大 带宽 为 存储 范围 ,因此 它 不 能 排除 在 带宽 范围 内 的 零 元 
素 。 当 系数 年 阵 的 带宽 变化 不 大 时 ,采用 二 维 等 带宽 存 情 是 合适 的 ,求解 也 是 方便 的 。 但 
当 出 现 局 部 带宽 特别 大 的 情况 时 ,采用 二 维 等 带宽 存储 时 将 由 于 局 部 带宽 过 大 而 使 整体 
系数 矩阵 的 存 情 大 大 增加 ,此 时 可 采用 一 维 变 带宽 存 情 。 
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2. 一 维 变 带宽 存储 
一 维 寞 带宽 存储 就 是 将 变化 的 带宽 内 的 元 素 按 一 定 的 顺序 存储 在 一 维 数组 中 。 由 于 
它 不 按 最 大 带宽 存储 ,因此 较 二 维 等 带宽 存储 更 能 节省 内 存 。 按 照 解 法 可 分 为 按 行 一 维 
蛮 带 宽 存 储 及 按 列 一 维 变 带宽 存储 。 现 在 仍旧 利用 图 6. 3(a) 中 的 系数 怎 阵 ,进行 按 列 的 
一 维 变 带 宽 存 储 。 
按 列 一 维 变 带 宽 存 储 是 按 列 依次 存 情 元 素 , 每 列 应 从 主 对 角 元 素 且 至 最 高 的 非 零 元 
素 , 即 该 列 中 行 号 最 小 的 非 零 元 素 为 止 ,如 图 6.3(a) 中 实 线 所 包括 的 元 素 。 由 各 列 中 行 
导 最 小 的 非 零 元 素 组 成 的 折线 称 为 高 度 轮 廊 线 。 显 然 这 种 存储 较 二 维 等 带宽 存储 (图 中 
虚线 所 示 ) 少 存 了 一 些 元 素 , 但 是 对 于 高 度 轮廓 线 下 的 零 匹 素 , 即 夹 在 非 零 元 素 内 的 零 元 
素 , 如 K. Ka TEMER. E 6.3td) 中 表示 的 是 这 些 元 素 按 列 在 一 维 数 组 中 的 排列 ， 
将 系数 矩阵 中 的 元 素 紧 凑 存 依 在 一 维 数组 中 ,必须 有 辅助 的 数组 帮助 记录 原 系 数 答 
阵 的 性 状 , 例 如 对 角 元 素 的 位 置 .每 列 元 数 的 个 数 等 。 辅 助 数组 Ma 十 1) ,用 以 记录 主 对 
角 元 素 在 -- 维 数组 中 的 位 置 ， 对 于 图 6, 3(d) 的 一 维 数组 , 它 的 M8 十 1) 数 组 是 
[1 2 4 6 10 12 16 18 22] 
其 中 前 二 个 数 记录 的 是 主 对 角 元 素 的 位 置 , 最 后 一 个 数 是 一 维 数 组 长 度 加 1, 
利用 辅助 数组 M, 除 了 知道 各 主 元 在 一 维 数 组 中 的 位 置 以 外 ,还 可 以 用 以 计算 每 列 
元 素 的 列 高 N,，, 即 等 列 元 素 的 个 数 , 以 及 每 列 元 素 的 起 始 行 导 пт. 
N, = Ма +1) — М) (6.3.2) 
m = т- N, + ] 
例如 求 第 4 列 元 素 个 数 N. , ШЖ 
М, = М(5) - М(4) = 10-6 = 4 
求 第 6 #U J АТ ЕЗ Ju ЖЕРЕ Не М, 及 m. ,应 有 
М, = МС) — M(6) = 16—12 = 4 
т = 6—4 +1 = 3 
有 了 辅助 数组 MM 后 ,可 以 找到 一 维 数 组 中 相应 的 元 素 , 然 后 进行 方程 组 的 求解 。 
一 维 变 带宽 存储 是 比 二 维 等 带宽 存储 更 节省 内 存 的 一 种 存储 方法 ,但 由 于 寻找 元 素 
较 二 维 等 带宽 存储 复杂 ,内 而 编写 程序 亦 较 麻烦 .并且 计 算 机 耗 时 可 能 也 比 二 维 等 带宽 存 
储 时 较 多 。 因 此 在 选用 存储 方式 上 要 权衡 两 者 的 利 棘 , 统 盘 考虑 。 通 常 , 当 带 宽 变 化 不 大 
而 计算 机 内 存 丸 允许 时 ,采用 二 维 等 带宽 存储 是 合适 的 。 


632 二 维 等 带宽 存储 的 高 斯 循序 消去 法 


1. 币 状 矩阵 浓 元 的 特点 一 工作 三 角形 
对 于 通常 的 阶 线性 代数 方程 组 ,高 斯 循序 消去 法 的 第 m 次 消 元 是 以 第 m 个 方程 为 
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主 元 行 ,对 它 以 下 的 第 mw 十 1 直至 第 个 方程 进行 “次 消 元 修正 。 其 结果 是 将 它们 的 т 
ATRAE ,并 对 它们 的 第 ті EE ， 列 元 秦 进 行 修正 。 对 于 系数 矩阵 元 素 成 带 状 
分 布 的 方程 组 ,按照 高 斯 循序 消去 法 以 第 m 行为 主 元 行进 行 第 m 次 消 元 时 应 该 注意 的 
是 ;由 于 系数 矩阵 中 从 н НАНЕ n 行 的 mm 列 的 系数 矩阵 元 素 本 来 就 是 零 , 因 此 
不 必 再 进行 消 元 ;同时 由 于 第 т 行 的 从 m 十 口 列 开始 直至 # 列 的 矩阵 元 案 本 来 也 就 是 
零 ,因此 自 以 后 各 行 的 吉 十 D En 列 的 矩阵 区 素 也 不 必 进 行 修正 。 这 样 一 来 ,在 对 于 
只 存储 上 三 角 阵 的 对 称 系数 短 阵 的 情况 来 说 ,每 一 次 消 元 修正 所 涉及 的 元 素 只 是 包括 m 
行 元 索 在 内 的 下 面 一 个 二 角形 内 的 元 素 , 即 共有 六 DCD 一 1) 个 元 素 。 今 后 称 这 个 包括 т 
行 元 素 在 内 的 三 角形 称 为 工作 二 角形 ,如 疼 6. 4(a) 所 示 。 这 是 带 状 抑 阵 消 元 的 一 个 特 
点 。 由 此 , 当 商 斯 循序 消去 法 的 计算 公式 (6. 2. 8) 式 用 于 二 纵 等 带宽 存储 时 ,其 循环 变量 


i Jj 的 二 .下界 粤 作 相应 的 修改 。 从 而 使 实际 需要 修正 的 无 素 及 相应 的 计算 工作 量 大 大 
减少 . 


Km met Кы, mil 


(а) ЧИА Н ДЕР) К{Е Е (by 工作 .角形 (с) 一 维 守 市 宽 存 储 中 的 工作 二 前 形 
6.1 工作 三 角形 


2. 二 维 等 带宽 存储 高 斯 循序 消去 法 的 计算 公式 
通常 适用 于 系数 扎 阵 为 满 阵 的 高 斯 循序 消去 法 在 计算 公式 (6. 2.8) 式 和 回 代 公 式 
(6. 2. 7) 式 并 选用 二 维 等 带宽 存储 时 应 作 以 下 两 方面 的 修改 。 
(1) 按照 工作 三 角形 消 元 修正 的 特点 ,将 消 元 公式 (6.2.8) 式 和 回 代 会 式 (6. 2.7) 式 
中 行 , 列 循环 变量 г, 的 界 收 改 成 如 下 所 水 。 
对 于 消去 ， 
құ” = K -KA UKY ОК 
Р" = PU — Ky pu Kur 
(n = 1.2." .n— lí i= m+ 1.m-+ 2," ,min(m + 0-1,9); 


(5.3. 3) 


коф даказвае 


q= 41.5.4 D —1.n)) 


对 于 回 代 ， 
Ұр == р‘ Кн) 
пип r+ i-li (В. 3. 4) 
м=р РАК крака 
к=! 


(+=лпл—1,п—2,°.1]) 
(2) J; BR + SF r A f ba Wk Ж.Ж И ЕЮ ITOO KA ВО ВЕЕР. 
此 时 工作 :角形 中 的 元 素 在 二 维 等 带宽 存储 中 的 分 布 如 图 6.4. Е Ж.Д Е 
ла F P zz 


对 于 六 去 : 
站 一 (6.3.5) 
ре” — prn кесі, рт! Кето 

(т == ].2,.- и — 1; 1 一 т + 1, па „мат + D — lan); 
{=i i t l, mmn: + --1,п?) 

FEA: 

а 一 рг уке 
ин D—1.n) (6. 3. Б) 

а, = (pi. — >" сара) ке? 


I=] 


(i= п—1,л— 2,5,1) 


6.33 总 状 矩阵 的 三 角 分 解法 


考 志 系数 矩阵 带 状 分 布 的 特点 ,三 角 分 解法 的 计算 公式 也 应 作 相 应 的 艇 改 。 因 与 具 
体 的 存储 方式 有 关 , 现 分 别 进行 讨论 ， 

1. 系数 算 阵 KK 采用 二 维 等 带宽 存储 

(1) 按 行 分 解 : 按 行 分 解 的 三 角 分 解 公式 (6.2,10) 式 应 修改 成 ; 


ií 1 
5, +) 一 КО a > Sr -ml Sani- та1/ бы (8, 3. T) 


{т = | ре, пр = disit lse minti Р--1, 23 
т, = max; — D + 1,1)) 
(2) 按 列 分 解 ， 


1 一 上 


S, :1 一 КО a то У; S... -m „ба. Ht 十 1 Sa (5. З, 8) 


т == 1л 
Ú 


G= 2 i= тах — РА 1,10), 
то = max(j — 041,10) 
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《3) 载荷 项 的 分 解 和 回 代 : 关于 载荷 项 的 分 解 公式 (6,2, 12) 式 和 回 代 会 趟 46.2. 13) 
式 用 于 带 状 息 阵 的 二 维 等 带宽 存储 情况 ,不必 区 分 按 行 分 解 和 按 列 分 解 , 应 由 改 成 如 下 统 
一 的 形式 。 


对 于 分 解 ; 
і--1 
У, = P, — YS mV/ Sm (6.3.9) 
Са = 1,27,.+=,п ту = пах: — D+ 1.15) 
对 于 回 代 ， 
а = У За 
КЭ (6, 3. 10) 
ч, = (У, — S u 8, a 


之 


(К=п—1,л—27, 
2. 系数 矩阵 KK 采用 一 维 变 带 宽 存 储 


依据 一 维 变 带宽 是 按 行 存储 还 是 按 列 存储 矩阵 抑 素 ,应 分 别 采 用 按 行 分 解 还 是 按 列 
分 解 的 三 角 分 解法 。 现 以 按 列 存 储 为 例 讨论 按 列 分 解 的 分 解 公式 和 回 代 公式 。 与 二 维 等 
带宽 存储 的 区 别 有 以 下 两 点 : 

(1) 对 下 ,分 解 所 涉及 的 第 i 列 和 第 j 列 元 素 的 起 始 行 号 mx; Пт, 来 说 ,在 二 维 等 带 
ЖҒНЕ т, m, G =i ВЯ т, т, ) ,而 在 一 维 变 带 宽 存 情 中 则 不 一 定 如 此 ,因此 下 的 
分 解 公式 (6,3.8) 中 ,mm 应 取 т, Жіт, 中 的 较 大 者 , 即 

та = шахіт,.т;) 
而 在 P 的 (8.3.9) 分 解 公式 中 ma ШУ то m, Вт, БІЗ (6,3. 2) 式 计算 得 到 。 

(2) "ври АР Күн S, ІІБ) 不 需要 按 二 维 等 带宽 存储 方式 那样 修改 为 
j 一 上 十 1 ,而 是 按照 6.3. 1 节 中 所 表述 的 方法 列 出 五 ,或 S$, 在 一 维 数 组 中 所 对 应 的 位 置 。 
一 维 变 带宽 按 列 分 解 的 三 角 分 解 和 回 代 公式 如 下 


对 于 分 解 ， 
5, = K, — S s,s f Sam 
(7 = 1,0,1 = арт, = max(m, m.) (6. 3.11) 
V, = Р, — ЖЕГЕ Gi = 12,66,00) (6. 3. 12) 
对 于 回 代 :* | 
a, = У,/5,, 


и (6. 3. 13) 
= (V, — У! 5,а;)/8, (i = п-—1,п—27,е,1) 
< 


J FF 
(m s= 1) 
р 
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(6.3. 13) 式 的 第 2 式 相 当 于 执行 以 下 程序 语言 , 即 


S=0.0 
do 10 ;=ї+1›,п 


if (m, ПЕРО 8=8+$а, 
a= (V, — S) /S,, 
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采用 有 限 元 法 求解 时 ,往往 离散 模型 划分 的 单元 和 相应 的 结 点 很 多 ,得 到 的 求解 方程 
的 阶 数 一 般 都 很 高 ,系数 矩阵 往往 不 能 全 部 进 人 计算 机 内 存 。 这 一 节 讨 论 的 分 块 解法 和 
波 前 法 是 利用 外 存 解 决 计算 机 内 存 容量 不 够 时 的 两 种 较 好 的 解法 ， 


6.4.1 对 高 斯 消去 法 的 再 分 析 
从 6.3.3 节 的 讨论 中 已 知 ,高 斯 消去 最 后 形成 上 三 第 阵 S 的 元 素 可 以 表示 为 


S, = K, — 25,5,/5,, (6.4.1) 
(1 = ],2,"= n; j = Тина + D— 1n); 
та = тах()-- Р+1,1)) 
Ж, то K, E IO ЖОНЕ K ALR , 右 端 第 2 项 是 第 m 至 第 i 一 1 次 消 元 对 K; S| A 
的 修正 , 共 中 涉及 的 仅 是 矩阵 $5 第 mo 行 至 第 i 一 1 行 的 第 i 列 和 第 j 列 的 元 素 ,而 与 K, 
本 身 充 关 。 考 虑 到 系数 矩阵 是 由 单元 刚度 矩阵 集合 而 成 , 因此 元 素 K, 可 以 表示 为 


> IK: 。 这 样 一 来 ,6. 4, 1) 式 可 以 进一步 表达 成 


1 一 】 
5, = 2 K; 一 2,5,5,,/5,, (6.4.2) 
е т My 


(6.4. DRERI AA КНЕ k RI it НР S. 的 过 程 。 公 式 右 端的 第 1 个 
AART К, 元 素 的 集成 过 程 , 右 端 第 2 个 和 式 表示 经 第 m 次 至 i 一 1 次 消 元 对 KK, 逐次 
修正 的 过 程 。 同 理 可 以 导出 自由 项 刻 阵 的 集成 和 对 其 进行 消 元 修正 的 过 程 ,自由 项 列 阵 
在 有 限 元 方法 中 就 是 等 效 结 点 载 苟 列 阵 。 要 过 程 是 


V, = РР 一 DP- Излиза (6. 4. 3) 


(6. 4. 3) 式 中 右 端 第 1 个 和 式 代表 结构 等 效 结 点 载荷 列 降 由 单元 等 效 结 点 载荷 列 阵 集成 
第 2 个 和 有 去 是 对 其 进行 逐次 修正 的 过 程 。 
在 有 限 元 法 中 ,一 般 鲜 题 过 程 是 先 集成 后 销 元 , 即 先进 行 第 1 个 和 式 , 将 结构 刚度 和 抵 
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阵 和 等 效 结 点 载荷 列 阵 全 部 集成 完毕 .然后 对 其 进行 还 元 修正 , 即 执行 第 2 个 和 和 式 。 由 于 
连续 体 离散 时 划分 的 单元 很 多 ,往往 由 于 求解 规模 过 大 而 计算 机 内 存 个 足 导数 不 能 求解 ， 
有 必要 同时 利用 计算 机 外 存 解 次 此 矛盾 。 分 析 (6. 4. 2) 式 和 (6.4, 3) 式 可 以 得 到 以 下 结论 ， 

(1) 结构 刚度 矩阵 发 中 的 元 素 K, 的 集成 和 对 其 进行 消 元 修正 可 以 交替 进行 。 未 集 
成 守 毕 其 至 尚未 集成 的 元 如 也 可 以 先进 行 消 元 修正 ,然后 继续 集成 ,不 需要 在 全 部 元 素 集 
ДАВАНА ВЕ. 

(2) РЕ АУТ WE mÍ Н ЖЖ Ph Ж k MIX НЕП ИЮНАВЕЖЕ 
完毕 ,就 可 以 作为 主 元 行 对 它 以 下 的 了 一 1 行 完成 消 元 修正 ( 见 图 S 4}。 对 于 被 修正 行 
(第 区 十 1 行 到 m+ D—1 行 ) 则 不 一 定 要 求 元 素 集成 完毕 ,也 就 是 说 ,不 论 被 修正 的 元 素 
集 威 ((6.4.2) 和 《6.4.3? 式 中 的 第 1 个 和 式 ) 与 否 , 修 正 过 程 ((6. 4. 2) 和 (6.4,3) 式 中 的 第 
2 个 和 式 ) 都 可 以 进行 ，。 

(3) 用 第 品行 对 它 以 下 各 行 消 元 履 正 只 涉及 包括 第 mm 行 元 素 在 内 的 一 个 有 效 消 元 
Кр бл. ЧТ тС Ж т Ьо ИБА ОНЖ р Ву 
ЖА) ТЕ ЕШ ЛАЧ, HHA УЕ, 

(4) КЕЛЕ 并 还 是 对 自由 项 列 阵 了 ,每 个 元 素 在 被 逐次 你 正 时 用 到 的 元 
索 都 是 集成 和 该 消 元 修正 已 全 部 完成 的 元 素 , 即 消 元 修正 的 最 终结 果 , 因 此 与 消 元 修正 过 
程 中 的 中 间 结 果 无 关 。 

在 这 些 结论 的 基础 上 ,建立 了 分 块 求解 的 基本 思想 ， 
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”从 融 斯 消去 法 的 再 分 析 可 知 , 结 构 刚 度 矩 阵 KK 不 必 全 部 进入 内 存 。 可 按 计 算 机 允许 
的 由 存 将 结构 刚度 乞 阵 分 成 若干 块 , 使 这 些 块 逐次 进 人 人 内存。 在 每 扎 中 刚度 矩阵 的 元 过 
先 集成 后 消 元 修正 。 

以 二 维 等 市 竟 行 储 为 例 , 只 要 网 格 的 结 点 编导 和 单元 编号 合理 ,很 容易 做 到 进入 内 存 
的 系数 算 阵 只 有 最 后 的 品行 元 素 集成 尚未 完毕 。 若 计算 机 内 存 允 许 存储 NQ 行 元 素 ( 占 
AF NOXD MA NQ 一 DD 行者 已 集成 完毕 ,可 以 作为 主 元 行 对 它 以 后 相关 行列 进行 
消 元 修正 , 消 元 修正 波及 NO-I 行 。 然 后 将 内 存 中 已 完成 集成 和 用 来 进行 消 元 修正 的 元 
ЖОШ NQ 一 已 行 ) 移 出 内 存 。 最 后 的 品行 元 素 是 尚未 完成 集成 和 消 元 修正 的 , 称 之 为 公 
共 区 。 公 共 区 和 下 一 块 系数 答 阵 一 起 在 内 存 中 继续 集成 和 消 元 修 趟 ,如 此 进行 下 去 直至 
多 部 系数 征 阵 集成 和 消 元 修正 完毕 。 系 数 矩 阵 在 内 存 中 的 分 块 示意 见 图 6. 5。 

问 代 求解 可 逐 块 自 下 而 上 地 进行 。 

ЕБ: 

С 在 每 -- 分 其 中 ,系数 矩阵 的 元 素 是 先 集 成 后 消 元 修正 。 

(2) 从 求解 的 全 过 程 上 看 ,系数 矩阵 的 集成 和 消 元 修正 是 交 蔡 进行 ， 
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当 利 用 计算 机 外 存 时 ,移出 的 系数 矩阵 可 按 块 存 人 外 存 , 求 解 时 再 由 后 癌 前 逐 块 调 人 
内 存 。 这 种 分 块 解法 较 一 次 集成 和 消 元 修正 只 多 消耗 一 些 计 算 机 内 奸 存 交换 的 时 间 , 但 
却 能 达到 求解 大 型 问题 的 要 求 。 在 理论 上 只 要 内 存 允 许 的 NOCD) ,分 块 解法 就 可 以 
进行 。 这 种 扩大 解 题 的 能 为 理论 上 也 是 大 限制 的 ,因为 分 其 的 坎 数 并 无 数 业 限制。 实际 
上 只 有 当 人 允许 内 存 NQ 有 一 定 大 小 时 ,求解 的 效率 才能 较 高 ,否则 内 外 和 存 变 换 的 时 间 将 襄 
较 大 比重 。 

日 由 项 列 阵 由 于 后 用 府 存 不 事 ，- 般 不 必 采 用 分 块 形式 ,但 也 三 以 与 系数 息 阵 风 步 进 
行 才 菊 , 做 法 是 相同 的 。 

三 角 分 解 亦 可 采用 分 据 解 法 , 它 的 基本 思想 和 特点 也 完全 如 上 所 述 。 分 坎 解 法 的 程 
序 实现 十 分 简单 ,以 二 维 等 带宽 存 鳍 的 高 斯 消去 法 为 例 , 只 需 加 一 些 简 单 的 控制 语句 就 可 
实现 分 块 求解 。 图 6.6 是 程序 的 简单 框图 ， 


ВЕ ПСТГУ 4 


йс ЛАН 


5 ARÍ ЛЕЕ 
A ЧАЕК) трет: T (AFGH) 


对 前 NO-D {T 
引信 亿 移 边 界 条 件 
| | | 进行 NO—-D I 
计算 单元 刚度 知 阵 并 
集成 结构 刚度 本 阵 消 元 修正 | 
将 О-О ЖА 
外 存 并 记录 块 数 


ан отл. REK ) 


LE EATEN 


m ` Hh NO f f 


ОАЕ А АНЕ, 
МАК ВЕ 


6.5 分 块 解法 示意 图 图 6.6 分 块 解法 简单 框图 
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采用 高 斯 循序 消去 法 和 三 角 分 解法 时 ,方程 一 般 都 按 结 点 自然 编号 顺序 排列 ,并 进 人 
内 存 。 在 有些 情 襄 下 按 目 然 顺 序 的 带宽 D 1 Ж лп Р ЇН) Ж # E 2 ЖЖ. ПУ ЖОШ ШК [n] 
题 。 造 成 工作 三 角形 很 大 ,这 时 可 以 采用 波 前 法 。 

波 前 法 和 分 块 解法 的 基本 思想 都 是 基于 对 高 斯 消去 法 的 后 分 析 , 由 先 集 成 后 对 其 进 
行 消 元 ,发 展 到 集成 和 消 元 修正 交替 进行 ， 

波 前 法 解 题 的 特点 是 :刚度 和 矩 阵 政 和 载荷 列 阵 王 不 按 自然 编号 进入 内 存 ,而 按 计算 
时 参加 运算 的 顺序 排列 ;在 肉 存 中 保留 尽 可 能 少 的 一 部 分 下 和 呈 中 的 元 素 。 计 算 过 程 可 
简单 介绍 如 下 ， 

CO 按 单 元 咽 序 扫描 计算 单元 刚度 矩阵 及 等 烧结 轧 载 葡 列 隆 ,并 送 入 内 存 进 行 集成 。 

(2) 检查 骂 些 自由 度 已 集成 完毕 ,将 集成 完毕 的 自由 度 作 为 主 元 ,对 其 他 行 、 列 的 元 
素 进 行 消 元 修正 。 

(3) 对 其 他 行列 元 素 完 成 消 元 修正 后 ,将 主 元 行 有 关 其 和 PP 中 的 元 素 称 到 计算 机 外 在 。 

(4) 重复 1 一 3 步骤 ,将 全 部 里 元 扫 搞 完毕。 

(5) 按 消 元 顺序 , H АКК EH RR SE. 

АИ РЕЖ ih ЖШ ЛИТ И SLf Bl ВЕТ Ж. ТЕТЕЖ HL УЛЕШ 
В w 4k ЛРЕ ЗЕТ ТЕЛЕН. EAFA КЕЗЕШ ЛЫ ЕШ Oa SE пана 
28. ШН РАО Е, РН РТА ЕВО ВЕ Е. 
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迭代 解法 是 求解 线性 代数 方程 组 的 另 一 大 类 解法 。 以 下 将 讨论 它 的 几 种 常用 算法 。 


6.5.1 雅 可 比 (Jacobi) 选 代 法 


ӨНЕ” 
Ах = b (6.5.1) 
其 展开 形式 为 


L b, 


"ФА (6.1.1), Hi ili Ш AEE НАС Ax В E LDE PH К,а, Р. 


ЖОЖ 线性 代数 方程 组 的 解法 


改写 线性 方程 组 (6, 5. 2) 式 ,将 第 大 个 方程 (一 1 一 个 表示 为 宙 ,的 表达 式 ， 


х, = 4 (b - Уат.) (т = 1,2, зет? 
“а: j=l 


ЕЕ 


(6.5.3) 


ЖЕН] КЕТМЕН --#Н z, 的 初始 值 xz! (i 一 1,2,*… n) ИНЖ РАК: 


1 в 
i Ё 
Жү?! = —(b, — › аът) 
а, 一 | 
1 
ке 


(ғ = 1.2.,3,-%%. 
( Ë == О, |, 2) 


п) 


上 标志 代表 选 代 次 数 。 上 上 式 还 可 以 改写 成 更 便于 编程 的 如 下 形式 , 即 


t 
l 
хе! = t + — (р, — У аут! 
а 
11 1—1 


(7 一 1,2,6 
(А = 0,1,2, s.) 


.”) 


(6. 5.4) 


(6, 5.5) 


ik B riypi e Е КОЈЕ. АЕ A ГЕН КЕЛТЕ, ЕП 


П | ех | = 0,1,2, 


式 中 是 允许 的 误差 ， | x' | 等 表示 向 量 的 范 数 ,例如 | x° |, 
选 代 表达 式 (6.5.5) 式 可 以 表示 成 矩阵 形式 


х = д (В Ах) = х^ Dr 


RP DEA HI ATR R АН ЕЕ, Bl 


r = дж" 


r 代表 上 次 达 代 后 的 解 算 ,六 RARE SEG S 1) 式 得 到 的 残 差 ， 


(Dan), 
;一 1 


(6, 5,6) 


(6,5,7) 


(6.5.8) 


ЕН АЛА ЖЇК АЙ. ЖК ОЕ КИВИ. НАҚ-КАФЕНЖ x 个 方程 的 向 量 乘 
法 ,程序 编制 时 只 需 两 个 数组 分 别 存放 x 和 x*'!, 便 可 实现 迭代 计算 。 
用 迁 代 法 求解 时 需要 注意 从 代 的 收敛 性 。 当 线性 代数 方程 组 (6. 5. DEP у Z БОБ 
阵 4 为 严格 对 钊 优势 矩阵 , 即 4 的 每 一 行 对 角 元 素 的 绝对 值 都 大 于 同行 其 他 元 素 的 绝对 


值 之 和 , 即 
а (> 2 а | а-1,2,--,ө) 
үр 


则 可 证 明 雅 可 比 选 代 法 是 收敛 的 ， 


有 限 元 法 的 求解 方程 外 a 一 P 中 ,系数 矩阵 下 具有 主 元 占 优 的 特点 ,但 不 能 保证 是 严 
属 对 角 优 势 。 以 下 讨论 的 儿 种 选 代 方 法 则 具有 比 雅 可 比 渤 代 法 更 好 的 收 伍 性 。 
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其 中 


误差 控制 为 


已 知 此 例 的 精确 解 为 x 一 [1 


Чо бо она б» Кто Ф КА СМ) е — р 


[л кі к: ік а 4 ка рм кі — м 
D «а бо ча СТ чп = іс Ка кє Ош 


ЖІ ЖА” _ 


例 6.3 利用 雅 可 比 选 代 法 求解 线性 代数 方程 组 


А х = Ё 
5 — š 1 0 
- 3 11-3 1 
1-3 11-3 
Ü 1 一 了 б 
| х д" || — — Ё 
< 10 
|| x° | 
2 3 41, 


(Е = 0,1,2.) 


НЕШЕ х= [0 0 0 0 ,经 过 30 次 选 代 达 到 精度 要 求 。 结 果 如 下 : 


— D ке пр — = = D ке = єє O e © =— = ©з = = = m 


21 


.000 000 00 
‚ 400 000 00 
„872 727 27 
‚ 804 958 68 
„998 167 32 
. 937 999 68 
‚017 257 65 
„978 243 98 
‚008 406 47 
. 991 554 30 
.004 398 01 
‚996 481 62 
,002 105 59 
‚998 174 52 
. 000 972 85 
. 999 325 22 
.000 442 73 
. 999 698 72 
. 000 200 16 
,999 564 91 
‚ 000 090 24 


не M — Ü юз [ы ва ро — Мз — Рок Мока кє = ва = = ОО 


23 


. 000 000 09 
„272 727 27 
. 220 936 64 
.898 522 41 
. 879 610 53 
. 997 579 39 
. 064 897 03 
‚007 368 92 
„987 942 65 
.004 961 79 
„995 301 01 
. 002 550 74 
‚9986 026 10 
‚001 208 80 
. 999 138 93 
- 000 555 54 
‚999 617 80 
‚ 000 252 16 
. 999 829 05 
. 000 113 86 
‚999 923 29 


із ГЫ” w То Чо го за [Моо с га сз [мл бы PS Чу [Мэ Гы PS о Му -- 2 


«Ез 


. 000 000 00 
.454 545 45 
.538 016 53 
. 703 230 65 
‚548 833 19 
. 931 449 91 
. 003 471 18 
‚980 074 42 
. 006 056 46 
.992 895 33 
„003 494 95 
. 997 124 28 
. 001 705 68 
. 998 762 16 
. 000 790 6? 
‚599 452 98 
‚000 359 81 
‚ 999 755 67 
. 000 162 60 
. 399 890 40 
. 000 073 28 


Сш ы- оз, ы Мә л e бар мее ар н- бы ықы а ЧО лы ©з Бә < 


E4 


‚ 000 00000 
‚633 333 33 
‚ 348 484 85 
‚848 852 16 
. 568 528 26 
‚994 481 50 
. 968 128 39 
. 007 586 09 
. 988 809 06 
. 005 037 79 
. 995 620 70 
.002 530 64 
‚998 137 02 
.001 181 83 
‚999 179 61 
. 000 538 85 
‚999 633 90 
‚000 243 61 
‚ 999 835 81 
‚000 109 79 
‚999 926 22 


ос о б> с © осо ©з с > > Qo со = © = «з ооо 


ERROR 


. 000 00Е--00 
‚380 29Е--00 
. 143 15Е+00 
.611 17E— 01 
. 345 95Е—01 


206 73E—01 
132 80Е--01 
879 46E 02 
581 11E— 02 


. 391 29E — 02 
. 260 59Е-02 
. 175 48Е-02 
‚117 28Е-02 


788 40Е- 03 


„027 87Е--03 
‚354 46Е--03 
„237 54Е- 03 
. 159 41Е—03 
. 106 88Е-- 03 
. 117 0906—04 
‚480 826 — 04 


PEE BEREI HEMA EE 


21 0, 999 939 32 2,000 95130 2,999 950 75 4,000 04942 0,322 52Е-- 04 
22 1.000 040 63 1,999 965 53 3,000 032 99 3,999 96683 0.216 30Е—04 
23 0.999 97272 2,000 023 09 2,999 977 86 4.000 02224 90,145 08Е-- 04 
24 1,000 01828 1,999 08450 3,000 01484 2,999 985 08 90,973 04Е--05 
25 0.999 987 73 2.0009 010 39 2.999 990 04 4.00001001 0.652 64Е-- 05 
26 1.000 008 23 1.999 993 03 3.000 006 68 3. 999 593 29 0.437 72Е-- 05 
27 0.999 994 48 2.000 004 698 2.999 99552 4.000 004 50 0. 293 58Е--05 
28 1,000 003 70 1.999 996 86 3.000 003 00 3. 999 996 98 0,196 91Е--05 
29 0, 999 997 52 2,000 002 10 2,999 997 98 4,000 002 02 0. 132 Ө?Е--05 
30 1.000 001 66 1. 999 998 59 3.000 001 35 3.999 998 64 0,885 78Е--06 
例 6.4 利于 雅 可 比 选 代 法 求解 线性 代数 方程 组 
Ах = 6 
其 中 ， 
4 —3 ] 0 [1 
--3 í 一 3 ] 6 
А- b = 
l —3 7 一 3 
0 1 —3 3 (5 


此 例 的 精确 解 .误差 控制 .所 设 初 始 向 量 均 和 例 6.3 ЕНІН, EP ERRE ТИЕ Ж 
收 伍 ,计算 结果 发 散 。 这 是 由 于 系数 矩阵 不 满足 严格 对 角 优 势 的 要 求 , 因 此 导致 求解 失败 ， 
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НЕ ТЕН К ,在 计算 w' :的 过 程 中 ,采用 的 者 是 上 一 先 伐 步 的 结果 х, # 
察 其 计算 讨 程 ,显然 在 计算 新 的 分 量 л! 时 ,已 经 计算 得 到 了 新 的 分 量 , 刀 ”1 ， 
zt+! 。 有 理由 认为 新 计算 出 来 的 分 量 可 能 比 上 次 迁 代 得 到 的 分 量 有 所 改善 。 希 望 充分 利 
形 新 计算 出 来 的 分 芋 以 提高 挝 代 解 法 的 效率 ,这 就 是 高 斯 - 赛 德尔 选 代 法 (简称 G-S Ж 
Ки)», 
对 (6, 5. GS ЖИКИЛ ИХ 
(b, — Уан — - Уба, т?) 


р! 


{р = 一 1, 2, З," и. к (Ë 一 == 0,1,2, 3 (6. 5.9) 
(S 1840315 BJ ИЕ ААА АА 


ч 

BE-] Ë 

= = x + (8, -Ха ri Ха) 
та 


gi = 1,2, ETEL бп) (k = 0,1,2,-") (5. 5, 10) 
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G-S 选 代 法 每 步 选 代 的 计算 量 与 雅 可 比 选 代 法 相当 ,但 当 计 算 机 进行 计算 时 ,只 需 存 
放 一 个 x 数组 ， 
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КЕ ВЕ (succesive over relaxation tnethod ,简称 SOR 方法 ) 是 GS 选 化 法 
的 一 种 加 速 收 证 的 方法 。 其 特点 是 适当 选择 一 个 松弛 因子 名 ,将 它 引 入 (6.5.10) 式 ;以 加 
ЖЕКЕ, АҢ-Ж ЖАЛА Өз 10) 可 以 改写 为 

rH = зй + (b, 一 24,27" 一 Фал) (6. 5.11) 
(i= 1,2,+з.пуЁ = 0,1,2) 

ЖАҚ. 5. 11) 式 称 为 松弛 因子 迭代 方法 。 当 wm=1 时 ,(6.5.11) 式 就 是 CG-S Ж 
Каз oci 时 ,6.5.11) 式 称 为 低 松 弛 法 ; 当 w>1 时 ,(6.5. 11) 式 称 为 超 松弛 法 , 即 
SOR 方法 。 由 于 加 速 选 代 收 倒 一 般 选 取 е>і, (6.5. 11) 式 -- 般 称 为 超 松 驰 先 代 法 
(SÖR 方法 ) 

例 6.5 (ЖАНИ 6.3 的 线性 代数 方程 组 ,用 SOR 方法 求解 。 超 松弛 因子 o RA 
数值 ,比较 它 对 收 义 速度 的 影响 。 控制 误 差 仍 采 用 ек |, Це зло“, В 
МАН: 

超 松 弛 因子 w 1.0 LI 1.2 L3 1.4 1.5 1.6 1,7 18 1.9 2.0 

Кики, 10 9 1 4 18 23 30 42 67 141 不 收敛 


由 此 算 例 记 可 看 出 超 松 弛 选 代 法 和 С-5 选 代 法 要 优 于 雅 可 比 选 代 法 。 巾 于 选择 了 超 松 
弛 因子 ,一般 超 松 弛 迭代 法 的 效率 要 高 于 G-S 造 代 法 。 超 松 好 因子 无 法 事先 确定 最 优 
Н.Н ЖЕМЕ ИЕ ІІІ Ж. 

可 以 证 明 , 如 系数 矩阵 4 是 对 称 正定 的 ,同时 松弛 因子 o OREW E Oco, MR 
解 方程 组 的 超 松弛 有 迁 代 法 是 收敛 的 ， 

例 6.6 MRAR 6. 4 的 线性 方程 组 ,比较 不 同 取 值 时 的 收 合 速度 ， 


起 松弛 因子 ww 10 1.1 1.2 13 14 L5 1.6 17 L8 1.9 20 
EE 18 16 15 17 21 26 34 48 77 160 ЖИЖ 


从 此 便 可 以 看 出 , 当 系 数 年 阵 是 对 称 正定 时 , 曙 然 不 具有 严格 对 角 优 势 , 超 松弛 迭代 
法 仍 是 收 合 的 。 但 由 于 和 和 例 6. 1 的 系数 矩阵 比较 ,对 角 优 势 碱 弱 ,w 的 最 优 值 也 较 大 。 另 
一 方面 ,在 相同 的 w 取 值 情 况 下 ,达到 同样 的 精度 需要 更 多 的 入 代 次 数 ， 

Ж 6.5 和 例 6.6 的 比较 中 还 可 以 看 到 ,对 子 不 同 的 系数 撕 阵 , 超 松 弛 因子 的 最 优 


| i Е | #6 线性 代数 方程 组 的 解法 и 
值 是 不 同 的 ,需要 在 闪 代 过 程 中 根据 收 伊 速 度 进行 调整 。 通 常 建议 取 值 1, 2 ЖЖ. 
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ЗЕ ЕЛЕН: RREA EAA — ШИЖ 28 ЗА , uj 18 TE 2 BI ИЕ ка 
最 速 下 降 法 的 梯度 法 发 展 而 来 。 下 面 首先 讨论 梯度 法 。 

1. 65А 

从 第 шуен, МЕ ЕА ЦЕНЫ ЕА Е Н ТЕБЕ. M E 89 
求解 可 以 等 效 于 求解 对 应 的 二 次 泛 函 的 极 值 问题 .在 用 里 兹 方法 求解 此 泛 国 极 值 问题 
时 ,从 极 值 条 件 可 以 得 到 作为 求解 方程 的 线性 代数 方程 组 。 但 梯度 法 的 基本 思想 不 是 直 
接 求解 代数 方程 组 ,而 是 用 迭代 法 代步 晕 近 泛 隙 的 极 值 ,从 而 得 到 解 管 ， 

线性 代数 方程 组 (6.5. DE Axab ЕХ 1 


Бо) = 2САх-Бу (6,5,12) 


的 极 值 条 件 , 用 梯度 法 求解 函数 Сх ИЕ Е alam КЕ РА. 
(1) W x ЕИН x. 
(2) Ж Ах) хо 的 梯度 为 
= — 8 
(3) БЕВ 77 ГА], ВП 
т, = b— À x. 
进行 一 维 搜索 ,寻找 站 x) 在 此 方向 的 最 小 值 。 步 又 屁 : 
(а) 区 二 十 QP。 
(b) $# x, (ҚА xX), 得 到 


Гб? = ща ат) ACX Нат) — В (х фах) 


Әб) ж 
— TOER 


bro—xAr Р 
"Ағ, МАР, 
4) Ма КЕС) ВИ хо, ЕА LEOLEO. (ЗБИТЕ, £ 
|= | == [Р | 或 ІХ, — x, | = |х) | 
ЕНЕ ЕКИ с. 和 e 是 规定 的 允许 误差 。 
(5) 输出 结果 x4 


从 上 述 步 又 可 见 , 每 次 渤 代 是 沿 ҒЗ x 二 1,2,…) 的 梯度 的 俐 方 向 进行 一 维 搜 


(c) Ж Сх АУЕ ЛУЧЕ, ВЛ 


ту == 


- 245 
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Ro TRE fx) 下 降 的 最 太 值 ;所 雇 通 常 称 此 法 为 最 速 下 降 法 。 但 实际 计算 表 骨 此 法 的 
WS TA SN PE ШЕЕ ЕЛАР). 
2, ЕВО (Conjugate Gradient Method) 


ЖІ PR CG 方法 ， 它 和 和 上述 称 为 最 速 下 降 法 的 梯度 法 不 同 之 处 在 于 :每 次 
一 维 搜索 不 是 沿 ГОО ТЕ x, 的 梯度 方 问 ,而 是 沿 与 前 次 搜索 方向 是 关于 系数 矩阵 妇 相 
ЭЕТ ЧАВ ВЕ А Р], ЕАР F: 
(1) Ú x Ap х. 
(2) 计算 OOF x. ЕДІ 
2f 


dx |х 
(3) Ват b— Ax, PER 
CO 抽 严 方 同 进行 一 维 搜索 .寻找 min f(x). Big 
X, 二 x, + mi p, А Бет 


一 À х, — b 


ЫТ 


其 中 m ад AE 一 0 得 到 , 即 有 
Fa ғ. 
а, = 
PAF 
(5) 计算 
F; — b Ах 


(6) £ рел 8, р 
其 中 总 H p'A p = 0 Е, М 
PA pi -рАғ + Вр. Ар, = 0 
可 得 
Г 
СО тр AEDE ЗЕ ВЖ ЧЪК min f(x), Big 
X; = X, + G| pi 


сз) L 


其 中 避 可 从 一 <-0 $ F], Вр 


pir, 
ЕЕ Р. 


(8) 以 x; КАВУР x ВВ ЕМС) (6) HR НУТ ЬЬ, Ж 3 E jk 
ЖЕ. 


44) 
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当选 代 次 数 4252 时 ,存在 如 下 大 系 式 ; 


В — — А T; 
с p: A Pi 
Р, = Р, +Ë ара 
қ 
а, == Рега 
Р:А p. 
хь = Хари 
г. = r, —a,À р, 
РН ЕУ АТЛ ЕВ B, a a, 的 另 一 种 表达 形式 为 
T 1 
FiF, ГГ, 
_ = ---- Ж, + те — 
А re tr ] | р:А р, 


Ho FB LI F B За ЗА л, Вр 
ғіғ,-0 (kÆ, Ed 0,1,2,%-) 
ВА р. = 0 ОҢ], kl 0.1,2,-4) 


ЖЕ БЭЛ СОНЯ ШШ, п] 1 18. ЗЕ ВЕЕ ВО РНЕК АҚ. 


(1) 设置 x B9 4 ha х, 
(2) 计算 
r. = b— À x. 
并 令 рог. 
(3) РСА ВО зе F ЗНАЕ: 
ИА 
- piA P: 


Ха = X, + G; p, 


т, 


Pr 一 Р. aA В; 
Т 

В, = Ғы Ғы 

上 Т 
FF., 


Pei = Клм, -- Бұр, 


(6. 


(6. 


(6. 


9. 


+ 41, 


13) 


14) 


. 15) 


18) 


А(6.5.15 жары, ТЕЗЕ МУ Р ЖЕТА ЖЕ n On 代表 f(x) 在 x ІНЕН 
BREBES ERLE. Ai XF ВЕНКЖОУЖ АУ п Kain г, 
一 定 是 零 向 量 。 这 意味 着 就 是 原 方程 (6.5. 1? 武 的 解 。 这 可 以 由 以 下 算 例 得 到 证 实 。 

16.7 仍 采 用 例 6,3 和 例 6.4 的 线性 代数 方程 组 和 误差 控制 。 分 别 采 用 梯度 法 和 


共 轿 梯度 法 求解 ,并 比较 它们 的 收 合 速 度 ， 


对 于 例 6.3 和 例 6.4 的 线性 代数 方程 组 ,达到 10 “的 精度 要 求 , 梯 宁 法 的 选 代 次 数 
分 别 是 22 次 和 47 次 ,这 表明 榜 度 法 的 收 伍 速度 高 于 雅 可 比 和 迭代 法 ,但 低 于 超 松弛 选 代 


法 。 对 于 不 同方 程 组 的 收 敏 速度 同样 要 受到 系数 和 邱 阵 性 态 的 影响 。 
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另 一 方面 ,对 于 现在 这 两 个 4 ВЗЕН RARER В ЕН ЕН ААА, 
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就 可 得 色 精 确 的 解答 ,表明 此 算法 优 于 其 他 适 代 方法 。 以 下 分 别 列 出 采用 共 轧 梯度 过 代 
法 计算 例 6.3 和 例 6.4 方程 组 的 迭代 计算 结 琵 。 
例 6. 3 方程 组 上 共 恩 梯度 法 的 计算 结 末 如 下 : 


Ё T) 4) т; я. ERROR 

0 0, 000 000 00 о. ооо 000 00 0.000 000 00 0. 000 000 00 0, 000 09Е--00 
] 0.359 668 25 2,218 00948 1,478 672 99 1,848 341 23 0. 621 58Е--00 
2 1. 225 574 39 2.366 033 95 2.955 823 16 2 932 994 45 0. 160 96Е--00 
3 1.435 145 32 2,206 39721 2.830 533108 3.674 31852 0,113 56Е--00 
4 1. 000 000 00 2. 000 000 00 3. 000 000 00 4. 000 000 00 0, 906 49E— 16 

例 6. 4 ЗЕНОН TF P ЕШ Е: 

Ё А] Ға г; Дх ERROR 

Ü 0.000 000 00 0.000 000 00 0.000 000 00 0.000 000 00 0.000 00Е+00 
1 0. 361 475 01 2.530 325 08 2.891800 10 3,072 537 60 0. 229 33Е--00 
2 0.916 461 00 1,958 256 07 3, 186 121 15 3.819 516 44 0. 501 0956—01 
k 0. 950 022 01 1.987 079 89 3,003 009 95 4,011 178 81 0,648 28Е—02 
4 ]. 000 000 00 2.000 000 00 3. 000 000 00 4. 000 000 00 0. 600 00Е-- 00 


З. HEHHE (preconditioned conjugate gradient method) 


Їй Ж {ЕЗЕШ ВЕР АЕК РСС 方法 ЛЖ НК ВЕР С RAA. AAAA 
代 法 的 收敛 速度 都 与 开征 系数 矩阵 性 态 的 条 件数 (系数 矩阵 最 大 特征 值 和 最 小 特征 值 之 
Юве Jy КӨЖЕНІ, АЛИ ЕКЕН ЕЕ 2 Se n ik S IN EA aJ 28 
Ж ЖИЙ Ж. БНР? Ж ha) АЛЕ АНИК BU И ЖЕ r. (二 1,2,…) 不 能 保持 正 交 
Fe, Л 8 ЕЛЕНЕ. АҒАМНАН НИЕ п 次 近代 收 合 ,也 是 实际 计 
算 所 不 能 接受 的 。PCG 方法 是 通过 引入 预 条 件 和 矩阵 ,使 方程 系数 年 阵 的 条 件数 降低 ， 
以 达到 提高 收 伍 速度 的 目的 。 具 体 做 法 如 下 : 
引信 一 对 称 正定 矩阵 M—W`W, ВАЛЕ. 5. 1) 式 转换 成 
(ИТА WOW x = W Th (6.5. 19) 
或 写成 
Ах = Б (6.5.20) 
其 中 
А = УУ ТА И! x=Wx bw 
这 里 МЕН ЕЕ, ШКА ШЕЛЕР. `í M pA 的 近似 时 ,4 接近 单位 
ВЕ ,这 时 它 的 条 任 数 近似 为 1, 即 сопа(А) 1, ЖЕ СС 方法 求解 46. 5. 20) 式 ,这 时 
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算式 仍 同 (6,.5. 17)? 一 (6.5.18) 式 ,只 是 式 中 各 个 变量 加 上 了 上 上 标 "“”。 
如 将 以 上 各 式 变 回 原来 的 变量 ,仿照 上 上述 (6.5.17) 一 (6.5. 18) 式 ,可 将 РСС ЖЕ 
ВЕТ АЗАН F: 
(1) 设置 x AHI HE x, 


(2) 计算 F, = b— À x. (6, 5,21) 
(3) 求解 AT 下 ,一 Po (6. 5. 22) 
并 令 ро = Во 
(4) 对 于 全 一 0,1,2,…) 进 行 如 下 迭代 
p:A P. (6.5.23) 
Хер = X, +G,D 
Ғыл == P, mA р, 
ЖЖ. 
M hai = ғы (6.5, 24) 
8, — hifo 
hir, (6. 5, 25) 


ba = hei др, 

ЖМ ЕС, 5. 21) (6.5. 25) ЖИВ ДЕЗЕ НЕКИ Сб, 5. 1795-06. 5.18): 
可 以 看 出 ,PCG 法 区 别 于 CG 法 的 是 ,在 每 次 计算 出 (一 0,] ,2,…) 以 后 ;增加 了 一 个 
求解 Мн. =r 的 步骤 。M 是 预 条 件 和 矩阵 ,因此 如 何 选择 用 就 成 为 РСС 法 的 关键 问题 ， 

选择 M 应 同时 考虑 以 下 两 方面 的 要 求 ， 

ОМАНА 的 近似 ; 

(2) 用 应 容易 求 逆 ,并 需 尽 可 能 少 的 存储 ， 

例如 选择 用 为 

М = D = фав[а saz sa, ] = DTD? (6.5. 26) 
这 实际 上 是 CG ЕШ КЕКЕ A ТЖЕ, ИН РСС ҖЕ И ЗЕК 
НЕЕ ВЖ. АР РС РНК, РАЛ ИЙЕ Е 
РУНА ТН bli. -ҺБИЕЯТ,МЖНЕРНЕКАМЯЛеФЗЛЯ ЖАМ. Bi 
ВАХА 作 不 完全 三 角 分 解 

А-ЕПІЛ-Е (6,5,27) 

А. ЗА ВИН, 的 元 素 为 正 。 这 时 在 对 4 进行 三 角 分 解 时 ,只 对 高 度 轮 廊 线 
以 下 的 非 零 元 泰 进行 分 解 ,而 略 去 对 霉 元 素 运 算 的 结果 ,因此 称 这 种 分 解 为 不 完全 三 角 分 
解 。R 是 余 项 。 这 时 选取 
M 一 工 万 
йр) 


L! 
IE, PCG W E AE НЕН ЕЖ ЕНІ ЖЕСЕ Ж ICCG 法 )， 
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例 6.8! 69575 јар р. МЕНЕН 8 结 点 单元 作 钱 弹性 分 析 , 网 格 
为 14X14X14, 总 的 自由 度数 N=9030。 系 数 矩 阵 高 度 轮 廊 线 下 的 零 元 素 占 94%, БІ 
时 采用 直接 解法 的 三 角 分 解法 和 12C6 法 进行 分 析 ， 后 -- 方 法 的 误 善 控 制 为 10-， 现 将 
两 种 方法 的 存储 需求 和 CPU 时间 对 比如 下 : 


解 的 方法 ЕРЕН АЕ Ж CPU 时 间 

三 角 分 解法 5 801 219 11 647 588 1.0 
ICCG 法 318 575 1 692 205 0.07 
两 者 比例 18.2 6.9 13. 8 


从 以 上 结果 可 以 看 出 ,对 于 这 个 还 不 算 过 大 的 三 维 问题 ,由 于 高 度 轮 廊 线 下 的 零 元 素 
т 94%, 在 三 负 分 解 过 程 中 ,这 些 零 元 素 要 成 为 非 零 元 素 , 不 仅 要 保存 它们 ,还 要 计算 它 
们 ,因而 导致 三 角 分 解 的 存储 需求 和 CPU 时 间 分 别 是 ICCG 方法 的 6.9 В 13.8 45. 
侣 明 对 于 此 类 情况 ,采用 近代 解法 ,计算 效率 有 显著 的 提高 。 

还 应 指 山 , 随 着 计算 规模 的 增 大 ,系数 和 矩阵 高 度 轮廓 线 下 的 替 元 素 所 占 比 例 还 要 增 
加 。 这 是 因为 系数 和 矩阵 的 带宽 通常 随 着 总 体 自由 度 的 增加 而 增加 ,而 每 列 中 非 零 元 素 的 
数目 只 和 该 结 点 的 相关 结 点 数 有 关 , 即 只 和 分 析 问 题 (网 巾 ) 的 维 数 及 单元 形式 有 关 , 调 和 
分 析 规 模 无 类。 因此 对 于 大 型 .超大 型 问题 ,特别 是 它们 的 三 维 问题 ,采用 迭代 解法 是 很 
有 意义 的 。 

关于 PCG 法 应 子 说 明 的 是 ,由 于 此 方法 仍 在 发 展 中 ,许多 问题 需要 进一步 研究 。 例 
如 ,如 何 有 效 地 将 它 应 用 于 板 壳 等 包含 旋转 自由 度 问 题 的 求解 ;如 何 使 它 减少 对 系数 和 矩 阵 
病态 的 敏感 性 ,以 增加 方法 的 可 靠 性 等 ， 


6.6 小 结 


线性 代数 方程 组 的 求解 在 有 限 元 分 析 中 占有 重要 地 位 。 本 章 讨 论 了 有 限 元 法 中 线性 
代数 方程 组 的 常用 算法 ,包括 直接 解法 和 迁 代 解法 。 由 于 有 限 元 分 析 中 线性 代数 方程 给 
篆 痕 是 大 型 ,甚至 是 超大 型 的 ,因此 应 当选 择 适 当 的 解法 ,在 保证 求解 精度 的 条 件 下 尽 可 
能 地 提高 计算 效率 。 

基于 员 斯 消去 法 的 各 种 直接 解法 ,其 共同 特点 是 ,对 于 给 定 的 方程 组 ,一 种 选 定 了 的 
直接 解法 可 以 按 规定 步骤 在 事先 可 计算 出 的 算术 运算 操作 数 内 完成 计算 ,直接 给 出 最 后 
的 解答 。 算 法 简单 方便 ,特别 是 适合 于 求解 多 组 载荷 的 情况 ,因为 此 时 系数 和 矩阵 的 消 元 或 
分 解 仍 只 需 进 行 一 次 。 随 着 计算 机 性 能 的 不 断 提高 ,如 有 效 字 长 位 数 的 增加 ,内 存 的 扩大 
及 计算 速度 的 提高 ,一 般 情况 下 ,直接 解法 仍 是 首选 的 解法 。 它 的 不 足 之 处 ,一 是 它 需 保 
他 系数 矩阵 中 类 杂 于 非 零 元 素 之 间 ( 即 高 度 轮廓 线 以 下 ) 的 堆 元 素 ,因为 在 计算 过 程 中 它 
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们 要 成 为 非 零 元 素 。 这 样 一 来 ,不 仅 增加 了 对 计算 机 存储 的 要 求 , 而 且 影响 了 计算 效率 。 
在 大 型 .超大 型 问题 中 这 种 零 元 素 在 系数 第 阵 中 所 占 比例 很 大 ,常常 起 过 90%, 因 此 直接 
解法 用 于 此 类 问题 时 效率 是 不 高 的 。 直 接 解法 的 另 一 不 足 是 , 它 在 计算 过 程 中 不 能 对 解 
的 误差 进行 检查 和 控制 ， 而 解 的 误差 主要 是 由 计算 机 的 有 效 字 长 ,方程 组 的 阶 数 ,特别 是 
系数 矩阵 的 性 态 决 定 的 ,在 一 定 的 字 长 条 件 下 ,方程 组 的 阶 数 越 高 ,计算 过 程 中 累积 的 合 
人 误差 越 大 。 为 一 方面 ,系数 矩阵 的 性 态 越 差 , 一 定 有 效 宇 人 造成 的 截断 误差 对 解 的 影响 
越 大 。 而 系数 矩阵 的 性 态 主要 体现 于 算 阵 的 条 件数 ( 即 系数 扩 阵 的 最 大 特征 值 和 最 小 特 
征 值 之 比 )。 计 算 规 模 越 大 ,以 及 网 格 内 不 同 单元 间 尺 才 的 差别 .材料 性 质 的 差异 .各 单元 自 
身 的 边 长 此 越 大 , 则 系数 矩阵 的 条 件数 越 高 , 亦 即 符 阵 性 态 越 差 ,从 而 导致 解 的 误差 越 大 ， 
欧 至 导致 求 解 的 失败 。 基 于 以 上 两 点 ,对 于 大 型 .超大 型 方程 组 , 选 代 解 法 常 是 更 合适 的 选择 ， 
夺 代 解法 的 优 氮 之 一 是 , 它 不 要 求 保存 系数 征 阵 中 高 度 轮 廊 线 以 下 的 零 元 素 , 并 且 不 
对 它们 进行 运算 , 即 它们 保持 为 零 不 变 。 这 样 一 来 ,计算 机 只 需 存 储 系数 矩阵 的 非 零 元 索 
以 及 记录 它们 位 置 的 辅助 数组 。 这 不 仪 可 以 最 大 限度 地 节约 了 存储 空间 ,而 且 提 高 了 计 
算 效 率 。 这 对 于 求解 大 型 .超大 型 方程 组 是 很 有 意义 的 。 另 一 方 而 ,迭代 解法 在 计算 过 程 
中 司 以 对 解 的 误差 进行 检查 ,并 通过 增加 选 代 次 数 来 降低 误差 ,直至 满足 解 的 精度 要 求 。 
它 的 不 足 之 处 主要 是 ,每 一 种 迭代 算法 可 能 只 适合 某 一 类 问题 , 常 缺 乏 通 用 的 有 效 性 。 如 
使 用 不 当 . 可 能 会 出 现 枕 代 收 合 很 慢 , 黄 至 不 收敛 的 情况 ， 


кака 

高 斯 循序 消去 法 三 角 分 解法 З 
一 维 变 带 宽 存 情 分 块 解 法 ж ЖЖ 

Яй ЖА ЕЁ А Ж 梯度 法 хиени 
АЗЕ Л Ж 

复习 题 


6.1 什么 是 高 斯 循序 消去 法 ? 它 在 每 -- 次 沙 郊 后 ,系数 矩阵 有 什么 变化 ? 

6.2 ДАЛАНУ КЛОВЮ H ysi IF pue ЕКЕН? 如 何 
从 前 者 的 计算 公式 导出 后 者 的 计算 会 式 ? 

6.3 遍 斯 循序 消去 法 和 瞧 斯 - 约 当 消去 法 在 消 元 完成 后 各 得 到 什么 矩阵 ? 各 有 什 
全 特点 ”两 者 之 间 有 何 共 阿 点 和 不 同 点 ? 

6.4 什么 是 二 维 等 带宽 存储 ”什么 是 一 维 变 带宽 存储 ? 两 者 各 有 何 忧 缺 点 ? 各 自 
更 适合 于 哪 种 特点 的 系数 矩阵 和 哪 种 直接 解法 ? 

65 为 什么 在 循序 消去 法 中 系数 矩阵 中 消 元 行 的 元 案 在 消 郊 前 必须 集成 完毕 ? 而 
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被 带 去 行 的 元 素 可 以 消 元 和 集成 变 茜 进行 ” 

66 对 于 密 组 载荷 情况 ,为 什么 系数 抢 阵 的 消 元 或 三 角 分 解 只 需 进 行 一 次 ? 如 何 实 
现 多 组 载荷 的 求解 ? 

6.7 分 块 解法 的 理论 依据 是 什么 ? 如 果 系 数 窍 阵 采 用 二 维 等 带宽 存储 ,什么 是 它 的 
工作 三 角形 ? 它 在 分 块 解法 中 起 什么 作用 ? 

6.8 什么 是 超 松弛 因子 ? 它 在 迷 代 法 中 有 何 作 用 ? 

6.9 如何 理解 对 于 对 角 优 势 相对 较 弱 的 系数 矩阵 , 超 松弛 因子 % 的 最 优 值 相 对 较 
K? Æ H o KE RIF ERA OEE RR? 

6.10 AIARRA ET RARR Т ЗАЛЕ? 在 编程 中 如 何 利用 此 特点 ? 

61 梯度 法 和 共 示 梯度 法 的 相同 点 和 不 则 点 是 什么 ?为 什么 后 者 有 较 快 的 收 鳅 
ЖЕ? 

6.12 [АЕНА ИЕЛЕ БЕТ 如何 选 择 驴 条 件 第 阵 才 能 达到 提高 计算 效率 的 目的 ? 


练习 题 


6.1 利 册 高 斯 循序 消去 法 求解 下 列 代数 方程 组 。 
5 —3 O] а 07 
Е 8 一 了 ' 2% 5 
2 з 8 ез ы! |0 
| 0 2 —3 81 |а, 8 
6.2 利用 高 斯 - 约 当 消去 法 求解 6. 1 题 的 方程 组 。 
6.3 用 店 斯 - 约 当 消去 法 求解 6. 1 题 的 方程 组 ,算法 执行 中 先 效 聚 掉 白 由 度 а, 和 
,求解 得 到 a Жа, 的 解 管 ,然后 艇 出 а, 和 和 a。 
6.4 利用 按 列 分 解 的 三 解 分 解法 求解 6. 1 题 的 方程 组 ， 
65 编制 系数 给 阵 nXn 匹 素 全 部 存 嵌 和 二 维 等 带宽 存储 的 高 斯 循 译 消去 法 的 程 
序 ,并 求解 下 列 代数 方程 组 
5 —3 2 0 0 9 
— 8 —3 2 4 0 
2 —3 8—3 0 olla 0 
0 2 —3 7 —2 1 44 14 
0 4 0—2 7 —2| la É 
о 0 01-2 Alla 3 
66 | 22 M BF nxa л. ИрИ - ОТА ЕЛИНЕ p| y НУ = Ж ЭШЕН) 
程序 ,并 求解 6.5 题 的 方程 组 。 
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6.7 HAEE әхт ЛЫК ЯН ,单元 是 4 结 点 四 边 形 平 面 问题 单元 。 如 
来 条 用 二 维 等 带宽 存 情 刚度 矩阵 , 试 计算 半 带 宽 ( 包 会 对 角 元 素 在 内 ) 和 对 应 于 网 格 内 部 
乡 点 的 每 列 所 包含 的 非 鹤 元 素数 。 

6.8 现 有 三 维 单元 闫 X 关 Xi 单元 组 成 的 网 格 , 单 元 是 8 结 点 六 面体 三 维 问 题 单 
元 。 如 打 甩 用 二 维 等 带宽 存 情 刚度 宛 阵 , 试 计 算 羊 带宽 (包含 对 角 元 素 在 内 ) 和 对 应 于 网 
格 内 部 结 点 的 每 列 所 包含 的 非 零 元 素数 ， 

6.9 编制 雅 可 比 兴 代 法 和 超 松 弛 迭代 法 的 程序 并 求解 题 6.1 和 题 6, 5 的 线性 代数 
ЖЕН, 

(1) 比较 两 种 方法 的 收 合 速度; 

(2) 给 出 最 佳 的 松弛 因子 的 数值 ， 

6.10 编制 梯度 法 和 共 轿 梯度 法 的 程序 ,并 求解 题 6. 1 和 题 6, 5 的 线性 代数 方程 组 。 
并 比较 两 种 方法 的 收敛 速度 。 

6.11 试 证 有 明 关 系 式 (6.5.15) 和 和 (6.5,16}) 式 ， 

6.12 编制 PCG 法 的 程序 ,并 求解 题 6. 1 和 题 6.5 的 线性 代数 方程 组 。 

(1) 取 M= D; 

(2) 自己 试 取 商 种 不 同 的 M, 并 比较 其 结果 。 
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。 有 限 元 分 析 的 流程 和 有 限 元 分 析 主 体 程序 的 结构 及 组 成 。 
* 有 限 元 前 .后 处 理 程 上 序 的 功能 和 技术 概况 。 
* 利用 教学 程序 对 具体 问题 进行 计算 ,并 对 结果 进行 分 析 。 


由 于 有 限 元 法 是 遗 过 计算 机 实现 的 ,因此 它 的 计算 机 程序 的 研制 和 开发 是 其 理论 和 
方法 应 用 于 生产 和 科研 实际 的 前 提 和 基础 。 同 时 所 研制 和 开发 的 计算 机 程序 义 是 有 限 元 
理论 和 方法 研究 的 必要 平台 。 

正如 绪论 中 所 介绍 ,有 限 元 软件 的 发 展 从 目的 和 用 途上 可 以 区 分 为 专用 软件 和 通用 软 
忻 : 同 时 从 软件 的 功能 和 技术 上 考察 , 它 正在 朝向 集成 化 ,网络 化 和 智能 化 的 信息 处 理 系 统 
方向 发 展 。 但 是 一 般 工程 和 科学 问题 和 的 有 限 元 分 析 过 程 都 可 以 归纳 为 如 图 7.1 所 示 的 流程 。 


攻读 定 分 析 内 容 ) 建立 物理 模型 履 改 物理 异型 
A RAER ) AICA R EREMAN 
并 程序 十 体 ) 有 限 元 方程 的 形成 和 求解 修改 计算 参数 


«КН ) 


SRESKE R I AIRE ) 


A71 有 了 眼 元 分 析 流 程 
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图 示 流 程 的 第 1 步 和 第 5 步 分 别 汤 定 分 析 内 容 ( 例 如 三 维 弹 性 应 力 分 析 问 题 , 轴 对 称 
壳 体 动力 特性 问题 ,空间 析 架 结构 地 震 响 应 问题 ,……') 和 结果 可 否 接 受 ( 例 如 计算 结果 是 
ва ,精度 是 否 满 足 要 求 , 结 果 是 否 符 合 工程 设计 的 要 求 ,…'…)。 这 需要 分 析 者 根据 所 
分 析 问 题 的 特点 .工程 规范 .数值 分 析 准 则 以 及 计算 机 软 、 硬 件 性 能 等 综合 因素 汤 定 。 如 
果 其 中 部 分 工作 (例如 对 评定 准则 的 检查 和 和 对 有 限 元 模型 的 修正 ) 是 由 计算 程序 完成 的 ， 
则 这 部 分 工作 也 可 以 并 大 前 处 理 和 后 处 理 步骤 中 。 图 示 流 程 的 第 2.3.4 步 是 有 限 元 分 析 
程序 的 3 个 基本 组 成 部 分 .。 第 2 步 的 前 处 理 程 序 是 根据 已 确定 的 物理 模型 ,建立 有 限 元 
离散 模型 ,内 容 包 括 生成 有 限 元 网 格 , 选 树 单 元 型 式 , 确 定 材 料 本 枸 模式 ,给 定 约束 和 和 载荷 
条 件 ,选择 求解 方法 和 给 定 计 算 参 数 等 ,最 后 形成 下 一 步 的 输入 文件 ;以 启动 有 限 元 分 析 
的 计算 步骤 。 前 处 理 步骤 中 最 重要 和 工作 量 大 的 是 所 分 析 问 题 的 几何 造型 ,生成 合理 的 
网 格 ,确定 网 格 中 每 个 结 点 的 编号 和 坐标 ,各个 单元 的 结 点 编号 ,以 及 作用 于 网 格 结 点 上 
的 载荷 和 约 昌 信息。 对 于 一 个 实际 工程 问题 ,此 数据 文件 通常 十 分 庞大 ,车 大 工 处 理 和 生 
成 是 氏 难 的 。 除 因 工 作 量 大 而 难以 忍受 外 ,还 容易 出 错 和 精度 不 够 。 因 此 ,发 展 自动 生成 
有 限 元 模型 数据 文件 的 前 处 理 程序 成 为 有 痕 元 法 能 否 被 实际 分 析 所 采用 的 前 提 条 件 。 第 
4 步 是 后 处 理 步 难 。 由 于 有 了 痕 元 分 析 程 序 的 计算 是 针对 离散 模型 的 ,得 到 的 结果 是 网 格 
中 各 个 结 点 或 单元 的 。 例 如 更 为 平衡 问题 的 结果 是 各 个 结 点 的 位 称 和 各 个 单元 积分 点 的 
МЛ, 输出 的 文本 文件 量 很 大 ,而 且 不 易 得 到 分 析 对 象 的 变形 和 应 力 的 全 笋 入 太 关 键 数 
据 。 因 此 ,程序 不 仅 要 有 可 供 选 择 输出 内 容 的 文本 文件 ,而 且 还 应 通过 后 处 理 程序 给 出 可 
视 化 的 结果 。 例 如 动态 响应 的 动画 显示 ,应 力 的 等 值 线 和 云图 ,截面 上 的 应 力 分 布 图 等 。 
和 前 处 理 步 又- - 样 , 后 处 理 步 又 也 是 现行 有 限 元 程序 不 可 缺少 的 组 成 部 分 ， 现 行 通用 程 
序 的 前 ,后 处 理 普 遍 和 通过 计算 机 的 图 形 界 而 完成 。 大 型 通用 的 商业 软件 还 具有 与 CAD 
和 和 CAE 软件 的 数据 文件 接口 ,以 便利 用 后 者 更 为 强大 的 几何 造型 和 网 格 自动 生成 以 及 
图 形 显示 功能 。 第 3 步 是 有 限 元 程序 的 主体 ， 它 根据 离散 模型 所 提供 的 数据 文件 进行 有 
限 元 的 分 析 和 计算 。 其 基本 内 容 是 计算 单元 矩阵 和 集成 与 求解 系统 的 有 限 元 方程 ， 有 限 
元 分 析 的 原理 种 数值 方法 集中 于 此 ,是 有 限 元 分 析 淮 确 可 靠 的 关键 ,所 选用 的 数值 分 析 方 
案 和 计算 方法 蚌 介 合理 决定 分 析 和 计算 的 效率 .精度 和 可 靠 性 ， 

本 书 将 本 章 内 容 作 为 第 1 篇 基本 部 分 的 组 成 部 分 ,是 考虑 到 读者 在 学 习 前 见 章 以 后 ， 
有 必要 也 有 可 能 尽快 进 人 计算 机 实践 。 道 过 实践 ,加深 对 有 限 元 理论 和 媳 方 法 的 理解 ,并 提 
高 综合 应 用 能 力 ， 

本 章 的 重点 是 7. 2 节 中 以 弹性 为 学 问题 的 有 限 元 分 析 教 学 程序 (FEATP ) 为 范例 ,讨论 
有 限 元 分 析 主 体 程 序 的 结构 框架 和 组 成 。 虽 然 单元 类 型 中 包括 的 Mindlin 板 单 元 ,求解 类 
型 中 包括 的 动力 响应 分 析 和 动力 特性 {固有 频率 和 振 型 ) 分 析 , 是 第 2? 篇 专题 部 分 的 内 容 ， 
但 是 程序 的 结构 和 编写 方法 仍 是 协调 和 一 致 的 。 这 不 仅 可 为 第 2 简 的 学 习 提 供 准 备 , 而 且 
可 以 看 出 ,在 一 个 设计 合理 的 有 限 元 程序 框架 建立 以 后 ,可 以 方便 地 对 其 功能 进行 扩充 。 

关于 常用 的 前 .后 处 理 的 功能 和 发 展 状况 则 分 别 在 7. 3 节 和 ?7.4 节 作 一 简要 地 介绍 。 
关于 本 章 的 学 习 ,希望 读者 能 在 读 懂 本 章 所 附 的 教学 程序 (FEATP) 的 基础 上 ,在 计算 机 
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上 完成 练习 题 的 计算 和 对 结果 的 分 析 , 并 为 进一步 修改 和 扩充 程序 的 功能 打下 基础 ， 
72 有 限 元 分 析 的 主体 程序 


现 以 有 限 元 教学 程序 FEATP 为 范例 ,介绍 有 限 元 分 析 主 体 程序 的 结构 和 组 成 。 
721 程序 功能 


1. 问题 类 型 

(D 平面 应 力 问 题 (MPROB=1)， 

(D 平面 应 变 问 题 (MPROB=-2)， 

(3) 轴 对 称 问 题 (MPROB=3)， 

(4) Mindlin 板 问 题 (MPROB= 4), 

2. 单元 类型 

(1) 3—6 结 点 三 角形 单元 (NODE 二 3 或 站。 

(2) 4—8 结 点 四 边 形 单元 (NODE 一 4 或 8)， 

(329 结 点 四 壕 形 单元 (NODE 一 9)，。 

3. 求解 类 型 

(1) 静 力 平衡 分 析 : 等 带宽 三 角 分 解法 (MSOLYV=1)， 

(2) 动力 响应 分 析 : 中 心 差分 法 (MSOLV 一 2),Newmark 法 (MSOLY=3})。 
(3) 动力 特性 (频率 和 振 刺 ) 分 析 ; 反 渤 代 法 (MSOLV 一 刁 , 子 空间 选 代 法 (MSOLYV 一 5 ， 


7.22 主体 程序 (program FEATP) 的 主 框图 


(1) 


HPK еч АА. ПОЗНАЕ ТА {А ІЗІН 


图 7.2 主体 程序 的 主 框 图 


(2) 


(алт. ване РІН 


(3) ` ми 
动力 特性 分 析 ， 


(4) 


和 有 分 人 条 生机 可 及 ---2% 


下 面 将 对 主 框图 中 的 (1)~- (4 y#EfE R k 7 28 , 
7.2.3 输入 数据 文件 (Subroutine Allocat #9 Subroutine Input) 


1. 功能 

(1) 输入 计算 模型 的 参数 和 数组 

(2) 分 配 计 算 模 型 的 计算 机 内 存 空间 

为 市 当 计 算 机 肉 存 ,本 程序 采用 动态 数组 的 存 情 方 式 , 即 设 定 了 两 个 一 维 大 数组 : 整 
型 数组 (IZ) 和 实 型 数组 CAR)}。 它 们 的 长 度 以 计算 机 允许 利用 的 内 存 空间 为 限 。 程 序 中 
上 所 有 的 主要 数组 邦人 分 别 按 规定 的 顺序 纳 人 这 两 个 大 数组 中 ,但 这 些 数组 的 界 可 随 模 型 参 
数 而 变动 ， 

2. 输入 数据 文件 {in_dat) 的 格式 


61) Мах-ејетп-поде, Flcemcnts, Nodes ， Bandwidth 注释 行 
MND NUMEL NUMPT MBAND 
(2) Fixed-nodes, Equivalent-loads, problem-type， Solve-type ЖЕН 
NFIX NPC МРКОВ MSOLYV 
(3) Materialkind, Gravity, Ошрш-Кеу, Figenvalue-No. 17 
ММАТІ СКАУ МТҮРЕ МУА 
(4) Nodal coordinates information 注释 行 
No. Х- Y— 注释 行 
(П,СУСООГХТ, JTJ Г-1,2,І--1,МІЦІМРТ) 

(5) Element information 注释 行 
No. Node Material Intx Inty H, Но“ H, ЖЕН 
ОП, ПЕТЕМ (І, J): J=1,:4+ MND, 1=1, NUMEL} 

(6) Displacement Constrains information 注释 行 
Мо, Мо. of node Х— Ү— W-— Х-уа|пе Y-value( W-value) 注释 行 
(H, (IFIXD (LJ) 1+1,МЕ+ 5, (VFIXDGOU,J) 1<1,МЕ) 11, МЕТХ) 

(7) Equivalent пода! load information Е ВЕТ 
Мо. No. ої node Х— Ү- W- X-value Y-value W-value} 注释 行 
(I, ILOAD (1,}),]=1,МЕ+1),(У/ОАР‹(1,]),]=1,МЕ),1=1.МРС) 

(8) Information of materials and geometry 注释 行 
Мо, Е v dens th FEIT 


(П,ХУМАТЇИ1.)),]=1,4),1=1,ММАТТ) 
(9) Dynamic response parameters 注释 行 
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Key, Load freq, Damping-const, Time, Step-length, Newmark-const 


注释 行 
MUV ОМЕСА СС, СС. ТТ DT ALPHA DELTA 
(10) Initial displacements 注释 行 
(ос) = 1,NUMPT + МЕ) 
(11) Initial Velocities 注释 行 
(Мор) .1=1, МОМРТ « МЕ) 
对 以 上 输 人 的 说 明 : 


O 如 果 进 行 静 力 平衡 分 析 , 需 输入 (C1) 一 (8), 其 中 (2) 中 的 MSOLV=I, 

O 如 果 进 行动 力 响 应 分 析 , 需 输入 (1) 一 (9), 其 中 C2) 中 的 MSOLY 二 2 或 MSOLYV 
二 3。 当初 怒 位 移 不 全 为 零 时 仍 需 输入 (10); 当 初始 速 度 不 全 为 零 时 还 需 输 入 (11}; 这 由 
(9) 中 的 参数 MUV 决定 。 

D 旭 相 进行 动力 特性 (频率 和 振 型 ) 分 析 , 则 需 输 入 51) 一 (8) ,其 中 (2 中 的 MSOLV 
二 4 或 MSOLY 一 5。(3) 中 的 第 4 贰 NVA 是 欲 计 算 的 特征 值 数 日 ,此 时 必须 输入 ， 

D 为 了 便于 使 用 者 的 理解 和 应 用 ,程序 的 输入 格式 中 加 上 了 注释 行 ( 各 条 右 端 的 标 
注 ;}。 如 果 不 输 人 注释 行 , 则 需 用 相应 的 空格 行 代替 。 

O 在 输 人 (6) 和 《7 时 , 因 与 每 个 结 点 的 自由 度 NF 有 关 , 对 于 平面 应 力 、 平 面 应 变 和 
轴 对 称 问 题 ,它们 的 结 点 自由 度 NF 二 2, 则 没有 W-A W-Value 项 。 

3. 输入 数据 文件 {in_dat) 中 各 参数 和 数组 的 说 明 

输入 (1) 

MND: 计算 模型 的 各 类 单元 中 最 多 的 结 点 数 ; 

NUMEL: 计算 模型 的 单元 总 数 ; 

NUMPT: 计算 模型 的 结 点 总 数 ， 

МВАКО: 半 带 宽 ( 包 括 主 对 角 元 素 )。 

输入 (2) 

NFIX: ЖИУЕРТЕН АЖ; 

МРС; 等 豆 载 荷 作 用 的 结 点 数 ; 

МРКОВ; 问题 类 型 (< 见 7.2.1 节 中 的 1); 

МОГУ. 分 析 类 型 ( 见 7?.2. 1 节 中 的 3)。 

输入 (3) 

ММАТІ 材料 类 型 数 ， 

GRAV; 重力 加 速度 全 ;各 不 考虑 重力 , 则 需 输 入 0.0; 

МТҮРЕ: 输出 控制 参数 ; 

МТҮРЕ=0 输出 全 部 计算 结果 ; 
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МТҮРЕ=1 输出 除 积分 点 应 力 人 以 外 的 全 部 计算 结 寿 : 
МТҮРЕ-2 输 测 除 总 体质 量 和 矩阵 、 总 体 刚度 矩阵 和 总 体 载荷 向 量 以 外 的 全 部 
计算 结果 ; 
МТҮРЕ=3 输出 除 积分 点 应 力 以 及 总 体质 量 答 阵 、 总 体 刚度 矩阵 和 总 体 载 厅 
Һа ИМЕН ЕЖ. 
NVA: 特征 值 的 个 数 。 当 МӘОІУ--4 k МОУ = 5 时 输入 所 需 值 。 当 МОГУ 
一 1 一 3 时 可 输入 任意 整数 (因为 不 用 此 参数 )。 
输入 4) 
(4) 是 结 点 坐标 信息 的 输入 , 即 (HCVCOOD(LJ) ,J 二 1,2) 1+1,МОМРТ», ВФ 
П: 模 蝶 中 的 结 点 号 ,从 1 至 NUMPT 依次 按 行 输入 ; 
усоспа 1); П 80 x а) А, 
УСООр(1,2). 11 结 点 处 的 y 癌 坐标 。 
输入 (5) 
(5) АЛАВ НА, ВКП, ПЕ ЕМО.) 1-1,4 + МКО) ,I 二 1,NUMEL)。 其 中 
H. БАЯНЫ ЛЫН, ЖІ 至 NUMEL 依次 按 行 输入 。 
IELEM¿(1.1); I 单元 的 结 点 数 。 
JIELEM(I,2); ПЕД, 
IELEM(I,3); Пали z БЕА, ИТ = Е л, Д] Е Hammer 积 
分 点 数 。 
IELEM(I,4): Павлов y 方 向 的 高 斯 积分 点 数 。 对 于 三 角形 单元 ,该 数 十 1. 
IELEM(I,5)—IELEM(IL ММО), 依次 是 1 单元 的 局 部 编号 ‘< 见 图 7?,3) 所 对 应 的 总 
体 编号 。 对 于 IELEM(1,1) 小 于 IELEMzI, MND} 的 情况 ,在 相应 的 
ШЕ FK. 


图 7,3 单元 结 点 编码 硕 序 


输入 56) 

(6) 是 位 移 约 束 信 息 的 输入 ,有 即 (I1, (IFIXD(1,J),J=1,NF441),CVEIXD(I, J) ,J= 
1 ,NF) ,I 二 1, NFIX)。 其 中 

H. 约 盯 信息 号 ,从 1 至 NFIX 依次 按 行 输入 。， 
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МЕ: 结 点 的 白 由 度数 。 对 于 平面 问题 和 抽 对 称 问题 NF=2; 对 二 Mindlin 板 ,NF=3。 

IFIXD(I,1); # I 个 约束 号 所 约束 的 结 扩 号 。 

IFIXD(1,2) ЕТО, NF+1); 第 本 个 约束 号 所 约束 结 点 的 自由 度 开关 ;1 表示 的 
束 ,0 表示 未 约束 ， 

УЕІХЕХІ.1) ~ МЕІХІКІ, NF): 第 开 个 约束 旭 所 约束 结 点 的 自由 度 值 的 大 小 。 对 于 
平 而 问题 和 轴 对 称 问 题 分 别 代 表 六 和 六方 向 的 约束 值 。 对 于 Mindlin 
ЖТИ ж 9,,0, ИМ АЧУ Е. 

输入 (7) 

(7) 是 等 效 结 点 裁 荷 依 息 的 输 人 , 即 5II, ПОАРО,р,І-І,МЕ-З-19,СУІОАРО, 


J),J=1,NF),I=1,NPCG), 
其 中 ,II: 等 效 结 点 载荷 叶 ,从 1 至 NPC 依次 按 行 输入 。 


П.ОАТХІ,Ор :第 也 个 等 效 结 点 载荷 作用 的 结 点 号 。 

ПОАПЯ,2) ~ILOQADKCI NF +1): $ 工 个 等 效 结 点 载荷 所 作用 结 点 的 自由 度 开关 ， 
1 宕 示 有 载荷 作用 .0 表示 没有 载荷 作 用 。 

YLOAD D -УТОАОЧ, МЕ :第 II 个 等 将 结 点 载荷 作用 于 结 点 的 自由 度 方向 上 
载 向 值 的 大 小 。 对 于 平面 问题 和 轴 对 称 问题 分 别 代表 式 和 立方 向 的 
载荷 什 ; 对 于 Mindin 板 分 别 代 表 中 ,9 ПА Jy BJ E АНЯ. 

输入 (8) 

(8) АНЖИ ЛЕВА КИ, СУМАТКЕ 1) ,1=1,4),1=1,ММАТРӘ, 

JI 材料 类 型 导 , 从 1 至 NMATI 依次 按 行 输 人 人 ; 

УМАТКТ, D): 号 材料 的 弹性 模 量 (FE) 。 

VMATIGI,2):H 5 E ИП ОО, 

УМАТ1(1,3)‹П 号 材料 的 质量 密度 (dens) 。 

УМАТІТ, Ф.П 号 材料 处 板 的 厚度 (thy 

输入 (9) 

4 MSOLY=2 W MSOLV =3 时 输入 (9), 它 输 人 动力 响应 分 析 时 所 需 的 数据 , 即 

MUY :关于 输入 韧 始 位 移 U, 和 初始 速度 У 的 控制 参数 ， 除 下 列 赋值 外 ,程序 已 自 


动 将 它们 设 为 零 。 


MUY=1: 按照 (10) 的 格式 输入 初始 位 移 ，; 

MUV 一 2; 按照 (11) 的 格式 输入 初始 速度 ; 

MUV=3: 按照 (10} 和 (11) 的 格式 输入 初始 位 移 和 初始 速度 ， 
OMEGA :载荷 的 加 频率; 当 载 茶水 变 时 ,输入 0.0; 

CC , CC, :为 振 型 阻尼 参数 , 即 С=СС,М-+ЕСС,К; 
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TT: 动力 响应 分 析 的 总 时 间 Т; 

DT: ВЕЕ А, 

ALPHA, DELTA: Newmark 法 的 参数 ea Шд(М5О1У/=3 时 输入 ) 

А (10) 

ш мүш] 或 МОУ = 3 ВА (10), ЕЛ6, ЖЖ СОо(1),1==1, 
NUMPT + NF), Еф ГОТ НИН. 

输入 (11) 

ч NUV=2 或 MUV==3 МН A (11). P S À WER, Ка M (Vo (1 .1=1, 
NUMPT x NF) ,其 中 的 Volt 了) 是 第 I 个 自由 度 的 初始 速度 ， 


724 形成 总 体 和 矩阵 和 向 量 (Subroutine Assem) 
1. 功能 
形成 有 限 元 求解 方程 的 总 体 刚 度 和 矩阵 Е |Ë ATI far [n] Е. 
2. 流程 
ЖЕН 7.4 所 未。 


从 іп-дат а F РАТ С 0: 


л ЕРА БАНГ : 
О 0. 材料 参数 、 和 积分 点 数 


调用 Subroutine Element-Matrix = hk КН Ж. 
1 КНЯЗА ТЕШ: V Subroutine Element-VD); 

г НЕНИ АЛЕН ЖЕНИ К СЕНІ 7.5); 
3 ВЗЕКАЛІ ЖАН. HER Л ЕЕЕВУЈ Е o 


= E Chh ве 


YE УЕ а Д А ЫН 


ІҢ ДЫН 35 РЕЗБА £u uj u Et 


| ARAARA Kah 
图 7.4 形成 总 体 年 阵 和 向 量 的 框图 
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СНУ C ШИН Вт. 
确定 Hammer 积分 点 的 位 置 на аа реа. 


(Subroutine Hammer- integration} i Subroutine Gauss- integration) 


АЕ ЕРМЕ IELAS N 
АНАР АА ТАНУ ЕТЕУ ГАМ 
subroutine Shape -trianpgle) 


Ша ӨН a RED A М 
НГЕ sS АЧ VAN 
(Subroutine Shape -guadrangle- 8 
nb Subroutine Shape -guadrangle-9) 


—— rm - 


ИЕН Ы a ARRIR EET К АЛЕН РА SY 
对 基体 坐 标的 导数 (Subroutine Flement -Jacobi) 


ШЕ ПСН ИЕЛЕ ТЕКЕЛІ 
КУЛА а FB (Subroutine Element- В) 


ЖШ h ТАҒЫН : dens ААРҒА» 5.) 
АИИ TES ЖЕРІМНІҢ: KBT FD + BR» SI 


Вто AAH A ЕЕ ЖЖП РЕ СН yE ИЧ 


725 求解 有 限 元 方程 
根据 求解 类 型 参数 (msolw) 调 用 不 同 求解 器 求解 有 限 元 方程。 各 和 白 的 流程 分 别 表示 如 下 ， 


1. 静 力 分 析 (Subroutine solve, subroutine stress) 


再 用 Subroutine Decomp 和 Subroutine Backsubs 


ur ЕЗ. ТРИК. ЖАШ 


an ë F 


_ т 
НВК ñ r. q 8 E y X. SË BS z JH A А ЖЖ £ 55 a RE B) H 
《 缚 点 应 力 计算 是 采用 5.3.5 节 所 述 的 应 力 磨 平方 法 得 到 


2. 动力 响应 分 析 {subroutine dynam) 


求解 动力 啊 应 
D HB TJ h ШЖ 
D 用 中 心 差分 方法 计算 种 时 间 步 的 位 移 


| (再 用 Subroutine Center( $ тпяоїу = 2 ВЕ) 
3) 用 Newmark 方法 计算 各 时 间 步 的 位 移 
(调用 Subroutine Newmarkt] msolv=.3 Bf) 


TS 有 限 元 分 析 计 算 机 程序 _ 


3. 动力 特性 分 析 {Subroutine eigen) 


ЖИЕНІНІҢ МАН üt ШЫ 
D 用 反选 代 法 求解 特征 值 和 特征 向 量 
‘调用 Subroutne іпуетзе  опзоіу-- 3 )) 
D НУ = B] z£ IÁ Ek R 68 FF DE TË Не DE P] BE 
С Н Subroutine Subspace( PDF msolv 一 上 了 时) 
Н —1®{% # ИЗ] Subroutine Jacob 求解 于 空间 内 广 交 特 
ШІН, HAH Subroutine eigsrt 对 特征 值 及 其 对 应 的 特征 
m E e EEA A AAMA E AGH T HEFY 


7.2.6 计算 结果 输出 的 数据 文件 


1. ЖЛ ЛТ 

(1) 输出 文件 Dutrdat: 输 出 所 有 输 人 信息 。 

(2) 输出 文件 Durmkp: 当 MTYPE-0 或 1 时 输出 总 体质 量 村 阵 . 总 体 刚 虚 和 矩阵 和 
AER ME. 

(3) 输出 文件 Out-dis: 输 出 结 点 位 移 。 

(4) 输出 文件 OQut-str: 输 出 各 单元 积分 点 二 的 各 个 应 力 分 量 以 及 网 楼 各 结 点 上 的 名 
个 应 力 分 量 。 对 于 前 者 只 有 当 MTYPE=0 或 2 时 才 输 出 。 

2. 动力 啊 应 分 析 

(1) 输出 文件 Out-dat: 输 出 所 有 输入 信息 ， 

(2) 输出 文件 Dut-mkpb;: 同 苦力 分 析 。 

(3) 和 输出 文件 Dutrecen: 输 出 用 中 心 益 分 方法 计算 得 到 的 各 个 时 间 步 的 结 点 位 移 ， 

(4) 输出 文件 Out-nmk: 输 出 用 Newmark 方法 计算 得 到 的 各 个 时 间 步 的 结 点 位 称 ， 

З. 动力 特性 分 析 

(1) 输出 文件 Out-dat: 输 出 所 有 输入 信息 ， 

(2) 输出 文件 Dut-mkp: 同 静 力 分 析 。 

СЗ) 输出 文件 OQut-vers: 输 出 出 反 迁 代 法 计算 得 到 的 各 阶 振动 频率 和 振 型 。 

CO 输出 文件 Out-subs; 输 出 用 子 空间 选 代 法 计算 得 到 的 各 阶 振动 频率 和 振 型 。 


7.3 ”前 处 理 程序 


前 处 理 程序 的 功能 是 根据 一 个 实际 问题 的 物理 模型 ,用 尽 可 能 接近 自然 语言 的 方式 ， 
站 计算 机 输入 尽 本 能 少 的 定义 有 限 元 模型 和 控制 分 析 过 程 的 数据 ,自动 生成 有 限 元 分 析 


264 . 


第 1 篇 基本 部 分 


主体 程序 所 需要 的 全 部 输 人 人 文件， 现行 的 有 限 元 程序 ,特别 是 通用 商业 软件 ,都 是 以 图 形 
界面 的 形式 提供 用 户 一 个 使 用 方便 .直觉 快捷 的 交互 式 坏 境 完成 必要 的 输入 ,从 面 司 用 户 
有 重 多 的 时 间 去 关注 问题 的 本 质 ЕЕЕ АЖЕ НЫН. 

前 处 理 程序 中 最 主要 也 是 最 繁重 的 工作 是 有 限 元 计算 模型 的 几何 造型 和 网 格 生 成 。 
现 给 予 简要 的 介绍 。 


7.3.1 几何 造型 


儿 何 造型 是 指 在 选 定 的 坐标 系 ! 常 用 的 是 下 角 举 标 系 .圆柱 坐标 系 和 球 坐 标 系 ) 内 通 
过 几何 元 素 4 气 . 线 . 面 . 体 ) 的 生成 和 对 它们 的 编辑 ,生成 有 限 元 分 析 对 象 的 几何 构造 和 
HE. 

1. Дл, # PJ БУ 

Ат КО Жул ЛЕА АЖ ЖИА ж. 根据 它们 各 自 的 不 同类 型 可 
以 采用 不 同 的 方式 生成 。 

点 ”在 设 定 的 空间 坐标 系 内 可 通过 输入 坐标 系 内 3 个 坐标 值 直接 生成 几何 点 ;也 可 
通过 对 已 生成 点 的 复制 . 镜 射 等 操作 生成 新 的 几何 点 。 

线 ”几何 空间 内 的 线 有 多 种 类 型 ,可 分 别 采用 不 同 的 方式 生成 。 例 如 直线 通过 给 定 
抽 个 端点 生成 ;圆通 过 给 定 中 心 点 和 半径 生成 ; 捕 值 曲线 通过 给 定 一 系列 插值 点 生成 ; 复 
合 曲 线 通 过 一 系列 曲线 首 妊 相连 生成 等 。 

ЕШ 几何 守 间 内 多 种 类 型 的 面 也 可 采用 不 同方 式 和 牛 成 。 例 如 直线 四 边 形 通过 给 定 4 
个 角 点 生成 ;平面 的 曲 边 四 边 形 通 过 给 定 4 个 角 点 及 各 个 边 内 昔 干 播 值 点 生成 ;球面 通过 
给 定 中 心 成 及 半径 生成 ; 阅 福 面 通过 给 定 轴 上 两 个 端点 及 端点 处 的 半径 生成 等 。 

Ж ”按照 类 型 采用 不 同 的 生成 方式 。 合 如 楼 边 为 直线 的 六 面体 通过 给 定 8 个 角 点 生 
成 ; 校 过 为 曲线 的 六 面体 通过 给 定 8 个 第 点 及 各 条 校 迎 上 若 十 捅 值 点 生成 ! 柱 形 圆 简 通过 
给 定 轴 线 上 两 个 端点 及 端点 处 的 内 ,外 半径 生成 等 ， 

2. 几何 元 素 的 编辑 

编辑 操作 在 几何 造型 和 网 格 生成 中 有 两 方面 的 功能 , 即 简化 阿 级 几何 元 素 的 生成 ,和 
利用 爸 级 的 几何 元 素 生 成 高 级 的 几何 元 素 。 它 的 常用 功能 举例 如 下 ， 

Ми ” 按 前 面 所 述 方式 直接 生成 所 选 定 类 型 的 几 柯 元 素 ， 

显示 在 图 形 区 内 显示 所 选 几何 元 素 的 各 组 成 要 素 及 相关 信息 。 

复制 ”通过 平移 .旋转 . 镜 射 和 缩放 等 方式 对 几何 元 素 进 行 复 制 。 给 定 复制 次 数 可 以 
实现 连续 复制 。 

移动 ”此 操作 具体 包括 对 已 生成 的 元 素 实 施 平移 НЕН. 

ПЕ 实 玻 几 何 元 素 自 一 维 向 二 维 ,二 维 向 三 维 的 升级 转换 。 例 如 ,三 角形 和 四 边 形 
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通过 党 面 的 法 各 移 动 分 曾 扩展 为 五 面体 和 六 向 体 ; 将 空间 曲线 沿 一 定 路 径 扩 属 为 空间 
ЕН ІҢ ЗЕ. 

转换 ”实现 几何 元 素 的 转换 。 例 如 将 曲线 转换 成 多 折线 ,曲面 转换 成 四 边 形 平面 
KF. 

相交 计算 两 条 曲线 的 相交 点 ,两 个 曲面 的 相交 线 УСАН АЕ, 


7.3.2 网 格 生 成 


有 限 单元 是 将 几何 元 素 的 线 , 面 或 体 进 行 有 限 元 离散 后 的 产物 。 有 限 元 网 格 包括 单 
区 及 单元 结 点 .单元 边 和 单元 面 等 要 素 。 前 处 理 程序 的 网 格 生成 技术 能 够 将 由 几何 元 素 
描述 的 物理 模型 离散 成 有 限 元 网 格 。 通 常 的 网 格 生成 技术 主要 有 转换 生成 法 和 自动 生 
成 法 。 

1. 转换 生成 法 

这 是 指 直 接 将 几何 元 素 的 点 、 线 , 面 和 体 直 接 转 化 成 有 限 元 的 结 点 、 线 单元 , 面 单元 和 
体 单元 。 例 如 在 几何 划 线 上 根据 分 隔 数 生成 线 单 光 ;几何 上 的 四 边 形 通过 沿 曲面 上 的 两 
个 方 门 的 分 隔 数 生成 网 格 ,并 可 以 通过 两 个 方向 分 隔 的 偏 移 系 数 (例如 等 比 或 等 差 的 系 
数控 制 两 个 方向 的 网 客栈 密度 。 最 后 选 定单 元 的 类 型 ,并 进行 结 点 的 编号 。 本 音 附 录 给 
出 算 例 中 的 网 格 就 是 用 此 法 生成 的 。 

2. 自动 生成 法 

这 征 企 商业 软件 中 常 被 采用 的 方法 。 它 在 任意 形状 的 平面 或 空间 裁剪 曲面 上 可 生成 
二 角形 或 四 边 形 单元 :对 任意 几何 实体 或 由 曲面 围 成 的 封闭 空间 ,可 生成 四 面体 或 六 面体 
ЗЕ Җа у, 

这 种 方法 的 第 一 步 是 生成 描述 曲面 或 实体 轮 廊 的 外 边界 或 外 表面 的 网 格 。 然 后 采用 
不 同方 法 生成 区 域内 部 的 网 格 。 常 用 的 方法 之 一 是 逐步 推进 法 ,其 特点 是 一 次 生成 一 个 
单元 ,从 区 域 的 边界 向 内 部 逐步 推进 ,生成 全 区 域 的 网 格 。 用 户 可 以 事先 给 定 若干 参数 ， 
控制 内 部 网 格 的 蓝 密 和 单元 的 形态 。 绪 论 中 图 0. 1(a) 和 (b) 分 别 表示 的 , 邵 是 用 此 种 逐 
步 推进 方法 对 一 个 二 维 复 连通 求解 域 自动 生成 的 三 角形 单元 和 四 边 形 单元 的 网 格 图 ， 

尺 外 .在 划分 平面 或 曲面 网 格 时 ,用 户 还 可 在 网 格 划 分 区 域内 设置 若干 开口 曲线 , 通 
过 开口 曲线 上 的 种 子 结 点 以 制 内 部 局 部 网 格 的 密度 。 图 7. 6(a) 所 示 是 内 部 设置 开口 曲 
线 的 十 面 区 域 。 图 ?. 6(b) 是 出 图 (a) 所 示 边 界 和 内 部 曲线 上 已 给 定 结 点 控制 密度 所 生成 
的 四 边 形 单元 划分 。 作 为 对 比 ,取消 内 部 曲线 后 所 生成 的 网 格 如 图 7. OR. 可 以 看 
出 ,两 者 的 差别 十分 显著 。 

应 该 指出 的 是 ,在 几何 造型 过 程 中 所 采用 的 编辑 操作 同样 可 以 用 于 网 格 的 生成 ,而 日 
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ЯҒ 
КУКЫ 
ви 
TTE XS 
| г (b) 中 内 部 开局 曲线 控制 网 格 O ЭАТ ЕЕ 
(а) ЖБ BEI RES ЖШШЕ ло) 


ЇН 7.© 由 内 部 开口 曲线 皖 制 网 格 生成 


可 以 通过 编辑 操作 使 几何 造型 和 网 格 生成 的 过 程 交 车 进行 ， 葬 如 在 一 个 局 部 区 域 的 几 柯 
造型 完成 后 ,好 可 对 该 区 域 生 成 网 格 , 通 过 复制 .移动 和 扩展 等 编辑 操作 同时 完成 了 其 他 
类 似 的 局 部 区 域 的 几何 造型 和 网 格 生 成 。 男 外 ,转换 操作 可 以 完成 不 同 单元 类 型 的 转换 ， 
例如 平面 四 边 形 单元 和 和 三 角形 单元 的 转换 ; 辣 为 四 边 形 单元 的 4 结 点 和 8 结 点 或 9 ША 
单元 的 转换 ;以 及 4 结 点 和 8 半点 单元 过 渡 区 内 变 结 点 单元 的 生成 等 。 

还 应 指出 的 是 ,在 新 处 理 程序 中 还 需 定义 单元 和 网 格 的 材料 特性 ,载荷 条 件 .边界 条 
件 . 初 始 条 件 以 及 计算 过 程控 制 参数 。 另 外 ,前 处 理 程序 通 带 还 具有 缚 点 编号 优化 功能 ， 
以 减 小 系数 矩阵 的 半 带 宽 , 从 而 提高 了 计算 效率 ， 


7.4 后 处 理 程序 


上 后 处 理 程 认 的 功能 是 对 用 户 在 前 好 埋 程 序 中 指明 需要 输出 的 计算 结果 进行 进一步 处 
理 和 图 形 显 示 。 主 要 计算 结果 中 通常 需要 外 理 的 物理 量 是 位 移 ( 矢 量 或 各 个 分 量 }、 应 力 
(等 获 应 力 或 肆 个 分 量 ) 和 温度 等 。 为 了 清晰 地 观察 变形 图 和 未 变形 图 对 比 的 显示 效果 ， 
变形 图 可 以 由 用 户 给 出 放大 和 售 数 。 上 所 处 理 程序 中 对 计算 结果 的 显示 方式 通 第 有 以 下 几 种 ， 

等 值 线 显示 : 用 不 同 颜 色 的 线条 显 小 所 选 定 物理 量 的 数值 。 

带 状 云图 显示 ; 用 才干 种 颜色 来 填充 模型 .每 种 颜色 代表 一 定 大 小 的 变量 数值 ， 

连续 云图 显示 ; 和 各 带 状 云 图 类 似 , 涉 过 颜色 是 连 渐 过 渡 显 示 的 。 

数值 显示 ; 在 结 点 上 以 字符 方式 显示 物理 量 的 数值 。 

х пл. 对 结 点 变量 如 亿 移 ,速度 .加 速度 及 结 点 力 等 由 矢量 显 未 。 

WHET: 在 给 定 平 面 上 显示 此 平 向 和 三 维 模 型 相交 面 上 的 结果 。 

”路 径 显 示 : 用 沿线 显示 在 物理 模型 的 某 菏 路 径 上 所 选 物理 量 的 变化 ， 某 条 路 径 可 以 
是 模型 中 几 柯 于 的 线 5( 如 边界 ) ,也 可 以 是 某 个 物理 量 的 变化 (如 载荷 的 加 载 路 径 ,位 移 的 
变化 路 径 等 )。 

历程 显示 : 用 曲线 显示 某 个 绪 点 上 所 选 物理 量 随时 间 的 变化 。 
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综合 XY 图 形 显示 : 将 不 同 作 业 产 生 的 多 个 图 形 弗 加 在 一 个 图 形 中 ,以 比较 对 一 个 
模型 采用 不 同方 法 得 到 的 计算 结果 ， 

动画 显示 : 用 动画 方式 显示 模型 的 动态 响应 ,特征 模 态 等 。 

局 部 放大; 对 于 上 述 各 种 显示 方式 的 图 形 ,指定 其 中 某 个 局 部 区 域 按 选 定 的 倍数 吉 
以 放大 。 

移动 和 旋转 : 对 于 上 述 各 种 显示 方式 的 图 形 , 可 以 沿 或 绕 3 个 坐标 轴 按 设 定 要 求 移 
动 或 转动 。 

后 处 理工 作 中 ,通常 还 包括 文字 结果 的 输出 。 文 字 输 出 的 内 容 和 格式 是 由 前 处 理 程 
序 或 主体 程序 中 指定 和 控制 的 。 


75 有 限 元 软件 的 技术 发 展 


关于 主体 程序 ,本章 以 教学 程序 FEATP( 见 附录 A) 为 范例 ,介绍 它 的 结构 和 组 成 
虽然 它 的 功能 仅 限 于 求解 各 向 同性 弹性 力学 二 维 问题 ,但 是 仍 体现 了 有 限 元 分 析 程 序 的 
结构 框架 和 基本 组 成 。 以 它 为 锥 形 , 可 以 帮助 读者 对 商用 软件 主体 程序 的 理解 和 应 用 ,以 
及 5 引 人 必 要 的 用 户 模块 以 扩充 其 功能 。 和 FFATP 相 比 ,商用 软件 具有 类 型 繁多 的 单元 
库 .各 式 各 样 的 材料 模型 库 以 及 功能 齐备 的 求解 器 。 当 用 户 选 定单 元 ,材料 和 求解 器 对 革 
一 特定 问题 进行 分 析 时 ,软件 则 通过 主 程序 调用 单元 库 .材料 库 及 求解 器 中 的 选 定 模块 组 
成 一 个 实际 运行 程序 来 对 该 问题 进行 分 析 求解 。 此 运行 程序 的 结构 和 组 成 在 原理 上 与 
ЕЕАТР 是 一 致 的 。 但 是 从 程序 的 组 织 和 算法 的 流程 上 考察 ,FEATP 属于 利用 单个 计算 
机 中 央 处 理 器 CPU) 的 基于 串 行 算法 的 有 限 元 分 析 程 序 。 由 计 现 代 工 程 和 科学 计算 的 
ЖБ Жа Тт 1- CPU 的 串 行 有 限 元 分 析 软 件 也 愈 来 您 难于 满足 大 规模 精 
细 计 算 的 要 求 。 因 此 随 着 计算 机 硬件 和 软件 的 快速 发 展 , 近 十 多 年 来 ,工程 技术 界 天 态 发 
展 基于 并 行 计算 机 技术 的 并 行 有 限 元 分 析 计 算 软 件 。 央 为 它 可 以 突破 单个 CPU ВАН 
FERH HASA CPU 并 行 处 理 大 型 复杂 工程 的 计算 问题 ， 

并 行 有 限 元 法 的 基本 点 是 度 域 分 解法 , 即 首先 将 整个 物理 模型 分 解 为 若干 不 相 重 亚 
的 子 区 域 , 要 应 的 有 限 元 模型 也 分 成 若 十 子 区 域 ,将 每 个 区 域 模 型 分 配给 一 个 CPU 处 
理 , 则 将 各 区 域 的 单元 处 阵 集 成 , 窜 阵 方程 求 艇 和 应 力 计算 等 由 各 个 CPU 单独 完成 。 而 
各 个 子 区 域 在 公共 边界 上 的 相互 作用 则 借助 于 相应 CPU 2 jEJ (s Ë ИЗЕН ЖЕЖ 
成 ,从 而 最 后 装配 出 整个 模型 的 结果 ， 基 于 区 域 分 解法 的 并 行 有 限 元 分 析 , 如 果 对 整个 檬 
型 进行 合理 的 区 域 划 分 , 则 计算 效率 的 提高 将 近似 地 与 参与 分 析 的 CPU 个 数 成 正比 。 
从 而 使 出 如 整个 汽车 的 碰撞 过 程 及 复杂 机 械 产 品 的 加 工 工艺 过 程 等 的 数值 仿真 能 够 得 以 

关于 前 后 处 理 程序 ,本 章 介绍 的 只 是 它们 的 -- 艇 功能 和 技术 概貌 。 实 际 上 它们 已 发 
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展 为 专门 化 的 技术 ,并 已 出 现 不 少 独 立 于 具体 有 限 元 分 析 程 序 的 前 后 处 至 系统 .例如 
MSC. PATRAN 即 是 一 种 现在 被 广泛 应 用 的 此 类 软件 。 它 厅 仅 可 以 独立 地 进行 几何 造 
型 和 网 格 生 成 ,而 且 可 以 采用 直接 几何 访问 技术 径直 地 从 现行 通用 的 CAD/CAM 系统 数 
据 库 中 读 取 .转换 ,修改 和 操作 正在 设计 的 几何 模型 ,从 而 知 去 了 在 分 怕 软 件 系 统 中 重新 
构造 几何 模型 的 传统 过 程 。 在 完成 几何 建 模 和 网 格 生成 以 后 ,该 系统 可 以 选用 现行 通用 
的 商用 有 限 亏 分 析 软 件 或 用 户 自 编 的 软件 作为 求解 器 进行 各 种 分 析 计 算 , 最 后 再 由 该 系 
统 提 供 的 、 便 于 计算 结果 可 视 化 的 多 种 工具 完成 计算 结果 的 图 形 好 示 和 输出 。 


练习 题 


利用 本 书 附 录 的 教学 程序 FEATP ЖА F ЖЕЙ: 

71 Вип ЖЕЯНКЕНІЕНЖ ИЕНІ ЕУ ç МЕЖЕ i +E FH ЖеНа 
ШЕЛ Jj sy Яп АНЕ К E BJ BJ M JJ ТЕ ДЕ НЦ 26. ЖЕЛ Ар SOcm, AREA 
lOcm, BEBE Y lem, АЖ E=2X 10 MPa,v=0. 3. p Е 9 二 19MPa。 计 算 要 求 ; 

СЕН ЕНІН ЕДІ о, ,о,,т,, ТЕ АН КИЕ: 

(2) ЗЕҢ ЖЕНЕ А ЕНИ ЛР ЕВЕ НЕК, ВРАНА АН: 

(3) HEREA [El É. uÉ АНМЕН ЖРЕЦ; 

(4) 与 材料 力学 解 管 及 弹性 力学 解答 相 比 较 , 并 分 析 造 成 差别 的 原因 。 

7.2 ЕНЕМ Db Se РОВ JJ ГЕН, ЖЕБЕ - ост, Н--сп. E BEF 1 一 0., 2cm, 
前 力 P=100N。 材 料 Е=2х10°МРа.»=0,3„ ЕЕ. 

(1) 计算 潜 中 性 线 上 的 挠 度 分 布 . 并 给 出 端点 的 最 大 挠 庶 ; 

(D 通过 不 同 单元 形式 和 网 格 蜜 度 的 计算 ,考察 王 列 内 容 

РЕК ШЕТЕЛ ИІ; 

© 位 移 解 的 下 限 性 。 

提示 : 

Ф 梁 固 定 端的 位 移 约 束 条 件 是 :在 端 部 的 所 有 结 点 =0, 端 部 中 面 结 点 2 一 0。 


D жар риниенища в та АП (2) ek Aass E, 


НЕКАхсАклиЕң а ХАНА Jr W hl 35 Е. 

7.3 PLEITA. TE y AEH- МАЛ ЕЯМАЯЛІР ЛЕШ. ЗЕ 
Ка ост х licm. 1 ЕЛ а-- ТОМРа, МЖРЕ--2Х10%МРа.»-0.3, ЖЕФ. £ È 
问 长 轴 兴 径 а= 1. Бет, у ARAE 5—1. Ост. MRAR, 

(1) т Or 轴 的 5 Ар Оу Уо, 分 布 ; 
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(2) 给 出 了 筷 边 的 o,o, 的 最 大 值 和 应 力 集中 系数 ; 

(3) 比较 不 同 单元 形式 和 网 格 密度 对 计算 结果 的 影 啊 。 

7.4 НАТ З.А 

жалы у 方 辐 的 两 对 边界 上 都 作用 有 集 度 g 一 10MPa 的 均匀 拉力 。 

(2) E r AAR y 太 问 的 两 对 边界 上 作用 有 集 度 9g 王 10MPa 的 均 名 前 力 。 | 

7.5 厚 壁 圆 球 受 内 压 作 用 。 阅 球 外 壁 半径 г = 10. 0cm, ARET >, 9. Ост, AE 
Р-іІМРа, ЯЖЕЖЕ-2Х105МРа,у-0,3, HAER: 

(1) FiA ШАШ ЕН a, По, 的 分 布 曲线 ,给 出 它们 在 内 表面 和 外 表面 的 数值 ,并 
和 解析 和解 进行 比较 : 

(2) Ж%© r -0 截面 上 的 结 点 ,加 和 不 加 径 向 约束 2= 0 对 计算 结果 的 影响 ; 

(D 检查 * 一 0 截面 上 的 应 力 古 否 满足 总 体 平衡 条 件 2r |" ordr = пир 


76 球 施 -接管 受 内 压 作 用 ( 见 图 7.7)， 球 壳 只 ,=25cm,R 一 20cm ;接管 -一 10cm， 
пя 8cm АЕ Н--38ст, WH: р=1. 2МРа, МЖЖ E=2x 10" МРа,»--0.3. 

HEER: 

(1) 沿 容器 内 壁 和 外 辟 o, 和 a, 的 分 布 曲线 ， 

(2) 款 壳 和 接管 联结 处 办、 外壁 的 应 力 集中 系数 ， 

43) 比较 不 同 单元 形式 和 网 格 划分 对 结果 的 影响 。 


Н 7.7? 球 这 -接管 压力 容器 


提示 : 

D 网 格 划 分 : 沿 母 线 方向 ,在 球 壳 和 接管 联结 处 网 格 应 较 密 ,同时 注意 单元 的 形状 不 
ЖЧ ИЛЕШ. 

D 阅 格 的 边界 条 件 ; 下 边界 x 二 0 外 ,约束 轴 向 位 移 w 一 0; 上 边界 x* 一 百 处 ,给 定 轴 
向 载荷 ,即将 рх 分 本 到 该 截击 的 结 点 上。 


1 
分 


一 =- -m - r= ' — -=r 


7.7 在 程序 中 增加 4 结 点 非 协调 元 (参见 5.6.1 节 ), 并 用 以 计算 题 7. 1 17.2, H 
较 此 单元 和 4 结 点 .8 结 点 四 边 形 单元 的 精度 。 

7.8 间 题 ?.2, 但 采用 非 规则 网 格 划分 。 比 较 : 

(1) 比较 单元 不 同 吾 斜 程度 (4 个 角 点 的 最 大 角度 /最 小 角度 ) 对 4 结 点 非 协调 元 及 4 
结 点 和 8 结 点 单元 精度 的 影响 ， 

(2) 比较 非 协调 元 来 用 通过 分 片 进 验 的 方案 (参见 5. 6. 2 节 ) 后 精度 改进 的 情况 。 
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第 8 章 有 限 元 法 的 进一步 基础 
一 一 约束 变 分 原理 


њай 


。 约束 变 分 原理 将 场 函 教 应 事先 满足 的 附加 约 东 条 件 引 入 泛 画 的 两 种 方法 
(Lagrange Ж Ж АаЖЖ) ,及 它们 的 实质 和 各 自 特 点 。 

应 用 结束 变 分 原理 从 弹性 力学 最 小 位 能 原理 或 最 小 条 能 原理 出 发 导出 各 类 广 又 
变 分 原理 的 方法 ,以 及 各 类 变 分 原理 之 间 的 相互 关系 。 

应 用 约束 变 分 原理 将 场 邓 教 应 事先 满足 的 单元 交界 面 上 的 连续 杂 件 引入 泛 函 建 
立 不 同形 态 收 正 变 分 原理 的 方法 。 

基于 约束 变 分 原理 对 实际 问题 (以 不 可 求 编 弹 性 力学 问题 为 例 ) 进 行 有 限 元 分 析 
的 方法 ,以 及 其 中 必须 注意 的 关键 问题 和 它们 的 解决 方法 。 
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了 中 


通过 以 上 各 章 的 讨论 ,知道 变 分 原理 是 有 限 元 法 的 重要 理论 基础 。 但 是 所 涉及 的 仅 
是 场 变量 已 事先 满足 附加 条 任 的 目 然 变 分 原理 。 例 如 最 小 位 能 原理 中 的 场 函数 一 一 位 
移 , 事 先 应 满足 几何 方程 (应 变 和 位 移 关 系 ) 和 给 定位 移 的 边界 条 件 。 当 用 于 二 维 , 三 维 弹 
性 力学 问题 的 有 限 元 分 析 时 ,位移 还 应 满足 在 单元 交界 面 上 连续 的 条 件 。 最 小 余 能 原理 
中 的 场 函 数 一 一 应 力 , 事 移 应 满足 平衡 方程 和 给 定 力 的 边界 条 件 , 当 用 于 二 维 、 三 维 弹 性 
力学 问题 的 有 限 元 分 析 时 ,应 力 还 应 满足 在 单元 交界 面 上 使 内 力 保 持 连 续 的 条 件 。 利 用 
日 然 变 分 原理 的 好 处 是 通常 仪 保留 一 个 场 函 数 ,同时 沦 函 具有 极 值 性 、 在 场 耳 数 能 事先 
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满足 所 要 求 的 附 四 条 件 时 ,当然 乐 十 采用 。 这 证 姨 我 们 在 以 前 各 章 的 讨论 中 所 否 到 的 ,在 
二 维 、 三 维 问题 的 有 限 元 分 析 中 广泛 采用 基于 属于 自然 亚 分 原理 的 最 小 位 能 原理 的 实体 
ETHERIA. 

ERL. 8 #B 4 22 BS Ла, ДИДЕН АЛЕ ЖИИ, ЖОК T ТА] БУТУ A rh: 
的 场 范 数 事 寺 满足 全 部 附 如 杀 件 往往 不 易 做 到 。 例 如 工程 中 常用 的 橡胶 型 材料 和 流体 介 
M ,它们 是 不 可 (或 接近 不 可 }) 压 缉 的 。 对 它们 进行 分 析 时 ,位 移 场 函数 应 事先 满足 体积 不 
ERR НАЕ С АР е АЈА, н РАЛ РОН ТОЈ НО ЛУЗЕ ЕИ ВУ ра 
TERRA -БЕМ СРЯ, АШК Ж R Te EE PR 389 5 ДЕ ала КЫ 
ЖН RB F БЕЯ E, WL LL ЖОЙ ЕУ a PE TE el ЧЖИ ЖШ. ЕЧ КИ 
RIF Sh AMI ЕЛАР, И S Ж АГИ ЛЕР RI ЛЫ: iw IFE K ВЕ ГО AS 1 , 

约束 变 分 原理 所 研究 的 就 是 如 何 利用 适当 的 方法 将 场 酌 数 应 事先 满足 的 附加 条 件 引 
和 人 证 丽 , 使 有 附加 条 人 忻 的 变 分 原理 变 成 无 附加 条 件 的 变 分 原理 ， 仍 以 上 述 的 材料 不 可 压 
缩 问 题 和 板 殉 问题 的 有 限 苞 分 析 为 例 , 广 义 变 分 床 理 中 通过 利用 适当 的 方法 将 附 如 条 件 
引信 泛 疼 ,而 不 再 要 求 位 移师 数 事先 满足 不 可 压缩 的 条 件 或 单元 交界 面 上 法 向 导数 连续 
的 条 人 性 ,使 得 问题 的 求解 成 为 可 能 或 比较 方 使 。 共 他 如 不 同 介质 的 耦合 问题 .不 同类 型 铺 
构 或 里 元 的 联结 问题 等 也 常常 依赖 广 沁 变 分 原理 作为 有 限 元 分 析 的 理论 基础 。 

Ж 8 2 贡 讨 论 约 束 变 分 原理 的 一 般 理 论 .方法 和 特点 ; 8.3 ЧЕ ИШ ЧЕ Ар Ei pa 
在 漳 性 为 学 问题 中 的 应 用 , 邮 导 出 弹性 力学 各 种 形式 的 广义 变 分 原理 ;8. 4 节 讨 论 约束 变 
分 原理 在 有 限 元 分 析 中 关于 放松 单据 交界 面 上 和 连 续 条 件 方面 的 应 用 ,从 而 导出 弹性 力学 
各 种 训 分 原型 的 修正 形式 。 作 为 约束 变 分 原理 的 应 用 .在 8.5 节 对 不 可 {或 接近 不 可 ) 压 
缩 弹 性 力学 向 题 的 有 限 元 分 析 方 法 作 了 专门 的 讨论 。 和 整 章 内 容 安排 的 日 的 在 于 为 建立 各 
种 有 限 元 格 虑 及 扩大 它 的 庶 用 领域 握 供 进一步 的 理论 基础 ， 
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在 第 1 香 的 讨论 中 我 们 已 刊 对 于 -给 定 的 微分 方程 和 边界 条 件 ,在 建立 了 对 应 的 由 
PREI RAE Na DRS RY E A M E R a a BRE BERRAR u 往往 事先 要 满足 一 定 
НӘРІ? SK PF. B R ОРЛ Е КУА A ШШ ЕО И ШШ”, MEEA 
PROGA ЛЕОН ИЯ ES А, ЙЫЗ — Е R" 38 BD ШЕ 1k 58 ЖЕ IF Z A 
RIER. ҚМ ЖАРА u КЕ b ЖЕЛИ ДОТ 9! AEZ АНИ ЖЕР. P AR 
ASE F 38 E ТЕ 2 ВА AS E ИЛА ВЕЩ ИЯЛ ДУШЕ РШ”, МО] ЖОЛ "ТЕГШ 38 k Bl E ZY E 
理 " 或 "广义 变 分 原理 ”。 

71 ABB RPE tš IE 12 АЯ НИЯ КЕРЕ ДЗ ARA H RTEKA. 


第 8 章 有限 元 法 的 进一步 基础 一 约束 变 分 原理 0-0 


821 拉 格 朗 日 (Lagrange) 乘 子 法 
ВАЕ H NARAH. ЕЖ и ЕЕ ЧЕ 


Си) = 0 (ЕО) (8.2.1) 
хЕ} A GA 36 ЛЕЙ Не А-Т 
п-п алсада (8.2.2) 


Нн IH z HIP u АЛЫН ИЛИ ЛШ ЖЇР (8.2. ДЕИД ER A E Q 域 中 一 组 独立 坐 
PRU РА Сіз) E PR J Phi BB АЗЕ EEA. ТЕЗ] АЙШЕ EF ЛӘРЕ ПОН 
BH ЛП ЖЕ ТАСТАП ЕРУ РЕП" 的 无 附加 条 件 驻 值 问 题 。，I' 的 驻 值 条 件 是 它 的 一 
次 变 分 等 于 零 , 即 


ӘП” = èn + | acan +] Атса = 0 (8.2.3) 
用 关羽 的 方法 也 可 以 在 域内 某 些 点 或 边界 上 引信 附 如 和 条件， 例如 要 求 正 事先 满足 
Еаз-0 (ЧЕГЕ) (8.2.4) 
可 以 将 积分 
| Ear (8,2,5) 


F ARRE., ЖАН E X ШУУГ БАЖ. БЕ ЖЕНІП Е Ски) 
ЖАВ RETTALE. BE 2 Pl S fr K h h E ШОШ АТС В] АЕ A 
И нр, 
АТАНАР ЕРНЕ-ТИНКАЯНШЖНЕН ЕНЕ НІНЕ, ЯСИН 
(х,у) = 25 —2zry + y +1804 by (a) 
ЛЕШ + y 服从 附加 条 件 
Ж у = 0 (Ы) 
现 求 使 x 取 驻 值 的 z 和 值 。 
最 简单 的 方法 是 将 4b) 式 代 人 (a) 式 ,消去 一 个 非 独 立 的 变 昌 , 例 如 消去 y, 得 到 


z = Z° + 24 > (c) 
KERR = 不 再 具有 附加 条 件 , 使 e REH e 值 可 出 其 一 阶 导数 为 零 求 得 
са Фа = 0 r=]? (d) 


ЛЖ ОЬ) у-г- 12, HORR z 取 驻 什 时 的 值 为 一 144, 又 因为 der 
dx = 22>0, BF J х= — 144 是 极 小 值 ， 

对 于 一 般 情况 ,有 时 附加 条 件 ( 例 如 微分 天 系 ) 不 能 将 y 表示 成 x 的 显 式 。 此 时 就 不 
能 简单 地 剩 用 附加 条 件 消去 非 独立 的 变量 。 仍 以 上 述 讨论 的 问题 为 例 ,可 以 用 拉 格 朗 日 
乘 子 将 附加 条 件 (b) 引 入 函数 Ca) ,得 到 收 正清 数 。 此 时 


2/3 


Fr” 
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z* eriy A= zry) HALE- y) 
= 25° — 2zy + у + 18г--бу-А(г- у) (e) 
其 中 3 个 变量 xy 都 是 独立 的 。 由 于 用 拉 格 妆 日 乘 子 4 引 人 附 加 条 件 , 使 原来 求解 有 
ИЛИЕВ РЕ З = 的 驻 值 问题 ,转化 为 求 无 附加 条 件 的 修正 国 数 =" 的 驻 值 问题 。z* 的 
HEB s E E 


Ж), Зуд 18 = 0 

Әз 

де ——2r+2y— À +6 = 0 ер 
ау 

dz = +— y = 0 


ЗА 
ЖЖ т. ЛАН F SK ЕЖ ДН EE J zÀ 


| £ --2 1] Гат [一 18 
1 —1 0] LA 0 


求解 上 列 方程 组 ,同样 可 以 得 到 正确 的 答案 ， 
r=y=—12 2=6 x --144 
由 上 述 过 程 可 以 看 到 ,直接 使 用 拉 格 斋 日 乘 子 方法 会 遇 到 两 个 问题 。 

а) 方程 组 的 阶 数 随 附加 条 件 的 增加 而 增加 ,从 而 增加 了 计算 工作 量 。 

(2) 入 -得 到 的 是 附加 条 件 , 其 中 必然 不 包含 A, 因此 方程 组 (g) 的 系数 策 阵 就 必定 在 
在 零 对 角 元 素 。 通 常 不 能 简单 地 用 循序 消去 法 或 三 角 分 解法 求解 (例如 ,在 本 例 中 如 果 未 
Ж ЕЁ Ах, у 排列 ,高 斯 消去 法 从 一 开始 就 无 法 进行 . 

解决 上 述 问题 的 方法 是 利用 (f) 式 的 第 1 或 第 2 式 消去 修正 函数 z 中 的 4, 使 未 知 量 
恢复 为 原来 的 数目 ,从 而 得 到 另 一 修正 是 数 2" 。 车 利用 (f) 式 的 第 2 式 消去 4, 则 得 到 


х (ту) =— 222 Ату у + 24у = 0 (h) 
ВАНА 
де” _ 
22. (4) 
— —1г—2у-+24 =0 
ду 
号 成 短 隆 形式 求解 zy MWA 


解 之 ,仍然 得 到 正确 管 案 , 妈 


г... ЕФ 有 限 元 法 的 进一步 基础 АЖААН ж 
ЖЫННІҢ, ЛІ ИЯ НЖТЕ ЖЕН PFH HI Е АУРА ЗЕТЕ ТАР, ë IF РА 075 7 
ЖАЗАР ТЕЗЕ Е ка АЈА ТА ЕЛ. ЕРЛИ ЕС z 在 驻 值 点 (x= у= — 12) ЕЛМІН. 
修正 函数 z' Ке 虽然 在 驻 值 点 仍 保持 和 = 相同 的 数 信 (一 144), 但 它们 是 否 仍 保持 为 极 
值 则 要 在 它们 的 二 次 型 失 阵 是 否 保 持 正定 (或 负 定 ) 性 。 在 驻 值 点 , 藻 函 数 的 二 次 型 矩阵 
ЕЛЕ Сәд В, ДРЖАЛО КӘ. 

判定 二 次 型 第 阵 正 { 负 ) 定 的 方法 是 : 
ВИЖ 

fla za sss m.) = 0 
引 人 人 函数 的 二 阶 导 数值 
Ғы Сруб вуда) = ар (j= 1,2,5, т) 

AP z G= 1,22, m ERR 了 的 驻 值 点 坐标 。 二 次 型 矩阵 为 正定 的 必要 而 充分 的 条 件 
ЖЕН l~n 阶 主子 式 大 于 零 , 即 


Фи #1 41 
_ ап Arj. ам dr а: 
аи > б, => Ü, , | > 0) 
да dg : 
ан d, a 
对 于 负 定 二 次 型 则 应 有 
q 412 а, 
811 012 Стр біз» а: 
an < 0, >0, =, 1)" > 0 
Qa dal ҙә) «“""““""ж"тжапаешатта 


Фа 840044 Дел 
ЖЕН, ҚАН Е Е ГН АН ОЖ (ЫМ ЕРЕ, 
"的 二 次 型 第 阵 有 


1025 4 —2 1 
42>0 4 0 =4>0 —2 2 —1|=—2< 0 
| —1 0 
六 的 二 次 型 矩阵 有 
-4 4 
-aco | t аса 


它们 既 非 正定 又 非 负 定 , 所 以 z" 和 z ` EBE B. ASP SE 6 , 
对 于 约 东 变 分 原理 ,用 拉 格 朗 日 怨 于 构造 的 修正 泛 函 包括 两 部 分 未 知 量 ú 和 4, 都 需 
村 用 试探 丽 数 构造 它们 的 近似 解 。 便 如 


u= У.Ма,-Ма Ñ= Уй», = Nb (8. 2,6) 


=] t=] 


修正 认 尊 变 分 为 零 得 到 一 组 方程 


ӘП” 
н да a 
n ты а= Í] (8,2,7) 
3 b 
由 方程 可 解 得 两 组 参数 a H b. ЧИВА ЖУЛ Sp Sk $p sE 25 ЖИВ и, ИИ ЕТЖ 
解 的 复杂 性 。 
[Ей Г ЖЕ Шс P Et 
Аш) = 0 (8. 2, 8) 
附加 条 件 是 线性 微分 方程 组 
Со) = Li (u) +C, — 0 (8,2,9) 


КРС 是 常数 组 。 将 (8. 2.6)、(8. 2.8) 和 (8. 2.9) 式 一 并 代入 (8. 2, 3) 式 , 则 得 到 
ӘП” =š] масово ав т.а) +C Ј40 + 
да LYN) дай = 0 (8.2. 10) 
因为 上 式 对 于 所 有 变 分 ða 和 88 都 必须 成 立 , 所 以 得 到 
{масад + | LIN žan = о 


| Жор + с1а = о (8.2.11) 


(8.2.11) 起 中 第 一 式 的 第 一 项 就 是 线性 微分 方程 组 ACw) 一 0 所 对 应 的 自然 变 分 原理 的 
求解 方程 


Ra=P (8.2.12) 
整个 方程 组 (8. 2. 11) 式 可 以 写成 
K K... а Р 
Kd+R= | (= (8. 2. 13) 
K. b O р O 


其 中 


下 = | RL пода 
(8. 2.14) 
0 = | А сал 
显然 方程 组 的 系数 矩阵 K. 仍然 是 对 称 的 ,但 在 王 对 角 线 上 必然 存在 零 元 素 。 修 正 泛 函 
ГІНЕ ЖАНЫП 取 驻 值 。 主 对 角 线 上 存在 零 元 泰 时 往往 不 能 用 通常 的 直接 解法 求解 . 
与 求 苯 数 驻 值 问题 类 同 ,也 可 以 利用 (8. 2. 3) 式 80 =0 所 得 到 的 和 4 的 关系 (由 
此 关系 还 可 识 剂 拉 略 朗 日 乘 子 人 自身 的 物理 意义 ), 肯 代入 修 止 泛 函 ,使 修正 泛 函 中 内 和 包 
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ñ ЖАТР &。 珊 在 仍 以 二 维 热 传导 问题 为 例 讽 朋 这 种 做 法 。 

对 于 用 (1.2.3) 式 和 和 (1.2.4) 式 起 示 的 二 维稳 访 热 传导 问题 ,在 1.3.1 节 中 建立 了 它 
的 自然 变 分 原理 , 求 近似 解 时 假定 试探 函数 和 在 边界 上 满足 蝇 迫 边界 条 件 $ 一 $5, 因此 
是 具有 附加 条 件 的 变 分 原理 。 现 在 可 以 将 此 附加 条 件 引 入 汉 阴 , 从 而 得 到 2 6 ЖЖІН 
{ЖЕТУ рд. В 


поло П) | А Фаг (8.2.15) 
APE AO. IQA h. CARI E y: | 
ёп’ = ёп | дф bapa | adbar (8.2.16) 
为 了 识别 4, 将 (8.2.16) 式 分 部 积分 可 得 


ёП' =| C: 一 на О)840+ 


|, Ë ағ {8% г+ |, gA (8- Ddr + 


Kuyana (8.2.17) 


上 起 对 于 所 有 的 8 qo 部 成 立 , 由 前 两 积分 项 得 到 的 是 原 问 题 的 微分 方程 和 边界 P. 上 
的 边界 条 件 ,由 最 后 两 个 边界 上 的 积分 可 以 得 到 


ф-%-0 СЕ г.в). (8.2. 18) 
АЕ 9? o aac p CEDE) (8.2. 19) 
ған J + 


有 前 一 式 就 起 引入 的 附加 条 件 。 从 后 一 式 看 到 可 以 用 一 &C9 ga п)Ж Т А ЖЕЛ |- 
Еа #/9 nn} 等 于 热流 ,因此 可 知 算 子 А 的 物理 意义 是 边界 热流 取 人 负 值 ， 将 (3.2. 19) 式 回 
代 到 (8.2. 15)? 式 ,得 到 新 的 修正 泛 函 为 


ву А ву труд 
u H ӨЛЕДІ +700) -%|ғ0- 
- 9% з р 
|, ваг 了 (一 Фа (8, 2.20) 
在 此 修正 泛 函 中 拉 格 朗 日 乘 于 4 已 不 再 出 再。 如 用 上 式 求 近 似 解 , 近 似 函 数 可 以 不 必 有 再 


考虑 ГОЛА Ву К ,而 且 保 持原 来 的 待定 参数 的 数 日 ,对 计算 有 利 。 但 是 这 
时 边界 项 中 出 现 了 中 的 非 平方 二 次 项 ,这 样 一 来 , 泛 果 将 不 再 具有 极 值 性 , 即 在 精确 解 附 
Oo А {Ж АИ. 


822 тай: 
仍然 考虑 在 有 域内 具有 附加 条 件 CCay =0 BZ ñ HEARE. ЕЛІН 
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#25 Фин» 


各 是 

C'C = Cr + C; + =: (8.2. 21) 
其 中 C С Cy ++) 
《8.2.21) 式 必然 得 到 -- 个 止 值 或 者 是 零 。 当 附 如 条 件 都 得 到 满足 时 乘积 为 霍 。 显 然 在 精 
确 解 附近 变 分 


СТС) = 0 (8. 2. 29) 
Е В И. 
ВИА р ЕН asul КОР ИЛ ЛЕД; 
П` = Па CCN (8,2,23) 


Жн a RAER ЙИ ЖУТ. Ж 开本 身 是 解 的 极 小 值 问 题 ,a КЕЖ. hB EZA 
到 的 近似 解 只 是 近似 地 满足 附加 条 件 ,a 值 越 大 ,附加 条 件 的 满足 就 越 好 。 

为 了 便于 说 明 间 题 , 仍 以 拉 格 郎 日 乘 子 法 中 的 二 次 隆 数 为 例 进 行 讨论 。 用 车 函 数 构 
YE BJ ТЕ ра ЖС 


z" = 2 —2гу-Б у +185 + 6у Боба – у) СК) 
对 于 е“ , 取 驻 值 的 条 件 为 
TZ 4e 2yr 18+ 2er у) = 0 15 
д >` | , 
-- =—2ж-ЄД2у-+-6—2а(у — у) = 0 
ду 
解 方 各 
б, ана. ОСИ сп) 
@ = 
—2 2] —1 lJi\y! L-6 ü 
得 到 
_ = 12 — 15/а 
д =— 12 у= 14174 (n) 


=- 12, 000 0 — 12.000 0 — 12,000 0 — 12,000 0 ““12,000 0 


< 13, 500 0 — 13. 166 7 — 12,900 0 — 12,2727 — 12.029 7 — 12. 003 0 


"| АЖ |, Ж] ИТ s ЖОК ЖОРНАЛЫ ЕНЕМЕ 
ЕЛ, ВАЖНИ RIS Ж 2, ИТП А ЕЕ ІНЕН, БЖК 
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z 的 二 次 型 矩阵 的 有 别 次 主 丁 式 分 别 是 
ап = 4+ Ра > Ü (о) 
4-Б2а --2- Ра 
азу dy Бин 2 + 2а 
ВТЕ ERR с" EREA ЕРА Е 的 极 小 性 质 。 
ЖАН ЖИ ТЕЕ ЧА ТОЈ А НЕ ЭС АЈ i ТЕ Т) ЖД 
ЖК ТИНА. МЛ НҢ От) н] И Уа H X: BJ Ж ЛЯ Ер (ПЯ 
В) ,以 保证 a—=oc hh , ВЕЧЕ ВЕ. EE ДЕЛИ БЕТИ НЕ ЙЕ [ө] Е.Е ТІНІНЕН 
的 意义 就 是 附加 条 件 , 即 <= y. 
对 十 一 般 的 线性 代数 方程 组 ,方程 的 某 个 系数 稍 有 变化 时 ,对 解 竺 的 影响 是 不 大 的 。 
但 (m) 式 中 与 ea 相关 的 矩阵 系数 如 稍 有 变化 ,将 伍 之 失去 奇异 性 ,从 而 给 解答 带 来 很 大 影 
T. a 越 大 影响 就 越 大 ,甚至 最 后 导致 完全 失败 ( 即 得 到 零 解 )。 现 在 将 (m)? 式 中 与 a 相关 
的 矩阵 的 下 对 角 元 察 改 为 1, 1 ,计算 结 果 列 于 表 8. 2。 从 表 可 见 随 = 增 大 ,解答 变化 的 
ва, 


Ж 8.2 


Әп a = 4а 4 > 0 (р) 


1 000 
—0, 127 6 


从 表 8.2 可 见 , 随 着 罚 数 a 的 逐步 增 大 ,r,y Е ОРМ. що 趋 于 无 穷 时 ,zx,y 
HAFO. 这 在 与 鹿 数 相关 的 系数 矩阵 不 具有 奇异 性 时 必然 出 现 的 现 蒙 。 究 其 原因 可 以 
作 如 下 解释 。 当 a 趋 于 无 穷 时 ,求解 方程 Cm) 式 可 以 近似 地 表示 为 


ee 
— 1 1 НЕЛЕР ш 1 


由 于 方程 的 系数 矩阵 是 奇异 的 ,所 以 可 以 有 非 霍 解 。 具 体 解 是 通过 求解 上 述 特征 值 问题 


得 到 
HE AÍ] (т) 


] 
式 中 | } 是 原 系数 矩阵 对 应 于 零 特征 值 的 特征 向 量 ,A 是 任意 常数 , 它 的 具体 数值 通过 原 


方程 (m) 式 确定 。 另 一 方面 , 表 8. 1 表明 ,a 取 值 愈 大 ,x 一 y=0 这 一 附加 条 件 满足 得 愈 
好 。 如 果 系 数 和 矩阵 失去 了 奇异 性 ,例如 以 上 所 假设 的 情况 ,系数 矩阵 的 下 对 角 元 素 改 为 
L OWSA a 趋 于 无 穷 时 ,方程 只 可 能 得 到 零 解 。 因 此 ,保持 与 昼 数 相 关 的 系数 矩阵 的 
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育 异 性 对 采用 罚 孙 数 法 求解 的 成 败 有 决定 性 的 影响 。 这 是 采用 罚 函 数 法 时 需要 特别 福 
还 应 指出 的 是 在 实际 计算 中 前 数 а 不 可 能 取得 无 穷 大 ,而 只 能 取 为 较 大 的 有 限 什 。 
这 是 因为 实际 计算 不 是 先 求 解 特征 值 问 题 ,然后 骨 求 解 原 方程 ,而 是 直接 求解 原 方程 。 吉 
入 汞 数 肥 得 过 大 , 则 方程 呈现 狗 态 .从 而 使 求解 失败 。 正 是 由 于 实际 计算 中 , 刊 参数 只 能 
取 有 限 值 ,所 以 利用 罚 函 数 法 求解 只 能 得 到 近似 解 。 
现在 再 辐 到 约束 变 分 问题 ,以 梁 的 弯曲 问题 为 钢 来 阐明 昼 函 数 法 的 应 用 。 梁 的 弯曲 
问题 通常 可 表示 为 以 下 泛 上 是 


ГЕЙ фил 
Пи) = |, 3 (42) dz 一- КО (8.2, 24) 


НАА, RP E ДЕЕ. МУШ ИЯНЕ. те р, g 是 分 布 
Жаа, ION IE Р ПН we К, Er UL ОКИ АН C 连续 性 。 为 了 降 
低 对 试探 函数 连续 性 的 要 求 , 可 以 将 (8. 2. 24 Жж ЖУ я РА ВП 


! 2 { 
Hew, 0) = | Е (ЧЕ) dz 一 | жайт (8,2,25) 


ағ 
其 中 8 是 梁 截 加 的 转角 。 在 (8.2.25) 式 中 将 挠 度 ww О О ЖИЕ ЕР ВА PANAI 
立 的 未 知 场 羡 数 ,但 是 它们 应 服从 附加 条 件 

dw 


Ciw. D = — — 0 = 0 (8.2, 28) 
dz 


我 们 用 因明 数 法 将 附加 条件 (8.2.26) 引 入 泛 函 ,将 问题 转 屁 为 无 附 如 条 件 的 沪 函 驻 
във, 得 到 约束 变 分 原理 的 修正 溪 曙 是 
П “са, = Шиф) ау (52-4) a, (8.2.27) 
ПЕН РР РАША еЖбЙін--ҚЕН, Ци а иж НАС 连续 性 就 可 以 了 。 


ARD ERRIA, енін (Т —0 лү ARENIE. REH a RANN 


切 刚度 的 二 分 之 一 , 即 令 a 二 他 GA, 其 中 是 材料 的 前 切 模 量 ,4 是 染 的 截面 积 ,k ЕЖ 


实际 前 切 应 变 在 截面 上 并 非 均 名 分 布 而 引入 的 校正 因子 (这 在 下 一 章 中 将 进一步 解释 )， 
则 (8. 2. 27) 式 中 附 如 积分 项 代表 前 切 应 变 能 。 当 截面 较 高 时 ,附加 项 的 引 人 正 是 考虑 前 
切 朗 形 对 架 撞 度 影响 的 实际 需要 。 而 当 梁 截面 高 度 很 小 时 , 即 АТ 时 ,前 切 变 形 的 影 


啊 可 以 忽略 , 即 应 假设 输 一 9=0。 采 用 上 述 e 的 卫 值 , 主 是 使 附加 项 成 为 罚 函 数 项 所 要 


求 。 这 可 以 通过 比较 修正 泛 函 也 中 前 后 两 项 的 数量 级 而 认识 到 。 前 项 是 唱 量 级 ,后 大 
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EGA 最 级 ,所 以 后 项 /前 项 cc(GA) (F ea, 因此 后 一 项 博 实 起 到 了 背 函数 的 


作用 。 当 亏 -cc., 则 被 约束 的 条 件 % -9-=0, 即 解答 趋 于 经 典 洪 理论 的 精确 解 


这 种 通过 将 挠 度 和 转动 分 别 独立 插值 ,再 利用 中 函数 法 将 约束 条 件 引 入 话 困 , 从 而 使 
原来 的 C, 型 问题 转化 为 C 型 问题 的 做 法 ,在 以 后 秆 件 . 板 . 壳 各 章 中 加 以 应 用 和 推广 。 


再 如 研究 不 可 斥 缩 固体 (v 一 过 问题 时 ,也 可 以 通过 蜀 函 数 法 将 不 可 压缩 的 约束 条 件 台 


AZA. ЭТЕТ 8.5 тА РУТЕ. 
ТЕЛУ Я ЗЕ БЕ Пе Н, tB iB #— E АУЕ. H 252 e 0668. 2. 27) 式 的 
变 分 为 零 将 导致 下 列 形式 的 求解 方程 
(К,-+ееК.)а-<—Р (8.2.28) 
其 中 Ki ЕЖ Що. 0) S BJ, i] aK, ЕЛИМ ПВО РАК, Мал Хи, Е 
列 方程 将 进化 为 


Кал P —0 
а 
除非 К, 是 奇异 的 ,否则 只 能 得 到 零 解 , 即 a 一 0。 但 是 这 种 奇异 性 并 非 总 是 自然 出 现 的 ， 
例如 在 (8. 2, 27) 式 表示 的 泛 杖 中 , 若 w по 采用 辣 阶 的 试探 丽 数 [这 时 9 和 8 不 同 阶 )， 


同时 与 镶 函 数 项 相关 的 积分 采用 精确 积分 , 则 最 后 求解 方程 中 的 K, 矩阵 就 是 非 奇异 的 。 
因此 在 利用 罚 函 数 法 求解 问题 时 ,为 保证 K. 的 奇异 性 必须 采用 专门 的 措施 ,这 将 在 以 后 
有 关 章 节 中 进一步 具体 讨论 。 

其 次 ,如 以 前 已 指出 ,企图 将 a 一 2 以 得 到 精确 解 也 是 不 可 能 的 。 因 为 当 e 增 至 相当 
天 但 仍 保持 为 有 限 值 时 ,已 造成 方程 的 病态 ,所 以 在 实际 计算 中 只 能 将 а 控制 在 一 定 的 范 
围 内 。 如 何 怡 当 地 选择 罚 数 a 的 大 小 是 利用 罚 精 数 法 将 附加 条 件 引 入 泛 函 时 的 一 个 不 易 
掌握 的 问题 。 原 则 上 是 庶 使 由 于 罚 数 为 有 限 值 导 致 附加 条 件 未 能 精确 满足 所 引起 的 误 盖 
与 计算 中 的 其 他 误差 (如 离散 误差 .截断 误差 等 ) 总 合 起 来 为 最 小 。 实 际 上 通常 需要 根据 
具体 问题 的 特点 和 计算 机 字 长 等 因素 通过 试 算 来 决定 。 一 般 情况 下 使 aK; КЕЛІК, 
的 主 元 大 10 一 10 量 级 , 常 可 取得 较 好 的 结果 。 
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本 六 征 将 上 市 讨论 的 芍 东 恋 分 原理 应 用 于 弹性 力学 问题 。 首先 从 场 晒 数 事先 诺 满 足 
一 乍 峙 如 符 件 的 最 小 位 能 原理 出 发 ,利用 拉 格 朗 日 乘 子 法 将 附加 条 件 引 人 活 果 ,导出 无 约 
束 条 件 的 广义 变 分 原理 。 


281 


282 | 第 2 篇 专题 部 分 


834 胡 海 昌 - 普 津 久 变 分 原理 (简称 H-W 变 分 原理 ) 
第 1 Ж 1,4,4 节 导 出 的 最 小 位 能 原理 的 泛 函 是 


п, = Пиз = | {+ 


ЯЛА є, ЗЛ ЛО. 4. 26 H E u, 的 导数 表示 的 ,也 即 它们 之 间 已 事先 满 
足 了 几何 方程 。 税 时 位 移 应 满足 5, 上 的 给 定位 移 条 件 (1.4.36) 式 。 

现在 考虑 的 场 沙 数 不 要 求 事先 满足 几何 方程 和 位 移 边 界 条 忻 , 此 时 系统 的 总 位 能 是 
相互 独立 的 场 函数 н. Же, 的 东 函 。 利 用 拉 格 关上 日 乘 子 将 附加 灶 件 51. 4. 26) 式 和 
(1.4.36), | A ZE РЫ, Е BB B] EJ 0 


Maw = ILOQ. e; + Та, É _ и, + и.) ду + 


Пи „Ен тави — | T uds (1.4.51? 


ШІСЕСІ- (8.3.1) 


Ж Л, Се, е ) 即 41.4.51) 式 的 右 端 项 ,但 现在 其 中 的 a 和 *y 不 要 求 事先 满足 几何 方程 ; 
А Пр 分别 是 V 域内 和 S。 边界 上 的 拉 属 朗 日 乘 子 , 它 们 是 独立 坐标 的 任意 函数 。 修 
ЕК Hnw 的 变 分 为 


Пи =| (ðe, Пума ~ uf. 9А, Е _ y Gu, aa) |+ 


1 

А, ёе, — АДЫ 十 Ви) | hav 一 
| ви T dS + |, Гар, Са — u.) рди 148 = 0 

对 上 式 体 积分 中 最 后 一 项 (6 十 Sw,) 进 行 分 部 积分 , 则 土 式 可 改写 为 


б] иж -| зе, Сиби РА) ди Ау f.) + 8А, Ё Е тім. + ко | Jav- 


Y 


| Ôu, (Арт, + TdS 


Í. ди Ср, — A n.) dp (u, 0,945 = 0 (8.3.2) 
因为 所 有 的 变 分 Ge, „ди, „дА, „др, 部 是 独立 的 ,因此 Has НЫҢ. 

Б.н ы НА, —Ü ОЕ V Nh) (8. 3.3) 

Аы-Л-9 CE УЖ) (8.3. 4) 

(и u )=0 CE V BÑ) (8. 3.5) 


А, + Г,--0 (在 5, Е) (8, 3.6) 
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p -Àn =0 GE S, E) (8. 3. 7) 

и,—и,=0 (在 S, E) (8.3.8) 

ІН (8. 3.33 《8. 3.4)7 和 (8. 3. DAP АТА ЖИУ A HET A. Мор, 的 力学 意 交 ,它们 分 别 
EMA AWARA T, RAE) РИ 

А,=—а, (8.3.9) 

p= Ап, =— on, =— Т, (8.3.10) 

将 以 上 两 式 代 回 (8. 3. 了 1) 式 , 即 以 一 5 代替 4 „Ман, 代替 三, 这 样 就 得 到 3 个 独 
а ВАЖИ ВЕР В, Е НКЖИ 


Ia w (u, En ‚©, ) -| 1 


DD EEn fu, т 


2 


ү 


с, Е - би, + чы) | ду 一 


| Т,48- | gn, (а —и,)45 (8. 3. 11) 
5, 3 


如 将 (8. 3.9) 和 (8.3.10) 式 代 回 驻 什 条 件 (8. 3.3) 一 (8.3.8) 式 , 则 除了 用 来 确定 拉 格 
B HÆTTA, Пр. 之 间 关 系 的 (8.3.7) 式 外 ,还 得 到 了 弹性 力学 的 全 部 微分 方程 和 边界 条 
РЕ. АСЫН КЕРІК Пе Си, ,ej az ) 的 驻 值 条 件 是 和 弹性 力学 的 全 部 徽 分 方程 和 边界 条 
件 等 效 的 。 

папката Iww 是 因为 此 变 分 原理 是 由 胡 海 昌 (1954) 和 北 津 久 (K. Washizu, 
1955} 各 自 独 空 提出 的 。 需 要 注意 的 是 ， 

(1) 此 变 分 原理 中 use c, 都 是 独立 的 场 函 数 ,它们 的 变 分 是 完全 独立 的 ,没有 任何 
附加 条 件 。 如 果 将 几何 方程 (1.4. 26) 和 位 移 边界 条 件 (1.4. 36) 仍 取 作 场 函 数 必 须 服从 和 
满足 的 附加 条 件 , 则 修正 泛 函 jiw 将 还 原 为 I,。 

(2) 此 变 分 原理 是 驻 值 原 理 而 不 再 是 极 值 原 理 ， 

(3) 此 变 分 原理 是 用 拉 格 朗 日 乘 子 法 建立 的 欧 束 变 分 原理 ,原来 泛 函 中 出 u, 表示 的 
5 成 为 独立 的 场 变 量 , 较 原 问题 增加 的 场 变量 c, 就 是 拉 格 朗 日 乘 子 ， 


8.3.2 Hellinger -Reissner 变 分 原理 (简称 H-R 变 分 原理 ) 


WRA ЭЗ ТЕТЕ 6 Hav rh. АЖ e. 和 da 不 是 互相 独立 的 , 即 服从 物理 方程 , 那 委 
(8. 3. ЫМ ЛАЛА АНЫ (1.4. 32}) 式 由 应 力 项 表示 , 肥 


] . 
2 Әзнб уен 7 т,Е,, 一 一 Сао, = т Vs, ) (8. 3, 12) 


ЖЕЛЕ Т Н) ТУ РЫ 
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С, ' 50а, + а? ши Саев 7 Ри, (Фу 一 


С . > (ч. Та. = Vis, ) — Ри, Jav — 


| Та48-| oyn, (и, — 1048 
Ta Sa 


| 
| Tuds—| T, — uyds (8.3.13) 


ЖЖ Hellinger-Reissner ЖР ИШИ РА, РТР ОВ НАЕ Н н, Но, 
世 - 芍 变 分 原理 是 没有 附 直 条 件 的 药 东 变 分 原理, 回 样 也 是 驻 值 原理 而 不 是 极 值 原理 ， 由 
于 独立 场 变 昨 有 位 移 也 有 应 为 , 故 亦 称 混 台 变 分 原理 。 

同样 地 ,如 果 用 (1.4.28) 式 将 Jr 中 的 应 力 项 用 应 变质 表示 , 则 其 中 


5-м еа те ЕЛІ =— Uke) (8. 3. 14) 
ЖЕЙК ОГА Ж Нн i 的 六 一 表示 形式 
Пн вси, „Е? = Пен " Е (а, 十 н.) иш ЛЫ - ра JdV 一 
y 


| Tu dS 一 | D yutun, (и, — H, jds 
ч 5, 
| Шә . (и, Hua d — ҖЕ) — Ри dV 一 


|. Ти.98- | Duewn (u, “245 (8, 3.15) 
Пьвќи, E A Пок и, ЖАВ НЕВА А: Л] ЕЕ Ж Е, КЕТЕЖЫ Ж а,. 在 
实际 应 用 中 ,可 以 根据 需要 和 方便 选择 采用 其 中 -种 形式 。 
8.3.3 最 小 余 能 原理 
对 (8. З, 13) 式 体积 分 中 的 6,，;Cu 二.,) 项 进行 分 部 积分 ,可 以 得 到 


Пек 0,) =— | EVC) + (9, + Fu dV — 


| T- трева | Tias (8.3.16) 


bn k PE BJ МИНИ ПЕТЯ ЛВ. КЛЕНА. 4,33) 式 , 刚 上 式 
中 体积 分 的 第 一 原 以 及 给 定 力 过 界 5, F WJ El Sy УЕ, EE р] ДН тА Z PB 


пер =] усрди- | Tds 
ү 8 
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у 2 

КН КЕК ВНЕ ЕТЕ Е В. РУ, (8.3. 17) О РАВОН 
ARRERA. аля ВЕЛИК АП К. 在 所 右 满 足 平衡 方程 和 力 的 边界 条 件 的 应 力 
中 ,精确 解 使 总 余 能 工 ИМА. 

其 实 建立 最 小 余 能 原理 并 不 需要 经 过 这 样 迁 回 的 途径 ,正如 在 1.4.4 节 中 看 到 的 ,只 
要 将 物理 方程 (1. 4. 32) 式 代 大 虚 应 力 原 理 (1. 4. 45) 式 就 可 以 得 到 。 但 是 这 一 迁 回 的 过 程 
说 明 , 当 从 虚 位 称 原 理 出 发 建立 最 小 位 能 原理 后 ,通过 拉 格 朗 日 乘 子 引 人 附加 条 件 ,可 将 
变 分 原理 -- 般 化 ,建立 包括 H-W 变 分 原理 .H-R 变 分 原理 和 最 小 余 能 原理 在 内 的 一 系列 
变 分 原理 ， 上 反之 ,从 虚 应 力 原 理 出 发 建立 最 小 余 能 原理 后 ,也 呆 以 用 类 似 的 步 又 得 到 包括 
H-R 变 分 原理 、H-W 变 分 原理 和 最 小 位 能 原理 在 内 的 一 系列 变 分 原理 。 图 8. 1 中 给 出 了 
弹性 小 位 移 理 论 中 各 变 分 原理 间 的 关系 。 

还 需 指 出 ,最 小 位 能 原理 和 最 小 余 能 原理 屁 独 立场 函数 (wu ER =, ) 的 具有 附加 条 件 的 
НАШ Mi H-W 安 分 原理 和 H-R EARN Ga E 3 个 独立 场 函 数 (x ,ej n.) HI 2 
个 独立 场 图 数 (Cu ,os }) 或 (u,,e,) 的 没有 附加 条 件 的 驻 值 原理 ， 


=| АС ua au dV -| Ти,45 (8.3.17) 
| ; 


平衡 方程 | TARAIA 
四 边界 条 件 | (T ЕМЛЕ 


最 小 位 能 原 再 
Пхи) 


H: lu s |a Bë 


- SLABE: | | 事先 满足 
ЗАР ЖОЛЫ ЛЛУ, ИЗДЕ: 
ЛИЕ | ЧУР, 
Жарлы 
H-W Е ДУК ВА 


Пола Ep Ty) 


Ра ЗЕ ВЕРА а 


弹性 方程 


(ой Р-У ЛЕ Ж} ПАРЕ Я 


14 
以 2 р yil Ep Eu О, 


表示 FiS) 


H-R AF тр | Bg 
Jingking) 


TRTE, 
HARRI 


| 最 小 余 能 原理 
БЕРУ ЛЕЕВ IL(6,) 


дет 线 强 性 理论 的 变 分 原理 
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8.4 ”弹性 力 学 修正 变 分 原理 


本 节 讨 论 的 弹性 力学 修正 变 分 原理 从 本 质 上 说 也 是 一 种 广义 变 分 原理 。 上 节 所 讨论 
的 弹性 力学 广义 变 分 原理 的 实质 是 利用 拉 格 朗 日 乘 子 将 最 小 位 能 原理 和 最 小 余 能 原理 中 
的 场 函 数 事先 在 域内 和 边界 上 应 对 满足 的 附加 条 件 引 入 泛 函 的 结果 ,目的 是 使 之 成 为 无 
附加 象 件 的 变 分 原理 。 我 们 知道 , 当 应 用 变 分 原理 作为 理论 基础 建立 有 限 元 分 析 格 式 时 ， 
因为 插值 陋 数 是 按 单元 建立 的 ,为 使 泛 耳 存在 ,还 提出 了 分 片 插 值 了 次 数 定 闵 的 场 闲 数 在 单 
元 交界 面 上 连续 性 的 要 求 。 本 节 讨论 的 是 如 何 利用 约束 变 分 原理 修正 泛 函 从 而 达到 放松 
场 炒 数 在 单元 六 界面 上 的 连续 性 要 求 , 以 攀 造 更 多 类 坝 的 单元 ,以 扩大 有 限 元 方法 应 用 的 
领域 ,或 更 石 效 地 解决 一 些 利用 常规 单元 解决 起 来 比较 困难 的 问题 。 为 和 上 节 讨 论 的 广 
义 变 分 原理 有 所 区 别 , 所 以 命名 为 修正 变 分 原理 ， 
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# 2 音 中 我 们 已 知道 对 于 应 用 于 弹性 力学 的 位 移 有 限 元 ,在 单元 交界 面 上 是 要 求 
位移 保持 连续 ,这 是 由 于 作为 世 移 有 限 元 格式 的 理论 基山 一 一 最 小 位 能 原理 中 位 移 画 数 
的 导数 的 最 高 阶 数 等 于 1 而 提出 的 要 求 。 现 讨论 当 此 要 求 在 构造 单元 位 移 模 式 时 不 能 满 
足 的 情况 下 如 何 对 位 能 原理 进行 修正 

设 求解 域 V 被 划分 为 N 个 单元 ,分 别 用 У.У». ,Vy т. НУ. НУ, 表示 任意 
两 个 相 邻 的 单元 ,S. 表 示 这 两 个 单元 的 交界 而 ， 必 要 时 用 S; 和 Si 表示 分 属 a9V。 нау, 
ВОЗЕ ІН (ӘУ, Жау, 分 别 表示 VY ЖУ, Ве), Нов? и” fe Рио 分 
别 表示 单元 VY ЖУ, 内 的 应 力 、 应 变 和 位 移 。 单 元 交 输 面 上 位 移 连 续 性 的 要 求 是 
O = u CE Sa Е) (8.4.1) 

ПАСЕ НОВА pu [v 45 НИН РЕ ЖОН. ЕЖА Е ЕЯ ІЙ E | nf РЕЖ] НІ 16 ВВ 
НЕТУ Л A , x Pe ak | — 4° iZ IE 8922 ШК 


tH 


Пул = П, — УН, (8,4,2) 
НП, A < # IFAI SS X Ет ЛУН. R 
IL, = 22 |, (у Эмен 一 Fu. jdy -| TudS| (8.4,3) 


而 >) Наи 是 引入 的 修正 项 , >) 表示 在 所 有 单元 交界 面 上 求 和 , 并 有 


H. = | A.G - ш®)4$ (8,4,4) 


Sub 


Ж А, 是 拉 格 朗 日 洋子 , 它 是 在 5 上 定义 的 独立 场 变量 。 
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通过 变 分 并 分 部 积分 ,可 以 得 到 SIT, 在 交界 面 5S,; 上 的 表达 式 , 即 
ŠI, — + |, ГТ Соу -АДФи to ds+ |, CTP (а) 4А, 8:945 — 


| (иб и BA dS + --- (8,4,5) 
5 
从 上 上 式 可 以 得 天 在 S LARARE: 

Tm G) = А, CE Sa Е) 


OTOU) ESE) (8.4.6) 
и: = и, 
l L 
Т (ш ) = sn) = репо = > Dam + итар” 
1 
T G) = > Dia (ukt + ил” (8,4,7) 
nf —— n” 


通过 (8. 4, бос ИНВ НЕТИ. НЕНУЕ 5S% 和 Si 上 分 别 
АХТА, Ши" Жи) ЖАЙ, НЕЖНЕПЕ ShA Sh БАЕ УЛАР ЯТА 在 
数值 上 一 般 并 不 相等 。 所 以 不 能 直接 利用 (8, 4. ORAGE 4.70265 П, Р А,, Б 
БУЛЕК. MERA Па 以 放松 单元 交界 面 上 位 移 连 续 性 槛 求 时 ,必须 在 修正 泛 函 中 保 
持 拉 格 并 日 污 子 为 在 单元 交界 面 上 定义 的 独立 场 变量 。 

теза: ВЕК I 不 再 具有 极 值 性 ,而 只 保持 驻 值 性 。 由 于 引入 H, 的 


У) лоше — u за 是 非 平方 的 二 次 项 ,上 述 结论 是 很 容易 理解 的 。 


现在 讨论 修正 位 能 原理 的 另 一 种 形式 。 普 先 在 单元 交界 面 So БИ Й a. 
这 样 一 来 ,3 上 位 移 连 续 性 条 件 (8.4, 1) 式 可 以 等 价 地 替换 为 


ш“ —д, = 0 (ХЕ Sà Е) 
(8,4,8) 
и н = 0 (E S E) 
现在 再 利用 拉 糙 朗 日 乘 子 将 上 述 条 件 引 入水 男 。 另 一 种 形式 的 修正 泛 函 表示 如 下 
Па = HL 一 У) H asz (8,4,9) 


其 中 
Н = а w? а + | АРС 一 Ad5 
通过 变 分 及 分 部 积分 ,可 以 得 到 5, 在 S, 上 的 表达 式 为 
ОП ра = + | „Сто GK?) A9 Jau as + | „СТО (0) — A Juf” dS + 
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|. (u одде 48+ |, (и —д)бА" 48 - |. (АС АР уви dS 
| (8.4.10) 
从 上 式 可 以 得 到 驻 值 条 件 ，; 
А» с То (шу А = ТО) 
ш = p, и" = p, (8.4.11) 
АБА” = 0 


J, БАА. naj 1 in ЕТА АР 的 物理 意义 ;并 可 以 利用 Те Gh A 
Ta am) 替代 Xe ЖАЗ 以 减少 泛 函 wz 中 场 变量 数 ,从 而 得 到 另 一 种 形式 的 修正 位 能 
ЕН. R.Z ра P| АА 
Па = I, — УНЫ (8. 4.12) 
其 中 
Ha = |. TO (и yG — 4)45 +). Т (ид u — p, )dS 


Па PIRA ЗЕ {Ей Ж АЕ и (V, р). ш” СУ, ADOR u ОРТ 5,15, ЕМА). ЖП 
IL, ATS IL, 和 Jo 都 不 再 具有 极 值 性 质 ,而 只 保持 驻 值 性 。 


842 ”修正 的 余 能 原理 


在 第 1 章 和 本 章 前 一 节 中 已 经 导出 最 小 余 能 原型 , 它 可 表述 为 在 所 有 满足 平衡 方 往 
和 力 的 边界 条 件 的 可 能 应 力 中 ,真正 解 的 应 力 使 系统 的 总 余 能 


| 1 
По, ) - |, 2 


Cuasoudy 一 | T ads (8. 3. 15) 
取 最 小 值 。 
МЕН Бо ЕЛІҢ S,; 上 庙 力 满足 平衡 的 刻 求 ,应 该 是 按照 Т, = 


ayn; 定 义 的 而 力 必 须 保持 平衡 , 即 


Т” HT” = 0 (8.4. 13) 
Те” — бү!" Т" -— оп 
2. кл 
п“ 一 n; 


实际 上 ,在 选择 应 力 的 试探 睛 数 时 ,可 以 先 不 考虑 上 式 所 表示 的 要 求 ,而 是 利用 拉 梯 
良 日 乘 子 将 此 附加 条 件 引 和 人 泛 图 。 这 样 就 得 到 修正 的 余 能 蛛 理 ,其 这 图 是 


П. = П. ~ УС (8.4. 14) 
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其 中 ,了 I 如 (8. 3. 17) 式 所 示 ，> Ga REED, >) 表示 对 所 有 单元 交界 面 求 和 ,并 有 
Ga = | p(T + Tyas (8.4.15) 


и ЖАУЛАЙ Н ЖТ, ECEE 5S,, 上 定义 的 独立 场 变 量 。 通 过 5 的 变 分 可 以 识别 jg, 的 物 
HEX Pl ЖЫШ ЕНУ. 


85 不 可 (或 接近 不 可 ) 压 缩 弹 性 力学 问题 的 有 限 元 法 


在 实际 工程 中 ,相当 多 的 材料 呈现 不 可 (或 接近 不 可 ) 压 缩 的 性 质 。 例 如 常见 的 橡胶 、 
盟 料 等 即 属 这 种 类 型 的 材料 。 即 使 金属 材料 在 非 弹性 变形 ( 塑 体 ,里 变 ) 状 态 也 呈现 不 可 
庄 缩 性 原 。 材 料 的 不 可 压缩 性 常常 给 分 析 带 来 麻烦 ,有 限 元 分 析 时 需要 研究 采用 特殊 的 
方法 。 本 节 作 为 以 上 几 节 所 讨论 的 约束 变 分 原理 的 应 用 ,讨论 不 可 (或 接近 不 可 ) 压 缩 弹 
性 力学 问题 的 有 限 元 方法 。 

第 2 曹 已 经 给 出 了 弹性 力学 问题 有 限 元 法 的 一 般 格式 。 它 的 求解 方程 是 

Ka = P (2. 3. 12) 
其 中 


K = òK = Xi, B'D BdV (2. 3.10) 


式 中 弹性 刚度 矩阵 了 ,对 于 三 维 问题 . 轴 对 称 问题 .平面 应 变 问题 ,都 包含 着 因子 р, ( W. 
表 1.2) 


_ E(l—») 
14 уус — 23) 


ДВЕ СВОИМ УКН, ВН 0. 5, Du 一 co, 亦 即 居 ->ce。 这 样 
一 来 ,分析 将 无 法 进行 。 为 此 需要 研究 克服 此 困难 的 办 法 。 前 面 讨论 的 约束 栾 分 原理 中 
的 划 函 数 法 和 拉 格 朗 日 菜子 法 (以 及 基 二 它 的 弹性 力学 广义 变 分 原理 ) 提 供 了 有 效 途 径 ， 
其 共同 的 基本 点 是 将 不 可 压缩 性 ( 即 体积 变形 为 零 ) 作 为 附加 条 件 引 人 人 泛 函 ,而 共同 的 出 
发 点 是 将 最 小 位 能 原理 泛 耳 中 的 应 变 能 分 解 为 偏 斜 应 变 能 和 体积 应 变 能 两 部 分 ， 现 分 别 
进行 讨论 ， 
8.5.1 不 可 (或 接近 不 可 )j 压 缩 弹 性 力学 问题 的 罚 函 数 方法 

ЕЛУ BË Би ИУ МІМЕН ЕЛА TË P: 

по = | + етреау-| Гау- | T'was (1.4.51) 


ЖАЙА 1 个 积分 是 物体 的 应 变 能 。 为 将 它 分 为 偏 斜 应 变 能 和 体积 应 变 能 两 部 分 , 首 


Ы, (8,5,1) 


аа ro 站 
Pa oag - 
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先 将 应 力 和 应 变 分 为 各 自 的 两 部 分 ， 为 此 引信 
oo 二 mm l 
p= mo (8.5.2) 
Ер-- 6, +ë, + g, = m'E (8,5,3) 
其 中 ,二 是 平均 压 应 力 ,ev 是 体积 应变 ,因而 
т!--|111000) (8, 5, 4) 
Р Aley 之 间 存 在 下 述 弹性 关系 , 团 
ер =— 2. p =— Key -- КтТе (8.5.5) 
其 中 K 是 体积 模 量 。 它 和 弹性 模 景 ERMA” 2 | b; 3: Z = 1 
E 
一 34-29 (8,5,8) 
Е Ж A AREA E 8 和 偏 斜 应 变 向 量 e。 它 们 表示 为 ， 
$= отр та ВЕ 一 (一 全 全 ja (8.5.7) 
т т тї тт! 
теу = > e= (1- я je (8.5.8) 
SHe 之 间 存 在 如 下 关系 , 妈 
8 = ОС, = сег" )e GC ®т тт) (8.5.9) 
其 中 
га 
2 0 
2 
С, = 
1 
% 1 
1 
利用 以 上 各 式 , 可 得 弹性 应 变 能 表达 臣 为 
2644-- eT(S_ тр) = FCE — Зттое+ Ке: mm'e (8.5.10) 


Eski 9825 1 项 和 第 2 ИК ЛЯНЕ А ЛЕ, ГЕНЕ ЕВА m Си) 


中 的 应 EMET De 。 将 上 式 代 人 пука), 18 
2 


M,a) 一 |, Heet {a ‘一 mm ')e+ 5 Кет т те Jav – іг udV — ІШ 


(8.5.11) 
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对 上 武进 行 有 限 元 离散 ,并 取 竺 值 , 可 以 得 到 如 下 冻 式 的 有 限 元 求解 方程 
(K, + Ка = Ka = P (8, 5, 12) 

Не: 


K, = су), В! с 一 іт т" | вау 


к. КУ) В ттовду (8. 5. 13) 


方程 48.5. DA КНЕ КТИ 2 ЛИП 1 项 数量 级 之 比 为 
IK] К _E30 2) 21+») 


-.. 


К | G ЕУ) 30-2, 
ША, ›—0.5 Bf, оо. И До PRAE 2 ИТАК ЕНЕН. АЙЕ 


ЖК ИКЕ ЯН РК. 必须 是 奇异 的 。 这 样 才能 保证 — 0.5 НМ, ЕНЕ ЗЕ 
Ж. АА. 6.1 节 的 讨论 可 知 5 参 见 (4. 6.4) 式 和 (4 6. ОНЯ 

ЕҚ K. == М» no + d; (8.5.14) 
其 中 M > # 26 BJ Ë JU SY. n. 是 计算 K, 的 高 斯 积分 点 数 , d, E K, 中 被 积 函数 
в (ит! )B 中 的 独立 行 ( 列 ) 数 ,从 二 mmm” п] М, 4 二 1。 因 此 保证 K, 奇异 的 充分 条 件 


家 是 


M. n... < N (8.5. 15) 
AT N ERHI НЕ. BD EE E К АНК. 
59—771, А] {Ж МЕ Ж 5841 E ААО ШЕ КСК, БКА Еа, ВК Ж 
满 秩 的 。 共 必要 条 件 是 
Ме (na А + na * Ф) > М (8, 5.16) 
其 中 ma 大 计算 K, 的 高 斯 积分 点 数 , 它 可 以 不 同 于 т k EY T IR E (8. 5. 15) 式 和 


(В. 5. ORERE na na 可 以 选择 不 同 的 阶 次 。d: 是 K. 中 被 积 函 数 ВТ (С, еттт) в 


中 的 独立 行 ( 列 ) 数 .对 于 三 维 问题 ,中 一 5; 轴 对 称 问题 ,d) 二 3; 平 面 应 变 间 题 ,d) =2), 

为 选择 适合 于 涉 可 (或 接近 不 可 ) 寺 缩 弹 性 力学 问题 一 般 网 格 情况 的 单 完 形式 和 积分 
方案 ,KK 非 奇异 性 的 条 件 (8. 5.16) 式 ,可 用 类 似 于 图 4.7 所 示 的 方法 进行 检查 。 其 中 网 格 
上 只 给 予 必要 的 刚体 运动 约束 。 而 检查 K, 奇异 性 的 条 件 (8. 5. 15) 式 是 理 成 立 , 则 应 给 网 
格 加 以 可 能 遇 到 的 更 多 的 约束 ,例如 固定 网 格 边界 的 所 有 自由 度 。 用 以 替代 的 ,通常 采用 
一 种 简便 的 方法 慷 算 K, 的 奇异 性 。 图 8. 2 是 在 已 有 二 维 网 格 基 础 上 增加 一 个 单元 ,用 它 
可 以 秸 计 无 限 大 网 格 中 不 同 单元 和 积分 方案 的 K, 奇异 性 。 


Ж2А 专题 部 分 


LEJES 


(b) Ал (с) 8⁄4 (4) 9⁄4 


ғ-2 nd к-2 


(“нарға тылды К 的 积分 点 3 
6/1.4/1.,8/4,8/4 PARTER Ы W, ЛЪЖЕ K; ВУ ЖО) 
图 8.2 无 限 大 二 维 网 格 中 不 同 单元 和 积分 方案 的 K 奇异 性 指标 


图 8.2 中 二 p47nsa ,其 中 n 是 新 增 位 移 自 由 度数 (二 每 个 结 点 自由 度数 义 新 增 结 点 
ЖО) ,ns 是 新 增高 斯 积分 点 数 ( 对 于 现在 的 情况 ,n,; 即 K, 新 增加 的 秩 数 )。 比 值 7 可 以 作 
К, 奇异 性 指标 。 虽 然 一 1 可 以 在 无 限 大 网 格 条 件 下 对 K, 作出 是 奇异 性 的 估计 ,但 为 
了 使 网 格 不 是 无 限 大 时 K, 仍 保持 奇异 ,同时 为 了 使 求解 方程 (8. 5, 12) 式 的 解 保 持 和 良好 
的 精度 ,理想 的 单元 和 积分 方案 应 使 + 二 2~3。 因 此 建议 通常 情况 下 采用 图 8. 2 中 的 
(а) tb) 和 (d) ,市 坟 免 采用 (c)。 另 一 方面 ,为 保证 下 的 非 奇 异性 ,建议 在 计算 K, БИЛ 
用 精确 积分 , 即 对 于 (a) 中 的 6 结 点 单元 采用 3 或 4 点 的 Hammer 积分 ;对 于 (b) 中 的 4 结 
忆 单 元 末 用 2X2 的 高 斯 积分 ;对 于 (山中 的 9 结 点 单元 采用 3X3 的 高 斯 积分 。 上 述 K. 
ЖІК, 分 别 采 用 不 同 阶 的 积分 方案 称 为 选择 积分 方案 ， 

上 述 讨 论 的 原则 可 以 推广 应 用 于 三 维 的 不 可 (或 接近 不 可 ) 压 缩 的 弹性 力学 问题 ， 

还 应 指出 的 是 , 利 岂 轩 耳 数 原理 愉 能 分 析 接 近 不 可 压缩 的 暗 性 力学 问题 。 因 为 对 
于 党 全 不 可 压缩 (v==0.5) 的 情况 , 央 K= cc К = ос, Kf yE (8. 5. 12) 式 将 无 非 零 
解 , 因 此 只 能 在 保持 其 非 奇 异 的 条 件 下 取 接 近 于 0.5 的 v 值 求 得 近似 解 。 一 般 可 取 至 
v=0. 499 99, 


8.5.2 不 可 (或 接近 不 可 ) 压 缩 弹 性 力学 问题 的 混合 变 分 原理 
(8.5. 11) K BY OR BJ H. (mw) 中 的 第 2 项 体积 成 ие Кт тте 可 以 简化 表示 为 


>К. 如 果 再 利用 弹性 关系 (8. 5.5) 式 , 则 该 ие Жы 。 但 这 时 ,应 将 弹性 关 
系 作为 附加 条 件 引 入 泛 函 。 如 果 采 用 拉 格 朗 日 乘 子 法 , 则 可 得 到 以 下 的 修正 泛 函 


Пси. pA) =| [Gerfc ~ ттт + Др: Jav + 


Ге Ву - | fuv- | T'udS (8,5. 17) 
у у 8, 
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其 中 必 是 拉 格 朗 日 乘 子 。 5,59 中 以 得 到 p 十 2 二 0, 从 而 识别 
А=—р (8. 5. 18) 
代 回 原 式 ,可 以 建立 以 2 六 为 场 函数 的 泛 函 


[Leerfc ат e l lp _ 
Hu., p) =| .| се (с „тт je 5 к? реу Jay 
| Гау | Т*иа5 (8. 5. 19) 
y 5, 


其 实 , ARAA J B PE BE УНЕЛЕЛ НЕ Bš F ЖЕ Hi Ez ¿|N fu BË E ИН ЖП Ж ЯН ЛЕВ 
分 采用 HR EAER A РН. 
对 |: 式 进 行 有 限 元 离散 ,并 引入 
и = Ми" р = Nb (8. 5.20) 
其 中 М, ЯМ, ЕЕ АИА роо" НІМ 5} Ж] Ве лс BJ #& а tu ар ЕЛ 
а Ji]. ЕА Шар), EXT Пиш. ров н] ар КА Въ 


С K.. — К,, (е Ы 
| | | | Е | (8.5.21) 
-К!, —К,„,-\Ь -0 
其 中 ， 
= У), св (с. — т +m m! )BdV 
y 
=D] B'mN,dV 
V. 
= Dl, к NIN,dV 
P= 2 (мау | NITdS) 
从 58.5,21) 式 的 第 2 式 , 可 得 
b=—K, Ка (8.5. 22) 
将 上 式 代 回 (8.5.21) 的 第 1 式 . 则 得 到 
(K, + Ка = Ka = Р (8. 5. 23) 
HP.: 
K = K,, 
K: = ККК, (8.5.24) 


和 上 小 节 中 所 讨论 的 相同 ,如果 比较 K, HI K, 的 数量 级 ,将 得 到 相同 的 结论 , 即 


K| К - E/3(1 — 20) _ 2( I + v) 
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40.5, (K, | 下 | 一 。 因 此 ,和 上 小 节 讨论 的 相同 ,为 了 使 “0.5 情况 下 仍 能 
наз к.к 应 当 是 奇异 的 。 所 不 同 的 是 对 于 现在 的 情况 ,其 : 的 秩 不 是 由 高 斯 积分 点 
ЖОЛ Е Tae Н ЈЕ Д РИНЕ ЛЕ. Ила Е Л ш Р ШЕ. 

(8.5,20) 式 已 给 出 压力 p BJ [N is АЙ 

Ë = БА 
其 中 结 点 压力 向 量 有 如 下 两 种 定义 方法 : 

1. / b 格式 

此 格式 中 ,压力 结 操 定义 在 单元 内 部 ,例如 定义 在 高 斯 积分 点 。 车 以 定义 在 二 锥 四 边 
形 单 元 的 2 闪 2 丙 斯 积分 点 为 例 , 则 ， 

b |b, 5, b. b, 17 
№, -= (Мы Мы Мы Na] 
其 中 : 


Z 
| 
пари 
+ 

+ 


— n — -一 一 一 一 
| 十 

= | ЕС x ЕС 

— — „— — R. 


—  — м< 
„— 


= 
心 | 一 
- + 
| 
mm “|z лв “| 


= 7 

2) (1 

Ан. С-1.2,3, ОҢ P X 2X2 ЮНИОН Е JI IH М, (i 二 1,2,3,4) 是 与 其 
ин а 76 2X2 А АЕ, N, 仍 满足 插值 函数 的 基本 性 
И: 


N, (£ зл) — Š, SIN, = 1 (8. 5. 26) 
HEH p МЕ РАА ҚЫН ИШ ЯП ЕЛУ РА h ik By НА ЛУ Ж 
& K: = M + n, (8.5.27) 


AP n 是 单元 内 压力 结 点 的 数目 ,Mf 是 单 元 数 。 
为 使 KK; 保持 育 异 性 ,应 有 
M - n, < М, (8.5. 28) 
其 中 N, E K. 窍 阵 的 阶 数 , 即 系统 的 位 移 目 出 度数 。 
AFER u 和 pt 结 点 定义 于 单元 内 部 ) 两 个 场 摧 数 的 变 分 原理 所 建立 的 有 限 元 求解 
МА у wip 格式。 依循 和 神明 数 方 法 类 同 的 思 踏 ,通常 推荐 使 用 的 单元 仍 如 图 8, 2 
(а), Ж, ЕЕ ТА АЕ Е ЛАНИ, 


第 8 章 有 限 元 法 的 进一步 基 硬 约束 变 分 原理 


理论 上 可 以 证 明 前 小 节 讨 论 的 时 函数 方法 中 的 选择 积分 方案 和 这 里 讨论 的 uz p Ж 
式 是 等 效 的 。 现 对 此 进行 必要 的 曾 述 。 

前 小 节 中 , 当 从 求解 方程 (8.5.12) 式 解 出 系统 的 结 点 位移 a Еа RIT В. РА д, 
内 任 一 点 的 压力 pp。 当 然 , 也 可 以 计算 天 ,的 高 斯 积分 点 &, 处 的 压力 值 疡 (全 ) 。 

(Е) —— Ке (Е) -- КтТе(6,)-- КтТВ(Е Ya (8,5,29) 

式 中 ,是 高 斯 积分 点 的 自然 坐标 ， 

BFH u p 格式 中 求解 方程 (8.5.21) 碟 的 第 2 式 可 以 写成 

Кга--К,ь- 0 

即 


ТТ 1 1 ТЇ 
>), Мін BdVa 十 >), ENN,dVb = 0 
HA b АЛЕ л) b° АЕ НИ К А r, 


|, М, (m Ва + ылау = 0 (8.5.30) 


如 年 形成 上 式 时 ,高 斯 积分 点 就 取样 于 定义 压力 结 点 的 向 斯 积分 点 , 则 上 式 可 表示 为 
М E (т BCE Yo + ем, ЕБ), = 0 (8. 5.31) 


AF W, 是 积分 点 ,的 权 系 数 ， 
由 于 N, 具有 插值 函数 的 基本 性 质 , 即 
N, (Е) = 8, (8.5. 26) 
所 以 ,从 (8.5.31)7 式 可 以 得 到 
р 一 Кл! В(Е За“ (8, 5. 42) 
МОЕ Ж. ЖЕ АА u T Ps W r R ЕЛ Ла s Ë b. 就 是 高 斯 积分 点 ,处 的 压力 
pO ORAE., Xf EG. 5. 2934318. 5. 32) 式 就 可 得 到 选择 积分 方案 和 ur 户 格 式 的 等 效 
性 的 结论 。 
2. u/ p- 格式 
种 и/ РЖХЖЕНЕНЯХФЕЛ)р 的 结 点 选择 在 单元 边界 上 。 这 样 一 来 ,如 同 各 
单元 的 位 移 结 点 值 a 一样, 各 个 单元 的 压力 结 点 值 b 是 相互 关联 的 ,因而 可 以 得 到 在 单 
元 交界 面 上 连续 的 压 为 场 钞 数 。 在 此 情况 下 ,KK, 奇异 性 条 件 应 表示 为 
N, < N, (8.5, 33) 
其 中 N, fl N, 分 别 是 系统 的 奈 力 自由 度数 和 位 移 自 由 度数 。 
如 同 前 小 节 所 讨论 的 ,为 选择 合适 的 单元 形式 ,可 采用 在 已 有 网 格 基 础 上 增加 一 个 或 
着 两 个 单元 的 方法 ,对 K, 的 奇异 性 作出 估计 。 仍 以 二 维 网 格 为 例 , 类 似 图 8. 2, 在 图 8. 3 
中 给 出 ape СААН л АЈА ТЕЗЕК лл, Н п, 是 新 增 的 位 移 自 由 度 ， 
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(а) 6/5С (b) ВАС (есуас 
к=$ Р=6 к=8 


соп Ва MC DOS SR ДЕЛА 
图 8.3 无 限 大 一 维 格 式 中 不 同 и/ р-с 格式 单元 的 KK; 奇异 性 指标 


头 于 不 可 压缩 弹性 有 限 元 求解 方程 的 解法 ,由 于 完全 不 可 压缩 弹性 问题 ,2 一 0. 5, 
K 王 cc,(8,5.21}) 式 中 KK, 二 0, 此 时 求解 方程 应 表示 成 


К,, -Қ,, й гр 
іше ШЕН (8.5.34) 
— K, Ü) р Ü 


方程 (8. 5. 34) 式 肯定 不 能 直接 利用 高 斯 循序 消去 法 或 三 角 分 解法 求解 ,因为 其 中 k, EA 
弹 的 。 这 是 由 于 它 仅 代 表 偏 斜 应 变 能 项 ,在 末 引 人 体积 应 变 的 约束 之 前 ,不 能 由 它 单 独 决 
符 位 移 场 。 虽 然 可 以 改 用 主 匹 消去 法 求解 ,但 程序 执行 比较 麻烦 。 现 介绍 一 种 选 代 解 法 ， 


首先 在 上 式 第 2 式 的 两 端 加 上 一 [cy 项 ,这 样 一 来 ,上 式 成 为 


K -К,, a | Р 
L 
=} (6.5. 39) 
кт, т Н ЕА 


其 中 4 是 某 个 指定 带 数 ,通常 可 取 1 和 一 1 和 。 上 式 的 右 端 也 出 现 了 术 知 量 5, 可 以 采用 这 
代 法 求解 。 此 时 上 式 可 表示 成 


K.. — K, n+l P 71 

а 
S |a. беш 
Ke 6) P rau 


Жр оК ККК. ЖАҚ АА stn F 
е (К AGK oK) (P+ КЬ") 
p= p" — ÀGKI,a"” (8.5.37) 
(п--0,1,2.-") 
АА АТ, S Б°=0, МО КЖК ДАШКАН а ba b... ,直至 收 敏 。 第 1 z 
中 求 道 的 矩阵 和 《8. 5. 23) 式 中 的 Ki 十 KK 相当 ,是 非 奇 异 的 。 求 道 可 利用 循序 消去 法 或 三 
角 分 解法 进行 。 为 说 明 以 上 算法 的 概念 , 现 引 人 以 下 简单 算 例 。 


18.1 ЖЕРЕН 


| 2 21 [аз 11 
1 a= |a o 
— 1 0 b Ü 


现在 用 向 斯 衢 序 消去 法 求解 。 经 第 ] 次 消 元 后 ,得 到 


1 2 21 la; 11 
0 一 5 -4! || — 22 


上 式 中 第 2 行 主 元 为 零 ,无 法 进行 第 2 次 消 元 。 这 是 由 于 原 方程 (a) 式 的 系数 矩阵 的 二 阶 
主子 式 夺 于 零 的 结果 。 为 了 能 继续 消 元 ,并 为 了 保持 待 消 元 矩阵 的 对 称 性 ,可 采用 完全 的 
主 元 消去 法 ,即将 方程 (b) 式 的 第 2 行 和 第 3 行 及 第 2 列 和 第 3 列 对 换 , 得 到 


1 2 2) а 11 
0-4 —5 [ = |— 22 (с) 
0-65 0l |a 一 15 
再 进行 第 2 次 消 元 ,得 到 
1 2 2 Са, 11 
9-4 m ° а (d) 
‚ o |] | 9 
然后 回 代 并 得 到 最 后 的 解答 为 
а, = ] a, = 2 b = 3 
从 以 上 过 程 可 以 看 到 ,采用 主 元 消去 法 在 程序 实现 方面 比较 麻烦 ,特别 是 在 求解 大 型 
有 限 元 方程 时 更 为 明显 。 


现在 可 改 用 选 代 解 法 ,为 此 先 在 (a) 式 的 第 3 式 两 端 加 于 6 项 (4 是 基 个 常数 , 现 取 
4 二 一 1), 从 而 得 到 


: 2 21 KI 11 
2 1 —1| |a, | = 7 (е) 
-1 i N -% 
I Rata H 3 Y ЖАПЕ НЕЕ Ж. ТА ЕЗУ 
1 2 2 [а |" 1] 
: 4 一 1 а, | = 7 49 
—1 =] д 一 六 


HH n FE V Ж s n— 0. 1, 2, я ЖКААЖ ШТ: 


ЖЕЖ ЖЖ Уйа} а 
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аЛ! 1 2 4 i 上 | а 
二 二 в 
М iË К! L— 7 7) | — 1 
5 014711 - 27 
- ё" (E) 
Ë i | | 4 | Е 
p= b' + L2 -ge (h) 
tto 
即 
ат = lal — 2р") 
! 5 


а 一 Lah) 
41 


М-ы дат — aj 
现 设 疡 一 0, 按 Cg) 和 (bn) 式 依次 过 代 求解 ,由 得 到 


al = 11 а} = L Б = 3 
5 D 


(1) 
а = 1 аз = 2 P = 3 
从 以 上 结果 可 见 , 只 经 过 2 次 选 代 , 就 得 到 最 后 精确 的 结果 。 还 应 指出 选 代 求解 & 时 


的 求 北 运算 ,由 于 系数 矩阵 是 对 称 , 目 奇异 的 ,可 以 用 循序 消去 法 或 三 角 分 解法 进行 
8.6 小 结 


本 章 首 先 讨 论 了 两 种 将 场 变量 应 事先 满足 的 附 如 条 件 引 和 人 泾 果 ,使 在 附加 条 件 的 自 
然 恋 分 原理 罕 成 无 附加 条 件 的 约束 变 分 原理 的 方法 一 一 拉 格 半日 乘 子 法 及 罚 嫩 数 法 。 理 
解 和 掌握 各 下 的 原理 .方法 及 其 特点 对 于 进一步 的 数值 分 析 工 作 基 十 分 重要 的 。 

应 用 约 划 变 分 原理 ,具体 是 利用 拉 格 前 日 乘 子 法 ,从 最 小 位 能 原理 或 最 小 祭 能 源 理 出 
оН УА ОА ЗИ М Hellinger-Reissner 蛮 分 原理 ,为 有 限 元 分 析 建 立 
了 蝎 宽 广 的 理论 基 砧 。 在 实际 工作 中 ,还 串 能 建立 其 他 形式 的 广义 变 分 原理 。 基 于 各 类 
广 尽 变 分 原理 的 有 限 元 法 的 共 问 特点 是 都 包含 两 个 或 两 个 以 上 的 场 变 量 , 可 以 统称 为 混 
合 有 限 元 法 。 

问 样 ,应 用 约束 变 分 原理 ,可 以 放松 有 限 元 在 变 界 面 上 的 连续 条 件 , 进 而 建立 引 和 人 在 
ҢА ЗЕ WL Т лк Ж ШЖ ФУ Б {ЖЕЕ ЛЕЛИ pH. (59.4 和 节 建 立 的 几 种 形式 的 履 正 位 能 原理 
及 修正 余 能 原理 是 这 类 变 分 原理 的 代表 性 实例 。 它们 的 共同 特点 是 除了 在 单元 内 部 定 立 
的 场 变 量 调 外 ,还 包含 了 在 单元 交界 面 上 定义 的 场 变 量 。 基 于 修正 变 分 原理 的 有 限 元 法 
统称 为 杂交 有 限 元 法 ， 


Еф “有限 元 法 的 进一步 基础 一 -约束 变 分 原理 0 


Зер ЕГАР МИЕ И ЕТАЖ ЛЕН, ДНЕВ ЗЕЕ 
В ИЛЕН ТЕЙ 255 A ПУ ДЖЕ Е ЕЗЕК А ЕЖ МЕНІ ДІР, АВА НІК 
的 广义 变 分 原理 。 因 此 上 述 两 类 变 分 原理 及 相应 的 随 类 有 限 匹 法 的 理论 和 方法 在 有 限 元 
法 的 发 展 这 程 中 占有 重要 地 人 在。 本 章 最 后 讨论 的 不 可 (或 接近 不 可 ) 不 缩 弹 性 力学 问题 有 
限 元 分 析 方 法 正 是 约束 变 分 原理 和 方法 的 一 个 应 用 实例 。 而 且 其 中 所 涉及 一 些 问题 , 例 
如 有 限 元 求解 方程 的 系数 矩阵 中 与 约束 条 件 相 关 部 分 奇异 性 的 保持 ,混合 有 限 元 法 求解 
方程 的 解法 等 对 于 基于 约束 变 分 原 埋 的 其 他 问题 的 有 限 元 分 析 具 有 普遍 的 意义 。 在 本 书 
以 后 有 关 各 章 中 将 对 它们 作 进 一 步 的 讨论 . 


关键 概念 

约束 灾 分 原理 附加 约 来 条 件 БЕ 
ЕСЕ; Ж НМБ Н-Е 变 分 原理 
混合 有 限 元 法 МЕТ ЯДА 杂交 有 限 元 法 
1% к S AÉ 体积 应 变 能 选择 积分 

u/ 方 格 式 н/р-с 格式 

复习 题 


81 什么 是 约束 变 分 原理 ? 用 什么 方法 使 有 附加 级 东 条 件 的 变 分 原理 转换 成 无 附 
如 约束 条 件 的 变 分 原理 ? 

8.2 ТАЛЛ Н? ЗР ЕКЕ. 

8.3 AARAA RHET? ИТЕ АЕР РИ РЕ? Еп ЯЕ, 
用 什么 方法 ? 

84 拉 格 天 日 乘 子 法 所 导致 的 求解 方程 有 什么 特点 ”此 法 对 泛 函 的 性 质 带 来 什么 
变化 ? 

8.5 什么 是 罚 明 数 法 ? ЖИН ЕЛ ЖЕ ЕЕ. 

86 站 冰 数 法 所 导致 的 求解 方程 有 什么 特点 ? 它 的 系数 矩阵 应 具有 什么 性 质 ? 为 
tA? 

8.7 如 何 合理 地 选择 噶 参 数 的 大 小 ? 

88 什么 是 H-W 变 分 原理 ? 它 和 最 小 位 能 原理 的 区 别 何在 ? 必 有 上 几 不 场 变量 ? 
用 于 有 限 元 分 析 时 在 单元 奖 举 面 上 应 各 自满 足 什 么 连续 性 要 求 ? 

8.9 什么 是 H-R 变 分 原理 ? 它 和 最 小 位 能 原理 ,最 小 余 能 原理 以 及 H-W 变 分 原理 
的 区 别 何 在 ? НЛ. EE? 用 于 有 限 元 分 析 时 在 单元 交界 面 上 应 各 自满 足 什么 连续 
Е ЖІ? 


.. 299 


30 .. 


TIR 专题 评分 


8.10 能 否 从 泛 函 的 具体 表达 式 判 别 泛 冶 是 吾 具 有 极 伞 性 ?并 用 上 述 几 种 变 分 原理 
具体 说 明 。 

81 如 果 场 函数 事先 末 满 足 单元 交界 而 上 的 连续 条 件 ,如 和 何 修正 活 画 ? 并 以 位 移 
的 连续 条 件 和 应 力 的 连续 条 件 具 体 说 明 。 

8.12 为 什么 通常 的 位 稀有 限 元 法 不 能 用 于 求解 不 可 还 缩 弹 性 力学 问题 ? 

8.13 什么 是 求解 不 可 压缩 弹性 力学 问题 的 罚 函 数 法 ? 如 何 建立 该 解法 的 有 限 元 求 
解 方程 ”能 否 用 罚 函 数 法 求解 完全 不 可 压缩 弹 性 力学 问题 并 得 到 精确 解 ? 为 什么 ? 

8.14 让 图 数 法 求解 不 是 于 弟 弹 性 力学 问题 时 的 有 限 元 方程 系数 矩阵 应 具有 什么 性 
Л? 如 何 保证 它 具 有 这 样 的 性 质 ? 

8.15 计 么 是 求解 不 可 压缩 弹性 力学 问题 的 и/ р Кирос МА? 如 何 建立 ? 

8.16 ир нер-се 格式 中 如 何 选 拌 合理 的 单元 形式 以 保证 求 得 问题 的 合理 
Ж? 

817 ЖШІИРАЯНҒЕҒи/р АЦ РЕ 9832; Pt 3 2⁄2 69) ? 

8.18 HEH up 格式 或 wip-e 格式 求解 完全 不 可 压缩 弹性 力学 问题 ? 它 的 有 限 元 
求解 方程 有 什么 特点 ?用 什么 解法 比较 有 效 ? 


练习 题 


81 用 直接 代入 法 各 拉 格 朗 日 乘 子 法 求解 函数 ,x 二 4 十 6xry 十 5y* 在 约束 条 件 : 
27 十 3 一 8 下 的 极 值 问题 。 并 检查 采用 拉 格 朗 上 乘 子 法 时 修正 函数 > 或 ** 是 否 仍 保持 
极 值 性 ， 

8.2 用 条 函数 法 求解 题 8. 1 ще. 

а) 比较 罚 参 数 a 采用 不 同 数 值 时 对 极 值 点 位 置 和 函数 极 值 的 影响 ， 

(2) 研究 求解 方程 的 系数 短 阵 中 与 罚 参 数 a 的 相关 部 分 是 和 否 保 持 奇 异性 对 解 的 
影响 ， 


83 例 1.3 问题 的 方程 是 人 十 十 < 二 0, 边 界 条 件 是 ;在 一 0 处 ,u=0; 在 < 二 1 处 


и, ШНЕЛЛ В. ЧЖУ =a аз ет ЖЫ, tj F S BH 
НАТ ЕР 067 同时 解 出 待定 参数 os ,al ,a* 和 拉 格 朗 日 乘 子 的 数值 ;并 算出 在 x 二 


0.0. 25,0, 5,0, 75,1. 0 的 函数 信和 精确 解 {4 二 于 芒 一 z) 相 比较 (参见 表 1.1)， 


апі 
8.4 АИВ НЖЕРБЕИЕЛ ЭР АЛЕ Е Н Е Н, Ж 

一 步 解 出 参数 A sl 和 2 ;并 和 上 是 结果 相 ВЖ. 
8.5 HIRA ERES з HERAA ККНИЕО ,10,100,1 000, - 


PEE 有 限 天 法 的 进一步 基础 一 的 来 变 分 原理 ащ, 


К ЖЕ. 
86 例 1.7 中 已 建立 了 对 应 于 二 维稳 态 热传导 问题 的 自然 变 分 原理 。 其 中 场 变量 


4 已 事先 满足 了 附加 约束 条 件 :9: 一 35 q = 35。 如 附加 条 件 未 事先 满足 , 试 应 用 约束 变 


分 原理 建立 场 变 量 为 $,g, ,9, 的 修正 变 分 原理 。 

8.7 识别 上 题 中 拉 格 半日 乘 子 的 意义 ,并 将 它 从 修正 证 函 中 消去 ,建立 只 包含 场 函 
Ж о. 0 的 活 函 。 并 导出 相应 的 有 限 元 求解 方程 ,和 确定 各 个 场 变量 在 单元 交界 面 上 
的 连续 性 要 求 。 

88 从 上 题 最 后 所 得 到 的 修正 证 画 中 进一步 消去 场 变量 风 和 引 人 场 冰 数 g- На, 
应 事先 满足 的 附 如 条 件 yr H tu Sp 2. Mo, 的 自然 变 分 原理 。 

8.9 将 题 8,6,8.7,8.8 所 建立 的 变 分 原理 及 相应 泛 函 和 弹性 力学 的 Н-У,Н-Е» 
最 小 余 能 原理 相 比 较 ,识别 它 们 之 间 的 对 应 关系 。 

8.10 由 虚 应 力 原 理 出 发 推导 最 小 余 能 原理 , H-R 变 分 原理 ,HH-W 变 分 原理 和 最 小 
位 能 原理 ,说 明 各 个 变 分 原理 的 驻 值 条 忻 ( 即 欧 拉 方 程 ) 和 附加 条 件 ， 

8.11 修改 第 7 章 所 给 出 的 教学 程序 FEATP, 以 适合 平面 应 变 不 可 压缩 弹性 问题 
ЖТТ. 

8.12 边 长 为 i 厚度 为 1 的 正四 边 形 处 于 平面 应 变 条 件 ,2 个 侧面 和 底面 法 向 位 移 
受到 限制 ,项 中 点 受 集中 力 卫 作用 ,如 图 8.4 所 示 。 材 料 为 不 可 压缩 弹性 。 利 用 上 题 中 
已 修改 的 程序 ,分 别 采用 图 8, 2(b) 和 和 (Cd) 所 示 单 元 进行 有 限 元 分 析 。 比 较 不 同 网 格 划 分 
和 + 不 同 取 值 对 结果 的 影响 ， 


第 9 章 杆 件 结构 力学 问题 


жазы 


。 结构 单元 ( 杆 - 梁 单元 及 扳 亮 单元) 的 几何 特点 .力学 假设 和 在 有 限 元 分 析 中 可 能 
亩 到 的 困难 及 解决 方案 。 

` 经 典 梁 单元 和 Timoshenko 粱 单元 在 力学 假设 上 和 有 限 元 分 析 中 的 相同 点 和 不 
同 点 ;有 限 元 分 析 中 Timoshenko 梁 单 元 刚度 上 抠 阵 的 特性 和 悍 证 其 有 正确 解答 的 
数值 方案 。 

。 平面 村 人 忻 系 统 和 空间 村 件 系 统 中 单元 矩阵 在 局 部 坐标 系 内 的 组 会 ,和 向 总 体 坐 标 
系 的 转换 。 


91 结构 单元 概论 


结构 单元 是 杆 - 梁 单元 和 板 充 单元 的 总 称 , 杆 件 和 版 充 在 工程 中 有 广泛 的 应 用 ,它们 
的 力学 分 析 属 于 结构 力学 范畴 .我们 知道 ,对 于 一 般 儿 人 形状 的 三 维 结 购 或 构件 ,即使 限 
于 弹性 分 析 ,站 获得 它 的 解析 解 也 是 很 国难 的。 而 对 于 村 件 或 板 沈 ,由 于 它们 在 几何 二 分 
别 具 有 两 个 方向 和 一 个 方 问 的 斥 度 比 其 他 方面 小 得 多 的 特点 ,在 分 析 中 可 以 在 其 变形 和 
应 力 方面 引 人 一 定 的 假设 ,使 杆 件 和 板 这 分 别 简 化 为 一 维 问题 和 二 维 问题 ,从 而 方 使 问题 
的 求解 。 这 种 引 人 一 定 的 假 没 ,使 一 些 典型 构件 的 力学 分 析 成 为 实际 可 能 ,是 结构 力学 的 
基本 特点 。 但 是 即使 如 此 ,对 于 杆 件 和 板 充 组 成 的 结构 系统 ,特别 是 它们 在 一 般 载 荷 条 件 
的 作用 下 ,解析 求解 仍然 存在 困难 ,因此 在 有 限 元 方法 开始 成 功 地 应 用 于 弹性 力学 的 平面 
问题 和 空间 问题 只 后 ,很 目 然 地 ,人 们 将 杆 件 和 板 元 问题 的 求解 作为 它 的 一 个 重要 发 展 
目标 ， 

从 前 面 几 童 已 经 知道 ,有 限 元 方法 用 于 二 维 , 三 维 连 续 体 ,特别 是 它们 的 线性 分 析 ,已 
经 发 展 得 相当 成 熟 。 从 原则 上 说 ;我们 也 可 以 利用 二 维 .三维 实 体 单 元 分 析 杆 件 和 板 壳 结 
构 间 题 , 并 可 以 吉 免 引 人 人 结构 力 党 的 阐 化 。 但 是 这 样 做 在 实际 分 析 中 将 直到 困难 ,这 是 由 
于 在 用 实体 单元 对 结构 进行 离散 时 ,如 果 网 格 适 应 结构 的 几何 特点 , 即 单元 的 两 个 方向 或 
一 个 方向 比 其 他 方向 小 得 多 ,这 将 使 单元 不 同方 向 的 刚度 系数 相差 过 大 ,从 而 导致 求解 方 
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程 的 病态 或 奇异 ,最 后 将 使 解 可 失 精 度 或 根本 和 失败。 反之 ,为 避免 上 述 问题 ,保持 单元 在 
各 个 方 同 尺度 相近 ,将 导致 单 元 总 数 过 分 唐 大 ,而 使 实际 分 析 序 法 进行 。 下 面 可 以 引入 一 
个 简单 的 算 例 ,以 加 深 对 此 困难 的 理解 ,并 引出 克服 此 困难 的 可 能 途径 。 

图 9. 1 所 示 是 一 由 三 个 弹簧 单元 组 成 的 系统 。 单元 刚度 为 K = K, =100 000, K, =1, 
直接 施加 于 结 点 的 轴 向 力 是 Р. = P, =1, P, 一 0。 利 用 5 位 有 效 数 字 的 算法 求解 结 点 位 移 


Hi sto v His о 


нң ta И 


图 9.1 弹簧 单元 组 成 的 系统 


系统 的 平衡 方程 式 是 Ки=Р,[ 


K, — К, OF [и Р, 
—К, K+K; с i Р, (9.1.1) 
0 - К К. + Ку las Р, 
РА л: ВИ ВЕ НИВА Ра ОКС ИНК А, ИН 
100 000 — 100 000 ОЛ l 1.0 
— 100 000 200 000 —100 на 四 一 ° ° (9,1,2) 
0 — 100 000 100 0001 |, 1.0 
用 高 斯 消去 法 求解 ,经 消去 后 上 式 成 为 
100 000 — 100 000 07 lu, 1,0 
0 100 000 — 100 mm ug | 一 ч (9,1,3) 
0 0 ol |z 2.0 


由 于 三 角 化 系数 矩阵 的 第 3 个 主 元 等 于 零 ,所 以 无 法 回 代 求 出 解答 Вр Ak h. НЕН 
黔 是 由 于 各 个 弹 复 刚度 相差 过 大 ,超过 了 算法 的 有 效 位 数 。 克服 此 问题 的 最 简单 的 方法 
是 来 用 有 更 多 有 效 位 数 的 算法 ,例如 改 用 双 精 度 的 算法 或 改 用 有 更 多 有 效 位 的 计算 入， 
现 假设 求解 已 改 用 6 位 以 上 有 效 数字 的 算法 , 则 (9. 1. 2? 式 和 (9.1. 3) 式 系数 矩阵 的 第 3 
个 主 元 将 分 别 是 100 001 和 1.0。 这 样 一 来 ,继续 进行 回 代 , 就 可 得 到 精确 的 答案 。 它 
ПЖ: 
“и = 2. 000 02, и = 2.000 01, H, = 2. 000 00 (9. 1.4) 
但 应 指出 ,上 述 改 用 有 更 多 有 效 位 数 的 算法 ,常常 是 不 经 济 或 是 做 不 到 的 ,因此 应 在 
改进 数学 模 型 或 数值 分 析 方法 上 寻找 克服 上 述 困难 的 方法 。 对 此 可 以 引出 以 下 两 种 
方法 ， 


第 篇 专题 部 分 


1. 主 从 自由 度 (tmaster-slave degrees of freedom} 方 法 
分 析 弹 得 系统 的 物性 特点 ,由 于 K, = K, >>> K; ,可 以 近似 地 认为 
ну = в = Hi; (9. 1.5} 
即 认 为 шы EARR u Па ЖАНИЯ, RER RRHH 3 建立 平衡 方程 (将 
m =u =u Ñ] Р,=Р,=1,Р,=0,{% K (9. 1. 1) 式 ,并 将 3 式 相 加 ), 于 是 得 到 
Куш, = Р, + P. (9. 1.6) 
将 上 基体 数 值 代 人 人 ,从 上 式 得 到 4 二 2.0, 再 根据 主 从 自由 度假 设 (9. 1.5) 式 ,就 得 到 系统 的 
管 案 为 
нү = u; = ну = 2,0 
和 (9.1.4) 式 给 出 的 精确 解 比较 , 主 从 自由 度 方法 给 出 的 解答 是 近似 的 。 但 是 此 近似 解 仍 
然 基 本 上 预测 了 系统 的 山 应 ,误差 是 可 以 扰 略 的 ;而 计算 效率 的 提高 是 显著 的 。 
2 АНН F (relative degrees of freedom) 方 法 
在 相对 日 由 度 方 法 中 ,引入 Жа Ме Па Z BJ АНУ A 和 as EDA A, А. 
和 ws AA G BE tw н; 和 us 对 系统 求解 。 邯 仿 
му = и F А, н» = на А; 
用 矩阵 表示 ,有 以 下 关系 式 
1 1 1 
0 ü 1 Н» 


HERRA LDA JE T 前 乘 方 程 两 端 , 即 得 以 相对 自由 度 表 示 的 求解 方 


А, | 
А; 


Ha 


А, 


= [T] А, (0.1.7) 


ы; 


程 是 
К 0 9Лл(А Р, 
O К. 0 А» | = Р, 
0 0 Ка P + P. 


将 具体 数据 代入 , 即 可 得 到 解答 为 
А, = 0,000 01 › == 0.00001 и = 2.0 
在 5 位 有 效 数字 的 条 件 下 ,可 以 进一步 算出 实际 位 移 的 近 伺 解答 为 
и = 2.0000 и; = 2,0000 w= 2.0 

从 以 上 简单 算 例 的 讨论 得 到 局 示 , 对 于 结构 力学 有 限 元 分 析 , 也 可 以 采用 基于 上 上 述 两 
种 方法 的 原理 ,构造 适合 杆 件 和 徐 过 分析 的 单元 ;以 避免 刚度 系数 之 间 相 差 过 大 而 造成 的 
PUE НЕ. 

(1) Ж T + M. F H ЛЕНЕ pu RIO а. КЛЕЙ 5 Р BH БИЕ ЯДЫ 55 BB 
论 所 引入 的 变形 方面 的 基本 假设 实际 上 正 是 应 用 了 主 从 自由 度 的 原理 ,将 问题 归结 为 求 
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解 中 而 位移 函数 ( 主 自由 度 》, 而 中 面 以 外 和 企 一 点 的 位 移 ( 从 自由 度 ) 都 可 以 通过 中 面 位 移 
来 表示 。 央 此 也 可 以 说 基于 潜 弯 曲 理论 和 板 壳 理 论 构 造 的 梁 单 苑 和 板 元 单 邢 是 采用 了 主 
从 自由 度 的 原理 ;正如 前 述 简 例 中 ,忽略 ou P o 之 间 的 差别 ,而 统一 用 u; ЖАЛЫ, 
从 此 还 可 以 认识 到 ,利用 梁 单 元 和 板 过 单元 去 离散 村 系 或 板 过 结构 ,不 仅 是 为 了 减少 求解 
方程 的 自由 度 ,从 而 降低 计算 费用 。 更 为 重要 的 是 为 了 克服 由 于 求解 方程 刚度 系数 癌 的 
巨 夫 差别 而 引起 的 数值 上 的 困难 ， 

还 应 指出 的 是 ,由 于 经 典 庚 和 梳 元 理论 中 应 用 了 中 面 的 法 线 在 变形 后 仍 保 持 和 中 面 
ДЕҢ ЕИ ТЕ 619 (Вр Kirchhoff 假设 } ,因此 对 于 基于 此 理论 建立 的 梁 单 元 和 板 壳 单元 ， 
在 单元 交界 面 上 提出 了 变形 前 的 法 线 在 变形 后 保持 连续 的 要 求 。 我 们 知道 ,在 经 典 举 弯 
ЕЕЕ ЖӘНЕН ,法 线 的 转动 是 由 挠 度 的 导数 表示 的 ,因此 要 求 单元 交手 面 的 法 线 变 
形 且 保持 连续 , 实 昧 上 就 是 要 求 抗 度 的 一 阶 导 数 保 持 连 续 ( 这 表现 在 梁 和 板 壳 的 能 量 证 Б 
TERIEN NE. 这 样 一 来 , 梁 , 板 学 单元 在 单元 交界 面 应 满足 C, 连续 性 ,这 和 和 
二 维 , 三 维 单 元 在 单元 交界 面 上 只 要 求 满足 С, 连续 性 是 有 重要 区 别 的 。 满 足 C, 连续 性 
对 单元 的 构造 带 来 不 小 的 困难 ,也 可 以 说 提出 … 种 挑战 。 它 吸引 了 众多 的 有 限 元 工作 者 
从 事 这 类 单元 的 研究 ,导致 了 各 种 不 同类 型 单元 竞相 出 现 的 局 面 。 当 然 , 作 为 以 教材 为 主 
的 本 书 , 在 今后 有 关 各 章 中 只 能 讨论 在 实际 应 内 中 比较 成 熟 , 比 较 普 裔 的 代表 性 单元 ， 

(2) 基于 相对 日 由 上 度 原 理 的 染 单 元 和 板 壳 单 乒 。 这 类 单元 本 质 上 就 是 二 维 .三 维 实 
体 单元 ， 人 
设 星 两 个 结 点 。 其 中 一 个 结 点 的 和 白 出 度 仍 保持 为 原来 意义 上 自由 度 ( 如 前 述 简 例 中 的 
и АА Н Н у RES АНЕ САВТИ h ñj A, ПА), Ж 
RUBI P RI LAISIA ЛЫ ЖАА ЕХ Pa, S [K š pu PL B R 8 ОНА ЧОН Н, Bü 
可 得 到 新 的 包含 相对 自由 度 系统 的 求解 方程 ,从 面 避 免 系 数 和 矩阵 出 现 病态 或 奇异 而 带 来 
的 困难 。 因 为 这 种 单元 只 是 原来 的 实体 单元 引信 简 单 的 自由 度 变 换 而 得 到 ,所 以 仍 是 С, 
弄 单 元 ,好 在 单元 交界 面 上 以 只 要 求 保持 С, 连续 性 。 这 种 单元 相对 于 基于 深 , 板 过 理论 
的 单元 还 有 表达 格式 简单 等 优点 ,我 们 准备 在 板 沈 单元 的 讨论 中 加 以 简要 的 介绍 。 

本 章 讨 论 杆 符 单 元 和 由 它们 组 成 的 平面 和 空间 杆 件 系 统 。 杆 件 从 档 造 上 说 是 长 度 远 
大 于 其 截面 尺寸 的 一 维 构件 。 在 结构 力学 中 常常 将 承受 轴 力 或 扭矩 的 杆 件 称 为 杆 ,而 将 
水 受 模 向 力 和 弯 类 的 杆 件 称 为 轩 。 在 有 限 元 方法 中 将 上 述 两 种 情况 的 单元 分 别称 为 杆 单 
元 和 深 单元 。 由 于 在 由 村 件 组 成 的 实际 工程 结构 中 , 同 -… 构 件 上 ,上 述 几 种 受 力 状态 往往 
同时 存在 ,为 方便 起 见 ,常常 仍 统 称 之 为 杆 单元 。 尽 管 如 此 ,只 承受 轴 力 和 扭矩 的 杆 单元 
和 只 匡 受 横向 力 及 弯 垂 的 染 单 元 在 单元 构造 上 仍 有 重要 的 差别 , 即 它们 分 属 С, 型 单元 和 
С, 型 单元 ,前 者 可 以 看 成 第 3 章 一 维 拉 格 良 日 章 元 的 一 种 应 和 州 ,本 童 只 作 简 单 的 讨论 。 
后 音 在 采用 经 典 梁 本 曲 理 论 的 情况 下 ,可 以 看 成 是 第 3 章 一 维 Hermite 单元 的 一 种 应 用 。 
但 在 考虑 横向 前 切 变形 影响 的 情况 下 ,也 能 够 构造 出 一 种 C, 型 单元 ,并 由 之 引入 了 一 些 
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新 的 概念 和 方法 ,对 于 以 后 板 壳 的 讨论 也 很 有 用 ,因此 本 章 需 要 做 较 详 细 的 讨论 ， 

正如 在 上 面 已 提 到 的 ,在 由 杆 件 组 成 的 平面 或 空间 的 杆 件 系统 中 ,通常 每 一 杆 件 同时 
对 受 轴 力 .扭矩 ,横向 力 及 弯 和 矩 的 共同 作用 ,同时 杆 件 的 回 线 方向 也 是 相互 交 辅 的 ,因此 要 
对 杆 件 系统 进行 分 析 , 则 涉及 杆 单 元 和 梁 单 元 在 同一 个 构件 中 的 组 全 ,以 及 单元 矩阵 从 局 
部 坐标 到 甩 体 坐标 的 转换 和 单元 矩阵 在 总 体 坐 标 中 的 集成 。 这 是 杆 件 系统 有 限 元 分 析 的 
两 个 重要 问题 ,也 是 本 半 内 容 的 男 一 青 扎 。 


92 等 截面 直 杆 - 梁 单 元 


921 轴 力 杆 单 元 


承受 轴 向 载荷 的 等 截面 直 杆 如 图 9.2 所 示 , 其 中 了 (x) 是 轴 向 的 分 布 载荷 (例如 重力 ， 
离心 力 等 ), Pi ,Ps,…,P,,… 是 轴 间 的 集中 载荷 。 对 此 杆 件 进行 应 力 和 变形 分 析 时 ,可 以 
假定 应 力 在 截面 上 均匀 分 布 ,原来 至 和 直 于 轴线 的 截面 变形 后 仍 保持 和 轴线 垂直 ,因此 问题 
可 以 简化 为 一 维 问题 。 如 以 位 移 为 基本 未 知 量 , 则 问题 归结 为 求解 轴 向 位 移 函 数 uz), 


图 9.2 党 轴 呵 载 殴 作用 的 等 截面 直 持 


从 上 迹 基 本 假 变 出 发 ,可 以 导出 了 受 轴 问 载荷 等 截面 直 杆 的 基本 方程 如 下 ， 


_ du 
Л Ж SA = у (9.2.10 
应 力 应 变 关系 о. = Ее, = ЕЧ (9. 2. 2) 
平衡 方程 F(A) = а) (9.2.3) 
= ди 
或 АЕ 了 Ға 
端 部 条 人 性 и=и 《 端 部 给 定位 移 ) (9.2.4) 
Ас, =Р ОШ АЕ fel) (9,2,5) 


和 上 述 方程 相等 效 , 可 以 将 问题 转换 为 求解 汉 函 П, OO BRANE., н Н] Ж 


达 为 
КА (дих i 
П,(и) = Í {у dz ~ f fude — Р, (9. 2.6) 


式 中 і 是 杆 件 长 度 ,A ЖЕШ, и зи с ЕЕ НЕ 了 人 一 2 作用 点 Tj 的 位 
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移 。 其 实 集中 载荷 Р, 也 可 以 看 作 是 包 合 在 分 布 载荷 Frzy 中 的 特殊 情况 ,为 讨论 方便 起 
风 ,以 后 就 不 单独 列 出 。 在 以 后 讨论 其 他 杆 单 抱 时 ,也 作 亚 处 理 。 


i: 4-н 
图 9.3 2 铺 点 杆 单元 
在 用 布 眼 元 方法 灶 上 述 杆 件 进 行 僵 析 时 ,首先 用 铀 力 杆 单元 对 杆 忻 进行 离散 ,典型 的 


Н JJ FF SR G MIEL 9.3 所 示 。 每 个 结 点 了 只 有 一 个 位 移 参 数 zx, ,单元 内 位 移 sz) 可 以 利用 
3. 2 节 给 出 的 一 锥 拉 格 妆 日 插 信 多 项 式 道 过 结 点 位 移 и, 的 插值 表示 如 下 


и = X, N, (u, = Ма" (9.2.7) 
其 中 
М=[М, Ма нн N, | и“ = [ц Но е н, | 
лЕйл аа нала! 
£ = = 20-20) по = ЖЫ” (9. 2, 8) 
ГЕЛЕК, хе ажрата, есесі, N, 是 一 维 拉 格 朗 日 多 项 式 ， 
例如 : 
对 于 2 结 点 单元 N =O, мята (9.2.9) 


对 于 3 结 点 单元 м-аға-1). Мраз, N= КЕРИ (9.2. 10) 


将 (9. 2.7) 式 代 人 (9.2.6) 式 ,进一步 从 дп=0 可 以 得 到 有 限 元 求解 方程 为 
Ku = P (9.2.11) 
其 中 


К= ык P= Ур" u= Уы 
ам” /dN 1 2EA (м\т dN 
K= |ва (а) (a= (В) (е өсер 
ре =| N fada -| N: e ав (9. 2. 13) 


前 面 曾 指出 ,分 布 载荷 О ААА hatay. 但 是 在 实际 分 布 中 ,通常 在 集中 
载荷 作用 处 设置 结 点 ,这 时 集中 载荷 可 以 直接 施加 在 结 点 上 ,而 不 在 (9.2.13) 式 的 积分 中 
进行 计算 。 劳 外 可 以 指出 ,K' 通常 可 以 显 式 积分 出 具体 数值 ,而 不 必 采 用 数值 积分 。 例 


38... 分 — 


如 2 铺 点 单元 的 下 表示 式 如 下 | 
‚_ EA 1] —1 
K = ; Е 4 (9.2. 14) 
对 于 有 3 个 及 3 个 以 工 结 点 的 单 天 ,内 部 绪 点 目 由 度 可 以 在 单元 层 职 上 施法 掉 ,而 只 保持 端 
绪 点 月 由 度 参 加 系统 方程 购 集 成 ,以 所 高 计算 效率 。 
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受 扭 矩 作用 的 等 截面 直 杆 单元 和 受 轴 力 直 杆 单元 同属 一 维 C, 型 单元 。9. 2. 1 #8) 
名 个 方程 和 表达 式 , 只 要 各 个 变量 的 物理 意义 和 符号 用 扭转 问题 的 相应 量 和 符号 蔡 换 ,就 
可 以 用 于 现在 的 情况 。 现 再 表达 如 下 


LAKK а= (9.2.15) 
š 
. 49, 
应 力 应 变 关系 M=GJa= GJ За (9.2. 16} 
. 20 
平衡 方程 =G] d Z=m,(z) (9, 2.17) 
т dx 
端 部 条 件 0 = 0, ( 端 部 给 定 转角 ) 
(9. 2, 18) 


M=M (ааа) 
ВРО 是 截面 绕 杆 的 中 心 轴线 的 转角 ;a 是 截面 的 扭转 率 , 即 单位 长 度 的 转角 变化 ; M Ж 
扭矩 ;是 截面 的 扭转 惯性 抢 ,不 同 截面 形状 的 了 可 以 在 有 关 手 组 中 查 到 ;，z,(z) 是 外 加 
的 分 布 扭矩 。 通 常 тх) 036,0, 和 计 分 别 是 在 端 部 给 定 的 转 贡 和 扭矩 ,如 是 固定 端 , 则 
4. 一 0, 如 是 自由 端 , 则 闻 王 0。 
И ДУВЕ ЛЕ B НУ 05 РА n] АУ 
П.) = | та ЕЗ d.r ~ | 08,4 (9.2.19) 
Ф 918 pR X Tl А т. МЇ EF E ЕК S fr I) ае НЕН JJ FF 5 лс ЕСЕГІН 
„ро 2GJ /dN ам 
к=] l 


= т” 15/4 (9.2.20) 


В 2 


其 他 就 不 一 一 列 出 。 

需要 指出 的 是 : 以 上 列 出 的 扭转 方程 严格 地 说 只 适用 于 自由 扭转 情况 。 因 为 除 图 鹤 
щета ЕН ОРН REDERE. RTA., AAA RE. ОНЫН YG Z j 
限制 ,要 精确 分 析 此 种 情况 下 的 扭转 问题 ,需要 应 用 约束 所 转 理论 。 无疑 ,最 后 得 到 的 解 
管 将 和 自由 扭转 理论 的 结果 有 一 定 差别 。 因 为 应 用 约束 扭转 理论 将 使 问题 复杂 化 ,在 通 
常 的 有 限 元 分 析 中 仍 采 用 上 述 自 由 扭转 的 理论 。 还 应 指出 ,只 有 在 截面 有 两 个 对 称 轴 ( 例 
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ША ЛЕ .年 形 等 ) 的 情况 下 ,截面 才 是 绕 形 心 ( 即 杆 的 中 心 线 ) 转 动 的 。 这 在 以 后 讨论 空 
BFR Н J ,扭矩 . 弯 惩 共同 作用 时 ,注意 到 这 一 点 是 必要 的 ， 
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党 受 柑 向 载 敬 和 次 卸 作 用 的 等 截面 梁 如 图 9.4 所 示 , 其 中 gz) 是 横向 作用 的 分 布 载 
f, P. P. ;Mi 分 别 是 横向 集中 载荷 和 弯 矩 。 经 典 的 梁 弯 曲 理 论 中 ,假设 变形 
前 全 直 梁 中 心 线 的 截面 ,变形 后 仍 保持 为 平面 , 且 仍 垂直 于 中 心 线 。 从 而 使 浅 弯 曲 问 题 简 
化 为 一 维 问题 。 基 本 未 知 函 数 是 中 面 挠 度 函 数 wx)。 梁 弯曲 问题 的 基本 方程 可 表示 为 


几何 关系 k= 一 9 学 (9.2.21) 
AA 
Ё Ё 
应 力 应 变 美 系 М-Еік--ЕІ та (9.2.22) 
© 
平衡 方程 о-ви (9.2. 23) 
T Яғ 
4 
—©®=к%Ф=а‹л) (9.2.24) 
端 部 条 件 ш-ш сш 8 
或 w=w M=M (9,2,25) 
或 О-О М=М 


ДЕВА? к JÉ Se r ШЕЕ ИН 32 М ЖО терен Г.Е а лог 是 截面 
БИН w, 0, M,Q 分 别 是 在 端 部 给 定 的 挠 度 .转动 . 弯 第 和 前 力 。 当 它们 等 于 零 时 ， 
以 上 3 类 端 部 条 件 分 别 对 应 于 固 支 端 . 简 支 端 和 自由 端 . 

和 上 列 基 本 方程 相等 效 的 最 小 位 能 原理 是 以 下 泛 函 П, (uo) R bt |H 


I, (x) = | ТЦ 27) а | q(x rod 一 Х.Р, w, + Ума %) 


(9. 2. 26) 


图 3.4 ЖЕРЙ ние 38 8 e 
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8 М; 
N | 0 5 [г 
Mi wi wy Du 


x 


图 3.5 2A ARAN 


用 有 限 单元 法 分 析 梁 弯曲 问题 时 ,通常 采用 3.2 节 的 2 я Hermite 单元 [如 图 9.5 
ях), л БЕ ВЕРА w OKERRA F 


и: (Е) = но (ёш, + Ун (630, (9. 2.27) 
> 人 i 

wl) = У №, (а, = Ма" 
其 中 А 


М =| М М» М, М, | 


а [еа б u eF e- (92) а-а 


ND = Ну (£ = 1 — 3£° + 26" 
N, (£) = НСО) = (ë — 222 Е) 
NL (8) = НР (8) = 38° — 28: 

N. (£) = Ну? (6) = (8° — 82 31 


Е (0520821) 


ЖЕН ЕЕЕ ЕН L p| РЫ ЖЕ, АЛЕ И H, Ge) 8 , Ж П, =0, 可 以 得 到 有 
限 元 求解 方程 , 即 


Ka = P (9.2.28) 
其 中 


K=OK Р=УР а= Уа: 
12 6-12 6 
2 
K: -| EI (ENY (ËN) ag El г АР -6 22 


21547) Vde, | то g 12 —& (9.2.29) 
| 6 2P 61 ар 
1 т 
P = | Nede+ УМР, — У — з (9. 2. 30) 
Ü 1 n 


ERE > 和 >， ӘН ЖЖАИЕЯ ЕЕ ЛА S B E PREAS ERM. E 和 & 分 别 是 
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ETERS AREH. ТЗН ЛО ТИТ 558 ЯА А] ТЕ ВЕТ, ТЕ rh ЖЛЕ 
Ам л, АТ РАНГ АИ РАА. АН-ЖР ФАЗЛ g 的 
ЖЕН. HTA AHS 2 АГН 


р" = 46 16-4 (9.2.31) 


924 考虑 剪 切 变形 的 梁 单 元 


以 上 讨论 的 梁 单 元 基于 变形 前 乱 让 于 中 曾 的 蕉 面 变形 后 仍 保持 垂直 的 Kirchhoff f 
设 。 遂 常 所 述 的 梁 单 元 , 即 是 指 这 种 单元 。 它 在 实际 中 
得 到 广泛 的 应 用 ,一 般 情况 下 也 能 得 到 满意 的 结果 
是 应 该 指出 , 它 是 以 深 的 高 度 远 小 于 跨度 为 条 件 的 。 因 
为 只 有 在 此 条 件 下 , 才能 忽略 横向 前 切 变形 的 影响 。 但 
是 在 工程 实际 中 .也 常常 会 遇 到 需要 考虑 横向 剪 切 变形 
影响 的 情况 。 例 如 高 度 作 对 跨度 不 太 小 的 高 梁 即 属 此 情 
б. ЖЕРК ВИЛ) ОЛЕИН ЖЕНЕ 
ИЕЫ ИЕЛ. ЭЕ Ж ЖЕ Eí + rh ШП ЖЩ ЗУ E E Á Bš 
At ARA B Z t SU. Нажал 896 包括 剪 切 影响 的 
Timoshenko 粱 弯曲 理论 中 , 仍 假设 原 米 垂直 于 中 面 的 堆 ЖЕУ ЛЕНА 
ЗЕ F {ЛЕ КШ. ЖЕШИНЕ. EER О ЛОВ 9.6 як. 

图 中 y ERREA АГА ЖЕТПЕЙ) КУЗЕ ЈЕВ АЭС з, В 


(9.2.32) 


其 中 0 是 截面 的 转动 。 在 经 奥 的 梁 灾 明理 论 中 ,忽略 前 切 应变 , 即 认为 У=0, ИЩ 2 — 8, 


即 截面 的 转动 等 于 挠 度 曲线 切线 的 斜率 ,从 而 使 截击 保持 和 中 面 牌 直 。 
在 现在 的 情况 下 , 菜 的 曲率 变化 <“ 按 见 何 学 定义 仍 表示 为 


к=—% (9.2.33) 
Делай iE, 
ТЕ ВИ TE JE B) B АД ла Е И [B] ER Ве МУ ДЕШЕ ОЕ ЖП] Зеле Эу 
П, = | T Ele dx +| + l уБ y'de— | меди ~ УР + Ума, (9. 2, 34) 


АРАЕЖНИИКЕНТЕ, ШПЕЕ, ТТТ” 
平 向 的 假设 。 实 际 上 这 也 就 同时 3 引入 了 前 应 力 和 前 应 变 在 截面 上 均匀 分 布 的 假设 。 据 此 
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假设 ,可 以 写成 ， 
ydw_ pg r = GY 
ал 
Q = Ат = AGY U = 279 一 1 бА?' 


其 中 ,7Y 是 截面 上 均匀 分 布 的 前 应 变 并 等 于 中 面 的 前 应 变 5F 是 截 商 上 均匀 分 布 的 剪 应力 
驴 是 全 截面 的 剪 力 :LU 是 全 截面 的 前 切 应 变 能 。 

但 是 实际 上 前 应 变 和 前 应 力 在 截面 上 不 是 均匀 分 布 的 ,而 是 按 抛物 线 分 布 ,在 中 面 达 
到 最 大 值 ,在 1.. 下 表面 等 于 零 ,因而 截面 也 不 再 是 平面 ,因此 需要 引 人 和 人 校正 因 了 上 ,将 勇 
应 变 和 前 切 应 变 能 改 与 成 : 


GY l 2 
_ QY — LGA 
г М-фбАу 


在 已 有 的 研究 工作 中 ,有 不 同 的 修正 方法 。 例 如 一 种 理论 霸 为 + 应 取 截 面 上 实际 可 
应 力 的 平均 值 。 据 此 ,对 于 矩形 截面 ,二 3/2; 对 于 圆 形 截面 ,二 4/3。 再 如 男 一 种 理论 认 


为 应 使 按 Ш= СА? 计算 出 的 应 变 能 等 于 按 实 际 剪 应 力 及 前 应 变 分 布 计算 出 的 应 变 


能 ， 扩 此 ,对 于 和 矩形 规 面 居 盖 675, 对 于 圆 形 截面 ,&= 1079。 当 然 还 有 其 他 校正 的 方法 。 
在 有 限 抑 分 析 中 , 较 包 的 症 采 用 能 量 等 筑 的 校正 方法 ， 

其 于 最 小 位 能 原理 的 考虑 前 切 影响 的 梁 单 元 和 不 考虑 前 切 影响 的 梁 单 元 相同 , 仍 以 
ио В КОНЕ АТ ЛА ТВ Пу ЗЕНВ КВ А. ЗЕ А ВЕРНО и ЕНИ 
下 两 种 方案 : 

1. 在 经 典 梁 单元 基础 上 引入 剪 切 变形 影响 

考虑 前 切 变形 影响 时 , 梁 的 法 向 位 称 ( 挑 度 ) 可 表示 为 两 部 分 的 全 加 , 即 

w == w’ ты (9,2,35) 
其 中 т^ ЕҢ 235 ҢАР ke ӨЗІН w 是 由 前 切 变形 引起 的 附加 法 向 位 移 。 单 元 的 
АЛМ АЯНДЫ А ЫЛ ЯЖ а Ма, ЕТ НАН T 39 UJ F 
形 引起 的 附加 横向 位 称 ,. 所 以 有 


т 


ш 

i Н 

P | т#л 

а = x а 一 | | (9,2,36) 

тар т, 

6, 

其 中 
dte? dre? 


А (а | в), 
ERP 4 ‚8, 用 作 结 点 参数 以 保证 单元 间 的 连续 性 ,同时 也 表明 w 将 仍 采 用 和 不 考 
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虑 前 切 变 形 影 响 梁 单元 的 w 相同 的 Hermite ИЕ Ж. а 中 愉 有 两 个 结 点 参数 ; wi 和 
тез :表明 и" 将 应 采用 2 结 点 的 拉 榨 度量 插值 表 水 式 , 即 线性 插值 表示 式 。 这 将 导致 在 单 
元 内 前 切 力 为 常数 ,这 是 一 合理 的 选择 。 因 为 单元 中 w 是 三 次 式 , 利 用 平衡 方程 从 它 导 
HÉBER. BIA w Па 具 蛋 表达 式 如 下 ， 

и? == Май + NA + Муш + М.Ө, = Ма: 

w =N- ws + N. us = Ма” 


(9. 2, 37) 


其 中 
„ГМ, № № NJ N =T[N, М] 
a= Гал д) из Al a = [wi ш] 
N,= 1— 38: 4-24: № = (£— 282 ЕУ 
N, = 38: — 28 N, = (87—22); 
М-1-4 N, = ë 
£= —— (061) 


将 (9.2.37) 式 代 人 (9.2.34) 式 ,从 人 65=0 可 得 如 下 方程 ; 
Ка, = Р, Ка, = P. (9. 2. 38) 
上 式 的 前 一式 和 (9. 2. 28) zÉ E ОК @ BJ ЕЛ ЖЕ ЫН Б ЕЕ [n] Eñ 8 НЕЕ 
ЖЕЛШ]. KP, 即 (9. 2. 28) 式 中 的 长 .了 只 是 as HH йа 代替 了 (9. 2. 28) 式 中 的 
илни 后 一 式 中 的 KK ПР. 可 以 写成 


K=OK: Р, = УР; 
其 中 


| (9. 2. 39) 
Р: = | Nigldé + > `N1(8)P, 
从 (9.2.37) 式 看 到 ,此 单元 每 个 结 点 有 3 个 位 移 参 数 ; atau, 0 (і-1,20. Ж ЕИ 


以 在 单元 尿 次 利用 平衡 方程 ,使 每 个 结 点 只 保留 2 个 独立 的 位 移 参 数 ， 首 先 从 弹性 关系 
可 得 : 


ат? 


M —— Ек =— Е 
к Ізі 


+ 
2 
тн 


-- РА Се — 126) Сәй - ий) + 1(6Е-- 430 + 6Е-- 26, ] (9. 2, 40) 
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再 则 利用 平衡 方程 可 得 
о- ДМ — ЗЕ [2 Ca 4 азун +00] (9.2, 41) 
根据 几何 关系 
we — wW 一 — wj (9. 2. 42) 


从 以 上 各 式 , 经 过 简单 的 运算 , 则 得 到 : 


pp P — 1 ， _ ， o ib 
Ty “| жы Штатты (9 2 ) 
‚ 2.43 
р Ё у Ёр 
w = Ppp щл) за“ + 6.) 
式 中 
_ 12ЕІЬ 
СА! 


将 上 式 代 人 方程 (9. 2. 38) 式 ,并 将 每 个 单 正方 程 的 第 1 和 第 5 式 , 第 3 和 第 6 式 合 
并 ,就 得 到 最 后 的 求解 方程 为 


Ка = Р (9.2. 44) 
其 中 
K= > K: g = >a: P = > P: 
Г 12 бѓ - 12 6 D 
К" ЕТ Bt dor 6/1 (oe 
61 (2—6) —6 dA-mne 
а" = ES ВО w д, | 
1__ __ Т 
ро | машы DNTP, - У) 987 М. (9.2.46) 


8-|20М4-М) N Ам N.) N. | 
L 


对 比 (9,2.29) 式 和 (9. 2.45) 式 可 以 看 到 ,前 切 变形 的 影响 通过 系数 (в) 


СА 
алал ал ааа а ея ЗЕ. 。 从 此 可 见 , 当 高 
BE h 相对 跨度 很 小 时 ,前 切 变 形 的 影响 可 以 忽略 。 此 时 (9.2. 45) 式 就 退化 为 通常 不 考 


号 剪 切 变形 影响 的 (9. 2. 29) 式 。 另 外 顺便 指出 ,对 于 均匀 分 布 的 ,由于 | мойе = 


| .Need = | Nads= | Nide = 二 ol, 所 以 在 不 计 及 集中 载荷 P, 和 M, 作用 的 情况 


TOF 李 件 结构 力学 问题 ， 


下 ,P' 仍 是 (9.2.31) 起 给 出 的 结果 , 即 
2 _ 
Р = 116 l 6 一 个 
г 挠 度 和 截面 转动 各 自 独立 插值 的 梁 单元 (Timoshenko 梁 单元 ) 
从 前 面 的 讨论 中 可 以 看 出 ,在 经 典 梁 理论 的 基础 上 引信 剪 切 变形 影响 的 梁 单 元 仍 属 
C, 型 单元 。 因 为 其 中 9 并非 独立 插值 ,而 是 由 5 导出 ,所 以 对 于 2 结 点 梁 单元 ,wf 应 采 


用 Hermite 捅 什 函 数 。 虽 然 这 样 伏 对 于 粱 单元 并 无 困难 ,但 不 便于 推广 到 板 壳 单元 。 这 
在 今后 将 可 看 到 ,构造 C 型 板 壳 单元 是 相当 棘手 的 问题 。 为 此 在 此 引 人 另 一 种 考虑 剪 切 
变形 影 啊 的 荣 单 元 ,这 就 是 挠 度 和 截面 转动 各 自 独 立 插值 的 粱 单元 。 虽 然 前 面 讨 论 的 那 
种 考虑 和 剪 切 的 深 单 元 和 此 单元 都 是 基于 Timoshenko 梁 的 理论 ,但 由 于 此 单元 被 广泛 地 
KA ВЕЛТИ Timoshenko 梁 单 元 就 是 专 指 这 种 单元 。 同 时 ,由 于 它 是 С, 型 单元 , 便 
于 推广 应 用 于 板 党 情况 ， 

Timoshenko 梁 单 元 的 基本 特点 是 找 度 w 和 截面 转动 8 各 自 独立 插值 。 即 采用 如 下 
插值 表示 


H 


w= У Мао, 6-У ма, (9. 2. 47) 


其 中 是 单元 的 结 点 数 ,N, 是 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 ， 
将 上 式 代 和 人 证 画 (9.2.34) 式 ,从 П, =0 可 以 得 到 有 限 元 求解 方程 为 
Ка-Р (9.2.48) 
其 中 
K= ХҚК а= Уа P= YP 
并 且 有 | 
K: = K; + K: (9. 2, 49) 


1 
к; =® | вїв,де 


; -GAIT p 
К; = 22 В.В. 
В, = | Ba В, "+ B... | 

В, =| В, В. s.. В. | 

[a ам, 

° -|0 ей 

В, -| 定 一 N | (i = ]1,2,е+,ң) 
dz 


P = — N dé NT Ë ) -- М ғ. = 
TaN ETENE J ENE | 9.2.50) 


‚ 315 
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М=|М, М М, | 
М 0 
м | {(; = 1.2. уп) 
O N, 
a 一 [el а с а | (9,2, 51) 


НЕЕ 
а, 一 д і = EA. ri 


从 以 上 种 武 可 见 ,Timoshenko 梁 单 元 的 表达 格式 相当 简单 ,和 轴 力 单元 很 类 似 。 但 
是 正如 在 8.2 АГАН НАУ, ВЛАЕ ВЕЕТ р Ч EA р р Н РЕ РН. EE Е НЕЕ Е 
变 薄 时 , 即 //А-* oc hF, ВЕЗА НЕЗА, К, 必须 是 奇异 的 。 当 然 为 保证 问题 有 
解 ,还 笛 保 证 兵 是 非 奇 异 的 。 如 何 检查 К. 是 否 具 有 育 异 性 ,可 参照 第 8 章 8. 5 节 关 于 不 
可 压缩 弹性 力学 问题 有 限 元 刚度 于 阵 的 讨论 。 简 人 重 的 方法 是 在 已 有 网 格 基础 上 增加 一 个 


Өл, # B H ДЕЛИ ЖН ЖОК, 的 秩 增 加 的 数 日 。 对 于 现在 的 情况 ,在 已 有 网 格 中 
增加 一 个 单元 的 示意 图 如 图 9.7, 


БЕН 
(a) 2 结 点 单元 ЕРЕ» 


图 97 ея... ВАА) 
Ж 2 їй да ло. 


2 ë 
w= У Маш, 0= Ум, (9,2,52) 
r 1 [一 上 
ш 1 | 
М-за-Ә №= 501-9 
p= а г. = жз (— 1= =< 1) 
代入 (9.2.49) 式 ,如 果 对 KK 进行 精确 积分 (用 解析 积分 或 用 2 点 高 斯 积分 ) 将 得 到 
Г | 
i É L È 
2 3 2 6 
к; = Са (9. 2.53) 
ki _1 и ] Ol 
2 2 
L É LL Ë 
2 6 2 3 


中 以 检查 认 知 Ke 的 秩 是 2 也 即 K: 的 秩 等 于 应 变 分 量 数 和 高 斯 点 数 的 乘积 ) 。 而 对 于 此 


ТЖ ПЕНЕВА ж 
单元 ,每 增加 一 个 单元 ,增加 的 自由 度数 也 是 2, 因 此 К, 是 非 奇异 的 。 这 样 一 来 , 当 染 的 
高 度 很 小 , 即 WAj->cc 时 ,问题 只 能 得 到 霍 解 。 现 还 可 对 产生 此 问题 的 根源 作 进一步 地 二 
述 ,因为 抄 度 和 转动 采用 同 阶 的 插值 表示 式 ,所 以 剪 切 应 变 7 中 的 蜡 和 6 两 项 是 不 同 阶 


的 。 仍 以 2 结 点 单元 为 例 , 由 tt,8 的 插值 表达 式 (9., 2. 52) 式 ,将 得 到 


у — 2 0— А а -wn) (8 60—066) 


当 梁 的 高 度 意 来 僵 小 时 ,通过 罚 函 数据 使 约束 条 件 Y=0 得 以 实现 ,这 隐 含 着 上 式 右 端的 
常数 项 和 :的 一 次 项 的 系数 分 别 等 于 零 , 即 


(ш а) = 2-6, +8) 
(9. 2.54) 


2(0,-0)-0 
ЕЖ Іру КЛР 4% Л 38 JT ЕЕ ЈЕ] fu МЯМЕЖ , +i BJ 82 Z: Bb rh X 
的 直 法 线 假设 ,在 计算 中 是 可 以 实现 的 。 而 上 式 的 第 2 不 将 学 致 外 二 后 , 即 在 单元 内 #= 
常数 。 这 将 意味 着 梁 不 能 发 生 弯 出 ,因此 问题 只 能 是 零 解 。 这 是 由 于 约 东 条 件 未 能 精确 
满足 ,在 梁 很 薄 时 导致 不 怡 当 地 夸张 了 剪 切 应 变 能 项 的 量 级 而 造成 的 。 所 以 在 梁 、 板 .过 
的 有 限 元 分 析 中 ,将 这 种 现象 称 为 前 切 锁 死 (Shear Locking). 
ВЗ ИЕ Е В ФЕЯНЫЗ E Е 106 ЗЕ Ж н Ж ЖЕ B E ДРТ, 


но пхавеми. BIKE НОГЕ, 


(1) ЯЯ А reduced integration) 

所 谓 减 缩 积 分 就 是 数值 积分 采用 比 精确 积分 要 求 少 的 积分 点 数 。 仍 以 上 述 2 结 点 
Timoshenko 梁 单 元 为 例 , 为 精确 积分 前 切 应 变 能 项 需要 采用 2 点 积分 。 减 缩 积 分 方案 是 
采用 一 点 积分 。 这 样 一 来 ,9 项 就 不 能 被 精确 积分 ,实际 上 是 以 该 积分 点 (一 点 积分 在 单 


元 中 点 )9 的 数值 代 若 了 在 单元 内 的 线性 变化 ,从 而 使 它 和 人 保持 同 阶 , 因 之 使 约束 条 件 


dw 


Ч =O 有 可 能 到 处 满足 。 这样 做 的 结果 ,表现 为 下 ЕНІ 矩阵 ,也 即使 K. 保持 奇异 
E. 结 点 单元 采用 减 缩 积分 后 的 K 具体 表示 如 下 


1 -1 + 
i Ë г PË 
к: = © | : | í | (9. 2. 55) 
л 
Ii Ë L Ë 
2 4 2 1 
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可 以 检验 ,现在 的 下 中 的 任 一 二 阶 子 行列 式 都 等 于 零 ,因此 它 十 秩 1 矩阵 。 而 每 增加 一 
个 单元 ,增加 2 个 自由 度 , 所 以 K, 是 奇异 的 。 

衡 要 指出 ; 当 季 用 减 缩 积分 方案 时 ,还 应 注意 检查 下 是否 仍 满足 非 奇 异性 的 要 求 ， 
因为 兵 二 下 十 下， 下 一 柄 十 其 。 对 子 现在 研究 的 单元 , 当 采 用 1 点 积分 (对 于 К; 是 精确 
PADAR, Ку TI K: 的 秘 都 等 于 1 ник 的 秩 为 2。 而 每 增加 一 个 单元 ,增加 2 个 自 
由 度 , 正 好 等 于 K° 的 秩 , 因 此 下 的 非 奇 异性 得 到 保证 。 

现在 来 检查 3 结 点 单元 ,如 用 精确 积分 ,对 К; 是 2 点 积分 ,对 К. 是 3 点 积分 , 即 К; 
ЖК: 的 秩 分 别 为 2 和 3。 每 增加 一 个 单元 ,自由 度 增加 4。 曙 然 K, 满足 了 奇异 性 要 求 ， 
但 是 如 果 应 用 8. 5 节 不 可 奈 第 弹性 力学 间 题 计 论 中 的 奇异 性 指标 + 的 概念 ,对 于 3 结 点 
单元 ,7 一 473= 一 1.33( 低 于 2 结 点 单元 的 *= 一 271 一 2) , 仍 对 变形 有 所 限制 ,影响 解 的 精度 。 
所 以 建 芭 实际 计算 中 ,天 A K; 相同 ,都 采用 2 点 积分 ,如 图 9. 7(b) 所 示 。 这 时 奇异 性 指 
Ёк *=472 一 2, 和 2 结 点 单元 的 相同 。 依 此 类 推 ,对 个 结 点 单 拖 ,采用 x 二 n 一 1 点 的 高 
斯 积分 ,可 以 保证 下 ,有 足够 的 奇异 性 ,同时 下 是 非 奇 异 的 。 

(2) ВИ В Шу ЛЕ l assumed shear strains) 

кыо. ЗОНИ 男 应变 不 尾 从 《9.2. АТК уишн айна А ЛА 


关系 y=% — 9 П Я] ЕКЫ 5 fr 21 ВЫ ЛУ 98 , 38 ЖЕ Н 4 2 35 РАИ 
Жж. 
- УУУ, СӘЎ, 《9. 2.56) 
Абу ERRIME y РА СШ {Н ЫҢ БО, 4 

= dw | _ œ dN, (8) 

У, -- у(ё,) -- P” 8) |, = 2. (ало - №098} є 
BJ y, 是 按 单元 位 移 插 值 函数 计算 出 的 & В ЛЯН, Е АНА Ш.М, СО 
ВИЖ ЕНЕҢ АЙ m 及 其 位 置 $( 二 1,2,…,m}) 而 定 。 通 常 & т 阶 高 斯 积分 点 


的 坐标 。 如 前 面 已 指出 的 ,在 w 和 采用 同 阶 插值 时 ， 5 总 是 比 9 低 一 阶 ,为 使 梁 很 薄 时 


~ | 


y ТР, БИЕ УН С ИНСН ш 和 6 的 插值 点 数 少 1 个 , 即 应 取 
m=n—l, 
ЎТ 2 5515 Timoshenko 梁 单 元 ,这 时 
т == | £ = 0 М, = 1 
所 以 有 


-一 8) (9.9. 57а) 


7 = а) = (e) = І 


ағ 


对 于 3 结 点 Timoshenko а л, AAT 


m=? & == & = —- 
№ = 0—38 N, = ++ @5D 
所 以 有 
y= N. [$ — 6) „съм [SE — 0) | (9. 2. 57Ь) 


= 
APEL 是 2 ААРА АО, 

А] Т Ж МЕЗИ ЕЛЕР ZAO. 2. 34) 式 应 改写 。 为 了 讨论 和 表达 方便 ,未 
包括 集 中 力 和 集中 弯 矩 项 ,这 时 


п: =| 4 1 pre: dz + 3 1 САД: :dz 一 | шах (9,2. 58) 


ЈЕЛЕН, РЎИ ТЕТ р Л: ТЕШТЕ ЕЯНАЖИЕНІКІРІК Han 相等 价 。(9. 2. 34) 式 
表达 的 П, 中 第 一 项 查 曲 应 变 能 保持 不 变 , 第 二 项 前 切 应 变 能 项 用 Пърл АНОД, В. 
其 中 前 应 力 项 改 用 很 设 前 切 应 变 7 代替 , 则 可 以 得 到 fw. 的 表达 式 为 

Пък =| тфа + | 245 Ери 


СТ GA. 
„2 Ë 


为 记 论 方便 ,上 式 未 列 人 与 集中 力 和 与 集中 力矩 的 有 关 项 经 有 限 元 离散 ,并 采取 高 斯 积 
分 , 则 上 式 可 以 改写 成 


Пик -5S4 ЕИН, к? + Hy, (伟人 


СА; dz 一 | gwdz (9.2.59) 


ғ; 


кен: 
22% 


КРМА, т ЕНУНЯОт-п-1,п 是 单元 结 点 数 )， i 是 单元 长 麻 ,HH,、& 分 别 
是 高 斯 积分 的 权 系 数 和 积分 点 位 置 ， 因 为 尼 . 严 是 2(0m 一 1 次 函数 ， (42—86) 2m— 1 


Шын у? -ІН але, | (9. 2, 60) 


次 函数 ,所 以 式 中 前 3 项 的 积分 都 是 精确 的 。 并 因为 (92 一 个 | =, BD 


= ř (9.2.51) 
代 回 (9. 2. 50}) 式 ,就 得 到 
М ғы _ 
Haa = МУ (FENH ++ Н - ІН аль) (9. 2.62) 
e-l | 


825 专题 部 分 
将 上 式 写成 离散 前 的 形式 , 则 有 


г 1 ! GA- { 
Паһ = | L Elede + | ух -| дъх - Па (9.2, 63) 
а 2 0 28 0 


ХЕШ ШЕН Т ЖИИ ЫК АЧФ UJ ЛЕ, ТРЕТЬ L E 3 £ H YE тт ЛУ y и BB jH 3 Ин. S Ew ht 
ЕЗІП; 不 再 具有 极 值 性 ,在 解 的 附近 只 具有 驻 值 。 还 可 以 进一步 看 到 , (9. 2. 62) 式 所 表 
Жї? РЁ [nx 的 数值 积分 形式 也 正 是 Timoshenko MH A П,(9.2,340 5 4 Ë 9 m= 
?一 点 减 缩 积分 计算 时 的 表达 式 。 这 样 也 就 进 -~ 步 证 明了 ,对 于 Timoshenko 梁 单 元 ,以 
上 所 采用 的 减 缩 积 分 方法 和 假设 剪 切 应 变 这 两 种 方法 ,实际 上 是 完全 等 价 的 。 其 实质 都 


是 使 5 和 9 在 计算 剪 切 应 变 能 时 保持 问 阶 , 进 而 保证 羡 , 的 奇异 性 ,以 避免 h/1—0 时 出 现 


的 前 切 锁 死 现象 。 但 是 在 今后 讨论 的 考虑 剪 切 影响 在 内 的 Mindlin 型 板 壳 单 元 中 ,这 两 
种 方法 在 应 用 中 可 以 是 有 区 赋 的 ,因此 也 可 能 产生 不 尽 相 同 的 效果 。 

现在 讨论 Timoshenko 梁 单 元 的 收 伍 性 问题 。 因 为 T, 中 学 数 的 最 商 阶 数 为 1, 因 此 
REK w 和 6 的 零 阶 导数 在 单元 交界 面 上 保持 连续 , 即 单 元 只 要 求 С, 连续 性 。 现 在 结 
点 参数 中 包含 了 <o 和 8, 旺 然 连续 性 得 到 了 满足 。 至 主 完 备 性 要 求 ,单元 应 包含 能 够 描述 
图 9.8 所 示 刚 体 运 动 和 常 应 变 状态 的 位 移 模式 。 刚 体 运动 包 合 刚体 横向 位 移 和 刚体 转动 


(а) 刚体 移动 (b) 刚体 转动 = Фе 


—— 
T+ 


(c) ЖОЛКУ (d) ЖЩ 
6-0,5%-ү 0=er,w=jlex2 


图 9.8 Timoshenko 梁 完 备 性 的 要 求 


商 种 模式 ; 常 应 变 状态 包含 常 前 切 应 变 和 常 弯曲 应 变 两 种 模式 。 图 9.8 中 还 分 别 给 出 了 
对 应 上 述 4 种 模式 的 志和 和 8 的 隔 数 表示 。 从 这 些 畏 数 表 达 式 可 以 看 到 ,只 包 合 w 一 次 函 


数 的 2 结 点 单元 缺少 描述 чо Z crt 的 常 弯曲 状态 的 位 移 模 式 。 从 以 后 算 例 中 将 可 以 看 


到 ,如 用 2 结 点 单元 分 析 纯 弯 状 态 ,必然 伴生 出 剪 切 应 变 。 其 实在 5. 5 节 讨 论 Wilson ЧЕ 
协调 元 时 , 即 已 指出 ,4 结 点 平面 单元 不 能 描述 纯 弯 应 力 状态 的 缺点 。 而 2 结 点 
Timoshenko ВАЖИ ЕТАЖА 结 点 平 而 单元 中 引 人 主 从 自由 度 而 得 到 的 ,四 
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J tB, |P) P: Ж Z HE ЖР 25 АЖ ШЕЛ. ХЕНЖИЕЖЖЫЗЫ нд 4 пай 
Timoshenko Вл, ЧЛ ПАН {К = IK w ВА t THAR E ЛК ЕНУ 


称 模 式 。 
例 9.1 分 别 利用 经 典 染 单元 和 Timoshenko 梁 单 元 (各 1 个 单元 计算 图 9. 9 所 示 


ЖЖ ЖЕ K 2 Sa ае МТА АВА [n] JJ P BJ 3 aB 8 0. 


Ед i 


图 9.9 ЖЕНЕ ЕЕЕ 


(1) 用 经 典 梁 单 元 求解 
当 用 一 个 单元 计算 时 ,固定 端 条 件 是 w (FE) =-0。 只 需要 对 载荷 作用 端的 自由 


度 ww ,&{ = 经] 形成 求解 方程 ， 
O йр M.R E E 
ШЕТІ” 


MERS 1 А, В 


_ 2w 
9, 一 ; 
代 回 第 2 式 , 得 到 
ме 
д 一 xD әрі 


О 端 部 受 横向 力 了 ,求解 方程 是 
ela а 80-0) 


从 上 式 第 2 式 , 得 到 


代 回 第 1 式 , 得 到 
- PE 
ЗЕ! 
从 以 上 结果 可 以 看 出 ,利用 一 个 单元 求解 ,就 可 得 到 和 材料 力学 的 理论 解 完 全 相同 的 
结果 。 这 是 由 于 经 典 架 单 元 中 w 是 三 次 苯 数 , 它 包含 了 上 述 两 种 受 力 状 态 所 需要 的 位 移 函 数 . 


О = тё, 
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2 4 


(2) 用 Timoshenko % M л 
(© На на M, 采 用 精确 积分 得 到 的 求解 方程 是 
| СА СА ` 


kt 2р a Ñ ) 
„СА GAL EL A! АМ 
| 2Ё ЗЕ {| 

ЖЕЖ 1 式 , 得 到 | 


РАДИ 
0, = Үш 
代 回 第 2 式 得 到 
5 = u, = МІ: 
2Е1(1 а. САР) 
对 于 和 定形 截面 : к=, A=bh, 1-2. # G= 二, 则 
ан МУ ___ 
2E1 (1+ 于 一 与) 
O З E EE 邮 , 采 用 减 缩 积 分 得 到 的 求解 方程 是 


Г GA СА 


—n ---- 


ki 25 | jwsy 0 
- СА САГ, ЕІ M" j= ім 
2 ав 1 

从 上 式 第 1 式 , 得 到 


g, — “u 
і 
REH 2 式 ,得 到 
Su, - МЕ 
2 
将 以 上 结果 种 材料 力学 解答 比较 可 见 , 当 采用 精确 积分 时 ， ,分 母 中 增加 了 [二 因 


子 , 这 是 附加 前 切 应 变 的 影响 。 虽 然 真 实 应 力 状 态 中 并 不 存在 前 切 应 变 , 但 是 由 于 2 结 点 
Timoshenko 梁 单 元 不 能 描述 纯 弯 状态 ,导致 虚假 的 附加 曹 切 应 变 , 此 应 变 可 表示 如 下 
ди 200, : (2-2) ] 


= ©. а. “2 _- 
? йл i ; ` 


虚假 剪 切 应 变 对 挠 度 ó ВНЕ Ж ЖЕЛЕ LM Ж. "i А710 б-е-ч 0( 这 时 7 也 趋 于 
<) PJ В UJ ра 4 


2220002 Яэ% нел 
当 采 用 减 缩 积分 时 ,端点 挠 度 O 的 结果 和 材料 力学 解 一 致 。 但 由 于 此 单元 不 能 描述 
纯 弯 应 力 状态 . 仍 有 葛 切 应 变 7 一 { FEA, 


Опа В А17) PER АУГА ЈЕ 


за+әм 
-> Б z 
ЗЕ + ди 
_ 41 + 1) А 
@ Wq hD = Ra [nj JJ PP 作用 , 减 缩 积分 计算 结果 是 
` O _ PE А 401+) А 
ò= w = үкү! + 5 7 | 


2 
Ё 
тз 


н WAF, EMER TID 


以 上 两 个 结果 的 分 子 中 分 别 出 现 ИЧР кА 


变形 引起 的 附加 拨 度 。 当 子 一 0 时 ,这 附加 挠 度 也 趋 于 零 。 这 是 合理 的 。 不 同 的 是 在 精 


А АВЕ Т ВНЕ, aio 时 , 它 将 使 8>0, 即 产生 前 切 锁 


死 现象 ， 而 减 缩 积分 则 无 附加 因子 ,因此 当天 0 时 ,不 会 产生 前 切 锁 死 。 当 然 , 计 算 结 
末 和 材料 力学 解答 比较 , 仍 存 在 25% 的 误差 。 这 是 由 子 2 结 点 Timoshenko 单元 ,不 像 经 
КЕНЕН те 的 模式 中 精确 地 包含 了 一次 函数 所 致 。 可 通过 增加 单元 数 或 改 用 高 
IK HL JU pe Fa на. 但 是 这 样 做 ,将 使 自由 度 相 庶 成 倍 地 增加 ,内 此 对 于 前 切 影响 可 以 忽 
略 的 情形 ЛЛУ ЛАЕШ ЖЖ ҖОР Йй д, 


93 平面 杆 件 系统 


杆 件 系统 是 指 由 杆 件 组 成 的 结构 系统 。 如 果 组 成 结构 的 杆 件 不 仅 它 们 本 身 在 几何 
上 ,而且 所 重 受 的 载荷 ( 因 之 它们 的 变形 ?都 处 于 同一 平面 , 则 称 之 为 平面 杆 件 系统 。 反 
之 ,如 不 限于 一 个 平面 , 则 称 之 为 空间 杆 件 系统 。 杆 件 系 统 可 以 用 杆 - 梁 单 元 (以 后 简称 
杆 单 元 ) 进 行 离散 。 但 是 一 般 情况 ,单元 将 不 是 单独 以 拉 压 ,或 扭转 .或 弯曲 状态 工作 ,而 
是 以 它们 的 共同 作用 工作 。 它 们 的 单元 特性 禾 隆 将 是 几 种 不 同 单元 特性 矩阵 的 组 合 。 再 
则 ,由 于 系统 内 各 个 杆 单元 通常 不 处 于 同一 轴线 ,甚至 不 处 于 同一 平面 ,进行 结构 分 析 时 ， 
首先 要 建立 一 个 共用 的 总 体 坐 标 系 , 然 后 通过 坐标 转换 将 各 个 建立 于 单元 局 部 坐标 系 的 
单元 特性 年 阵 转 换 到 总 体 坐 标 系 。 

为 方便 起 见 , 首 先 在 本 节 讨 论 平面 杆 件 系统 问题 。 图 9. 10 所 示 为 一 平面 杆 件 系统 。 


931 局 部 坐标 系 内 平面 杆 单元 的 特性 矩阵 
在 图 9.10 所 示 的 平面 村 件 系 统 中 ,每 一 杆 件 可 能 姑 受 轴 力 和 弯 矩 的 共同 作用 。 因 此 


9.10 ЖЕРМЕН 


离散 后 单元 的 各 个 特性 怎 阵 应 是 轴 力 单元 种 谊 曲 单元 的 组 合 。 一 般 情 况 下 ,对 于 ?个 绪 
点 的 单元 在 单元 的 局 部 坐标 系 中 , 结 点 位 移 参 数 可 表示 成 


а, = Ги, л, В, (1 = |, 2, пт) (9, З. 1) 
单元 刚度 矩阵 可 以 表示 成 
кы Ke -- K 
К>. ии К, | 
к - | (9. 3. 2) 
对 | 
称 К, | 
其 中 
| к» 0 .. 
K; = | | к» | (р = Бин ута) (9. 3.3) 


KP KY ЛЯН BÉ pu RI Ж НЕ л ДЕЗЕ BE hy АН BE. ИША 2 #5 ал, НІҢ 
单元 采用 经 典 梁 单元 的 情况 下 ,单元 刚度 矩阵 可 表示 为 


FA о о ЮА Ó 0 
і і 
І2ЕІ 6E! 0 1281 6EI 
г г г Г 
4Е1 БЕТ ¿EI 
1 ° CE T 
K = БА (9,3,4) 
对 了 0 0 
12Е! 6 El! 
称 2 ЕЕ р? 
4EI 
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载荷 向 量 可 以 有 类 似 的 表示 ，, 即 : 


ере: 
Р; Рр! 
Р" - Pi = | | (+ = l2," 4r) (9 3.5) 
Р,” | 
P; 


932 ”平面 杆 单元 的 坐标 转换 

好 前 所 述 ,由 于 杆 系 内 各 单元 的 局 部 坐标 ад 的 方 间 各 不 相同 ,在 进行 结构 分 析 时 ， 
需要 建立 统一 的 总 体 坐 标 系 。 图 9. 11 所 示 为 总 体 坐 标 系 内 的 杆 单元 。 总 体 坐 标 系 用 区， 
с 表示 ,前面 已 得 到 局 部 坐标 系 x ,x 内 的 单据 特性 矩阵 ,现在 需要 通过 坐标 转换 ,得 到 它 
们 在 总 体 坐 标 系 内 的 表达 式 。 


图 9.11 ӘЖЕНІ ТАЛ: 


由 于 基本 未 知 量 是 结 点 位 移 , 只 需要 建立 结 点 位 移 向 量 由 局 部 坐标 系 到 总 体 坐 标 系 
的 转换 关系 ,其 他 向 量 或 移 阵 的 转换 关系 部 可 由 它 导 出 ， 
令 总 体 坐 标 系 中 的 结 点 位 移 向 量 豆 示 为 


(7 = 1,2,4 ал) (9, 3.6) 


局 部 坐标 r КДА r ВОН ЖАИ a 表示 ,以 从 x ЕЛЕНЕ 轴 方 向 
为 正 , 则 工 轴 的 方向 余弦 为 


і,, = cos(.r.zr) = сова Іі, = cos(z,z) = sina 


z ЩИ] Jr |b] 3952 J: 


іы = cos(z,z) =— sine і,, = cos(z,z) = cosa 
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#k fu 5⁄4 B) 52 ХА 
= Ін, Е. 
и е u и 4: = 1.2," „п) 
w, = и, Ни 
É BL EE zJ fE ЕН ДЕЛИ ЗВУ, ВП 
г) = 8 (1 -一 1, 2 еи) 
E k BN Л Ë Bn ЖЕРЛЕ yu g sa L ВЕ |p] #: КНР Th ЯЛЕ 
а | U Ü а, 
2 — ' À, q. 
а= | ада = | | ° (9.3.7) 
: | O `. : 
а, А, | la, 
其 中 
{1 O | cosa sma 01 
А„= 14, а О|= i— sane cosa 0 (9,3,8) 
o 0 1 ооп 


A ON EIRE RE А, PK OS ФЕ A FS h H E Б nl АНЫН АЖА АНЫ 
ii] Et Hj J BB ЛЕ bg АЗА МНЕ А ЖА У 


а = À la: (9,3,9) 
因为 
Ас! — А! 
所 以 (9. 3.9) 式 又 可 写成 
АТ |4 
_ | АІ (а 
де = A'a = i | (9.3.10) 
АТ | la, 
其 中 
"сова — sing Ü 
АТ = [sina соза 1 
Ü) i | 


将 (9. 3.7) 式 代 和 人 有 限 下 求解 方程 ,并 用 4 AI Ж BN W , ИА КЕ ЖОРУ Н! Л; 
刚度 矩阵 和 载荷 癌 量 表达 式 如 下 
K: 一 АТКА 


_ (9.3.11) 
Р" 一 Атр“ 
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ЖЕЖ E РИА КАН АНАНЫ НАУАН 9.12 中 的 杆 件 组 
RIER A ARATIR EFS a 4 其 中 杆 件 饭 与 结 点 4 БЕ. НАВУ. 
ЖРА ЕЛГЕ): 

(D ад ЕЖНАЯНЫН МЕ НАШ Sp АНЫ. 刚 接 于 结 点 上 的 各 杆 具 有 
相同 的 截面 转动 ,而 与 之 贸 接 的 杆 件 却 具有 不 辣 的 截面 转动 。 例 如 在 图 未 结 构 中 ,在 受 载 
Л ЕНА RFO ,台电 将 具有 相同 的 截 而 转动 , 而 杆 件 四 则 具有 与 其 他 杆 件 不 同 的 
截面 转动 ， 

2) 结 点 上 具有 镑 接 的 杆 端 不 承受 灾 矩 ,因此 在 结 点 上 只 有 了 刚 接 的 各 杆 杆 端 弯 矩 参 
本 结 点 的 力 拭 平衡 。 例 如 在 图 示 结 构 中 , 杆 件 包 在 锭 接 端的 杆 端 弯 和 矩 为 零 , 只 有 杆 件 团 ， 
Ф.О і 上 与 外 弯 怎 保持 平衡 。 


图 9.12 ҢА n BUH ТЕА 


ЖАНТ ОК ЯҢ fu ЕЕ Ж # Jl BA RER T 5F 2) Ë H RE E Ж 3: JI E и 
的 。 因 此 对 于 单元 @ 来 说 ,此 自由 度 属于 内 部 自由 度 性 质 。 为 算法 上 的 方便 起 见 , 在 总 体 
集成 前 ,应 在 单元 层次 上 将 此 自由 度 凝 聚 掉 (结构 力学 中 称 之 为 自由 度 释 放 )}。 上 有 具体 方法 
和 以 前 有 关 章 , 节 中 已 采用 过 的 凝聚 自由 度 方法 相同 。 现 以 2 ЕР тем, НА 
元 有 来 用 经 典 梁 单元 的 情况 为 例 将 凝聚 自由 度 方 法 具体 化 。 此 单元 参加 系统 和 集成 前 ,在 和 白 
身 局 部 坐标 系 内 的 有 限 元 方程 可 以 表示 如 下 : 

K. Ko а,“ P. x° 
K K|) ={ь) (9. 3. 12) 
Ж а, 是 单元 中 需要 遂 聚 掉 的 自由 度 ,a, 是 单元 中 需要 保留 ,也 即将 参加 系统 总 体 集 成 
HARR. 单元 刚度 乱 阵 和 结 点 载 蔡 列 阵 也 表示 成 为 相应 的 分 块 形式 。 
从 49,3. 12) 式 的 第 2 式 ,可 以 得 到 
a, = K. (P —K..a, ) (9. 3. 13) 
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将 上 式 代 回 (9,3.12) 式 的 第 1 式 , 就 可 以 得 到 凝聚 后 的 单元 方程 为 
Ка = Р; (9. 3. 14) 
其 中 
К" = K, — ККК 
P; = Р. 一 КК P. 
现 回 到 图 9.12 ЖАНЕ ОБ ЕНЕНЛІН BË ЧЁ фу АРЕН gu AI ЖЕЕ РЕ 
K* 可 以 表示 如 下 ， 


(9,3, 15) 


+ 7 
ЕА 0 о ЕА 0 
Г і 
ЗЕ] ЗЕТ SEI 
9 ##. E 0 В 
ко o 3 3E о 3и (9.3. 16) 
I Г г 
_ ЕА 0 0 ЕА 0 
г { 
ЗЕ! 3E] ЗЕТ 
о0о —2⁄4 зы оу шы 
ТЕ е {* 


SER НО ËB. ЖИЛЕ Б K E: 6 > 6 EE EE , ЕНЕ ЛЕНІ НЕК 5х5 ME EE, 
为 便于 统一 程序 ,K“ 可 仍 保 留 原 来 的 阶 数 。 对 于 现在 的 情况 Л] i: K 中 增加 全 部 为 零 元 
率 的 第 6 行 和 第 6 列 。 凝 聚 后 的 结 点 载荷 列 阵 P; 也 可 按 (9. 3. 15}) 式 算出 ,并 为 使 之 仍 
保留 为 凝聚 前 的 阶 数 ,在 它 的 第 6 个 元 素 位 置 增加 零 元 素 。 

在 绪 构 系统 中 ,两 端 都 为 匀 接 的 单元 ,也 可 按 上 述 方法 处 理 ， 在 参加 系统 集成 前 , 先 
将 单元 商 端 的 转动 自由 度 北京 掉 , 并 在 相关 的 行 和 列 上 补充 以 零 元 素 , 使 单元 刚度 矩阵 仍 
保留 原来 的 阶 数 ,以 利于 程序 的 统一 。 仍 以 上 述 单元 为 例 , 经 凝聚 并 保留 原来 阶 数 的 单元 
刚度 矩阵 可 以 表示 如 下 


я 
EA oo РА oo 
| Г 
0 оо 0 00 
0 00 0 0 u 
_ (9.3.17) 
ЕА FA 
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一 


以 上 讨 沦 是 以 经 典 梁 单元 为 馈 进 行 的 ,实际 上 对 Timoshenko Æ% m, ЛДЕ Ж 
绪 点 形式 ,也 可 以 按 同 样 的 方法 处 理 , 这 里 不 一 一 列举 ,读者 可 以 作为 习题 加 以 练习 。 


94 空间 杆 件 系统 


941 局 部 坐标 系 内 空间 杆 单 元 的 特性 矩阵 


空间 杆 单元 和 平面 杆 单元 的 区 别 在 于 ; 杆 件 除了 可 能 承受 轴 力 和 弯 抢 的 作用 而 外 ， 
还 可 能 针 尽 扭矩 的 必用。 而且 弯 和 矩 可 能 疯 时 在 两 个 坐标 面 内 存在 。 锅 9. 13 所 示 是 一 2 
й ға =E РАЛИ RISE АЛ. 


(а) ЛП Tu ES (b) ПЛАМЯ (с) 局 部 坐标 系 和 总 体 坐 标 系 
图 9.13 2 结 点 空间 杆 单元 


对 于 空间 村 单元 ,每 个 结 点 有 6 个 自由 度 , 即 有 6 个 广义 位 移 和 6 个 广义 力 , 它 们 是 


Р, 
Р° = | | (5,4,1) 
Р, 


其 中 

а = [u % w, On 8. ФП (i= 1,2) 

Р,=[М N, М, М, М, М.Р (1 = 1.2) 
ЖОН ооо ХАЛІ 在 局 部 坐标 系 中 3 AA ERRA 9, ‚0,8, 55 处 截面 绕 
3 个 坐标 办 的 转动 ;如 ;代表 截面 的 扭转 ,9, ,2. 分 别 代表 截面 在 zz 和 zy 坐标 面 内 的 转 
动 ;NN,, 是 结 点 i 的 轴 向 力 ,NN,, Na 是 结 点 i 在 zy 及 zz 而 内 的 前 力 ;M,, 是 结 点 ;i ӘН 
EM M ERAI {Ет 及 zy ІРІ ЗЕ. 

ЕРЛЕУ А Е zz 面 内 截 商 惯性 矩 为 了 ,在 zy ПОРЧУ I, 

单 匹 的 扭转 惯性 矩 为 了。 长 度 为 上 材料 弹性 模 量 和 剪 切 模 量 分 别 为 已 和 马 的 2 Нан 
间 杆 单元 ( 弯 略 采用 多 典 粱 理论 ?在 单元 局 部 坐标 系 内 的 刚度 矩阵 可 以 囊 示 如 下 


(9.4.2) 
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тн 9 Ü 0 9 Ü сту {} Ü $ Ü 
K IRR — в EL RL 

F 9 Ср тро 90% H 

12E] 6EI ІЗЕІ, GET, 
__ т -L2 Уу б 
ГЕ Р? Ü ü ГЕ t° 
У о Qio 0 0 ой 0 0 
i 7 
Е, 000% А SEI, » ZEL А 
Г | ГЕ Г 
7 Е 2ЕІ, 
EI о — SE: А А А ш 
Ке |а 2 + А е нн (9. 4.3) 
| БА 0 0 0 0 0 
: 12E] SEL 
x 对 абы: 0 0 0 —— 
Г і 
D 

1281, 1 БЕП, А 

称 0 0 

АЕТ, 

|! 
| АЕ], 
L і 


з == ЦЕН 8А pu B) — Sa BX. РЯ а СЕТА Ou Г, ПН 上 书 中 效 聚 自由 度 的 方法 ,对 有 关 的 
НЕВЕЛИКЕ, JF ЯТА БАЛЕ ЕАН ЕК Д л ERA BE 
矩阵 仍 保持 为 12X12 ЕЕ. PIAP о GEA ЕН == [ЕЕЕ л, Ж Ж ЕЖЕЛП ЖАШ 
以 后 ,单元 刚度 和 矩阵 将 是 如 下 形式 


А o o о ooj- о о о о о 

0 о 0 ооо 0 оороо 

0 о0о, о 00000 

ооо 0 00000 

оого 00000 

оо 0 0б б O 
Қб-1|-------------------- W езе е плет (3,4,4) 

对 EA ооооо 

0 O 0 O о 

称 ооо O 

ооо 

о Ô 
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942 空间 丁 单 元 的 坐标 转换 


为 分 析 空 间 杆 件 系统 ,需要 将 上 节 在 单元 局 部 坐标 系 内 建立 的 单元 特性 矩阵 转换 到 
系统 的 总 体 坐 标 系 , 转 换 的 原理 和 市 法 和 平面 单元 的 坐标 转换 相同 。 只 是 对 应 于 (9. 3.8) 
式 所 表示 的 续 点 坐 妹 转换 矩阵 4 现在 庶 改 写成 


А 0 
А „= (9.4.5) 
Ау 


іы» Ё еу sa 
À nl 一 Й і Ч 
іш і, АА 


AOP L. sle, > 是 局 部 坐标 下 对 总 体 坐 标 zy ЙЗ РИКИ, ВИ 
bs = СО(хт), Ё. = со ту), Í, = cos(Tz,z) (9,4,6) 
RR hielp Е ВАК узт Ж ДЕ ЧАНУУ ЯЛА 
др 2 [B] FF 85. лод © JH РАО НУ 2 结 点 单元 为 例 进行 讨论 的 ,但 其 原理 
和 方 活 完全 适用 于 弯曲 基于 Timoshenko 368 76, ФЕ ЕП Ж sh ЖЖ т. 


其 中 


9.5 小 结 


本 章 在 结构 有 限 单元 概论 一 节 对 于 杆 ( 梁 ) . 板 过 一 类 结构 力学 单元 特点 的 分 析 , 以 及 
通过 主 从 自由 度 方法 或 相对 自由 度 方法 克服 实际 分 析 中 光 到 的 数值 上 困难 的 原理 ,不 仅 
在 本 章 梁 单 元 得 到 体现 利 应 用 ,而 且 在 今后 几 章 关 十 板 训 有限 元 的 讨论 中 将 得 到 进一步 
的 应 用 。 

本 章 讨 沦 了 基于 经 典 洪 弯曲 理论 的 梁 单 元 和 基于 Timoshenko 梁 理 论 的 深 单 元 ,后 
者 不 仪 使 梁 单 元 降低 了 交界 面 上 的 连续 性 要 求 , 即 从 C, 连续 性 降低 为 C, 连续 性 ,而 且 考 
卡 了 横向 剪 切 变形 的 影响 ,从 而 扩大 了 它 的 应 用 范 朋 。 但 是 应 注音 到 为 满足 完备 性 要 求 
应 避免 使 用 2 结 点 的 Timoshenko 单元 ,更 为 重要 的 是 应 避免 用 于 hi 很 小 情况 时 可 能 
出 现 的 剪 切 锁 死 。 为 克服 后 一 问题 ,本 章 初步 讨论 了 减 缩 积分 和 假设 剪 切 应 变 方法 。 这 
些 方法 在 今后 几 章 关于 酸 壳 单元 讨论 中 仍 将 得 到 应 用 ,并 将 作 进一步 的 讨论 . 

本 章 关 于 等 直 截 而 杆 件 系统 的 讨论 所 涉及 的 两 个 基本 问题 ;不 同 受 态 状态 单 范 特性 
矩阵 的 组 合 , 以 及 单元 集成 为 结构 系统 时 的 坐标 转换 ,同样 对 今后 空间 板 亮 结构 的 讨论 是 
有 普遍 意义 的 。 о 

本 章 讨论 只 限于 等 截面 的 直 杆 , 同 时 在 扭转 单元 的 讨论 中 忽略 了 约束 扭转 的 影响 ,在 
空间 杆 系 的 讨论 中 假设 裁 面 弯曲 中 心 和 扭转 中 心 重合 ( 即 截 而 有 两 个 相互 垂直 对 称 面 情 
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况 )。 在 实际 结构 分 析 中 可 能 会 中 到 不 满足 上 述 条 件 的 情 帝 ,例如 变 截 面 杆 件 , 非 规划 截 
曾 杆 件 等 ,对 本 章 所 讨论 的 各 种 单元 的 表达 格式 和 分 析 方 法 沿 需 作 必 要 的 修正 和 补充 , 现 
已 有 根 当 多 的 文献 可 以 查阅 ,在 此 不 可 能 一 一 涉及 ,但 是 本 章 的 讨论 仍 提 殿 了 必要 的 . 比 
较 系 统 的 基础 。 

需要 指出 的 是 ,平面 或 空间 曲 杆 ( 梁 ?单元 ,由 于 它 的 表达 格式 和 三 维 超 参 数 曲 过 单元 
相同 ,也 是 建立 在 三 维 实体 巾 化 单元 的 基础 上 ,同时 它 和 常常 和 曲 沈 单元 共 辣 使 用 于 组 合 结 
构 中 ,将 在 第 11 章 壳 体 问题 的 有 限 元 法 中 予以 讨论 。 


关键 概念 

结构 单元 [连续 性 主 众 站 而 度 

相对 自由 度 经典 梁 理 论 Timoshenko ЖҰ 
Wk i W 1 8 iF. P] —+ 前 切 能 量 等 效 БЕЛЕТ 2 
REREN 平面 杆 系 空间 杆 系 
复习 题 


9.1 什么 是 结构 单元 ”在 几何 特征 上 有 哪些 特点 ? 力学 分 析 中 如 何 利用 这 些 特 点 ? 

9.2 绍 构 单元 和 实体 单元 有 何 区 别 ? 在 有 限 元 分 析 中 各 有 什么 方便 之 处 和 不 方便 之 处 ? 

93 什么 叫 主 从 自由 度 和 相对 自由 度 ? 在 结构 分 析 中 如何 应 用 它们 ?有 什么 作用 ? 

94 ARREA Timoshenko 当 理 论 有 哪些 相同 点 和 不 同 点 ? 各 自 适合 应 用 于 
什么 情况 ? 

9.5 Timoshenko 架 理 论 中 对 于 前 功 应 变 项 为 什么 引信 戴 面 剪 切 校正 因子 ? ЖУ 
和 作用 何在 ? 

96 有 虹 些 方法 可 用 来 确定 截面 剪 切 校 下 因子 ?这 些 方法 是 如 何 具 体 计算 出 校正 
因子 的 ? 

97 有 咯 两 种 方法 可 以 用 米 在 梁 弯 曲 单元 中 引 人 甬 切 应 变 的 影响 ?它们 的 相同 点 
和 不 同 点 是 什么 ? 

98 BEAR HISA AIi Timoshenko ВЕ 35 >ú BJ ay E RJ] RF $8 BE p, В. 
备 什 么 性 质 ?” 为 什么 ? 

99 通常 用 什么 方法 米吉 兔 Timoshenko W M ЕЕ ЫР? 在 理论 上 如 何 解 
释 所 采用 方法 的 合理 性 ? 

9.10 本 童 所 导出 的 杆 - 梁 单 元 的 有 限 元 列 式 能 否 用 于 变 截面 情况 ? 为 什么 ?如 能 
应 用 需 有 什么 条 忻 和 引信 和 什么 修正 ? 

9.11 Ж, РЕАК ЈИ. Э. 3. 3 ЗАН ЕНЕМ ІНІН 
ШИК, МАТА ИУ Е" 
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9.12 ШЕНЕ АТА tB BJ FF ЕЛВЕ РА B НЕ, Rü fel JÉ WR В. 
元 刚度 矩阵 ”? 

913 平面 杆 系 和 空间 杆 系 的 杆 单 元 有 不 同方 癌 , 如 何 集成 各 自 的 总 体 刚 度 矩 阵 和 
载荷 问 量 ”? 


练习 题 


91 用 经 典 深 单元 计算 以 下 问题 ;: 

(1) 求爱 均 布 载荷 9 悬臂 梁 的 端 部 挠 度 ( 用 1,2 个 单元 )， 

(2) 求爱 均 布 载荷 q 两 端 简 支 梁 的 中 点 掩 度 ( 用 1,2 个 单元 ) 。 

(3) 求 受 均 布 载荷 q 两 端 固 支 梁 的 中 点 掩 度 ( 用 2,4 个 单元 ) 。 

(提示 :对 于 问题 (2) (3) ,应 用 对 称 性 条 件 简化 计算 》 

列表 将 计算 结果 和 材料 力学 解答 进行 比较 ,并 分 析 产 生 误 善 的 原因 。 

9.2 根据 前 切 应 变 能 等 效 的 原理 ,计算 贺 形 截面 和 矩形 截面 的 剪 切 校正 因子 。 

9.3 导出 考虑 前 切 深 单元 的 刚度 和 宇 阵 (9. 2. 45) 式 。 

94 ”部 困 将 假设 前 切 应 全 的 方法 用 于 3 结 点 Timoshenko 粱 单元, 列 出 有 关 表 达 
式 ,并 论 证 它们 和 减 纠 积分 方法 的 等 价 性 。 

9.5 分 别 用 2 个 2 结 点 和 1 个 3 结 点 Timoshenko ЛЫН ЕНЖАР туыр 
FEM: (2) дай ат Р; (3) 均 布 载荷 gq 时 的 端点 挠 度 , 将 结果 和 材料 力学 解 进行 比 
较 ,并 分 析 误 差 的 原因 ， 

96 导出 (9.3.16) 式 和 (9.3.17) 式 ,如 何 理解 它们 的 力学 音义 ? 

9.7 ”如何 利用 凝 早 转动 自由 度 的 方法 计算 承受 均 布 载 薪 q 的 两 端 简 支 染 的 中 点 挠 
度 ,并 对 条 用工 个 和 2 个 单元 进行 计算 的 步 聂 和 结果 与 习题 1 的 步骤 和 结果 进行 比较 。 

9.8 ЕЛШЕ £ Р — ЕЕ БЕ НЕР 2 结 点 Timoshenko 梁 单 元 ,导出 它 经 
凝聚 和 扩展 后 的 单元 刚度 矩阵 。 

9.9 如 何 采用 相对 白 由 庶 方 法 避免 图 9. 14 所 示 4 铺 点 和 6 结 点 平面 元 分 析 梁 弯曲 
问题 时 可 能 出 现 的 数值 计算 困难 ,并 列 出 它 的 表达 格式 (提示 :以 顶 面 和 底面 结 点 对 的 位 
移 乎 均值 和 相差 便 作 为 新 的 自由 度 ) 。 


图 9.14 用 于 某 弯 曲 分 析 的 平面 元 


9.10 试 应 用 主 从 自由 度 的 原理 将 上 题 所 列 的 二 维 元 蜡 化 为 Timoshenko Ўй sz. , 
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жж 


。 薄板 将 曲 理论 的 基本 假设 和 基本 方程 ;薄板 有 限 元 区 别 于 实体 有 限 元 的 基本 特征 
和 板 单 元 的 几 种 基本 类 型 。 

* 建立 于 薄板 弯曲 理论 的 菲 协 调 元 和 协调 元 的 构造 方法 盈 各 自 性 能 上 的 特点 。 

. Mindlin 板 单元 的 构造 方法 和 特点 ,保持 总 体 刚度 妊 阵 非 奇 并 性 和 前 切 刚 度 奸 阵 
奇异 性 的 可 能 方案 及 相互 比较 ， 

. DKT 板 单 元 和 应 力 厅 交 板 单元 的 构造 方法 和 基本 特点 。 


D 
Ju 
ШІ) 
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其 他 两 个 方 同 小 得 多 的 特点 ,在 结构 力学 中 引 人 了 一 年 的 假设 ,使 之 简化 为 二 维 问 题 。 这 
种 篇 化 不 仅 是 为 了 便于 用 解析 方法 求解 ;而且 从 数值 求解 角度 考虑 也 是 必要 的 。 它 可 以 
使 计算 量 得 到 很 大 的 缩减 ,同时 可 蓉 避 人 免 因 求解 方程 系数 窍 阵 的 元 素 间 相差 过 大 而 造成 
的 困难 。 

也 正如 前 一 章 所 提 及 的 ,基于 Kirchhoff 假设 的 板 过 单元 ,由 于 在 单元 交界 面 上 要 哥 
ВС 连续 性 ,将 为 单元 的 梅 造 带 来 相当 大 的 困难 .在 本 章 的 讨论 中 ,将 可 看 到 , 板 帝 单元 
的 构造 将 比 C 型 的 实体 单元 复杂 得 多 。 因 此 概况 问题 的 有 限 元 方法 的 中 心间 题 是 如 何 
构造 合乎 要 求 的 单元 。 至 于 求解 的 具体 步骤 则 基本 上 和 C, 型 有 限 元 方法 的 求解 是 相 
[R НО o 

在 讨论 本 意 的 具体 内 容 以 前 ,首先 将 弹性 薄板 理论 的 基本 公式 作 一 扼要 的 叙述 ， 

НИЕ ту ЖЕН ТНА, ШЕ 10. 1 所 示 。 基 于 板 的 摩 度 比 其 他 两 个 
方向 尺寸 小 得 多 ,以 及 栈 寝 比 厚度 有 叉 小 得 多 的 假设 ,弹性 薄板 理论 在 分 析 平 板 弯 曲 问 题 时 
BE: 忽略 厚度 方向 的 正 应 力 , 旭 cs0; 薄 板 中 面 内 的 各 点 没有 平行 于 中 面 的 位 移 , 即 
и(2,у,0) въ (ту 0) 0 薄板 中 面 的 法 线 在 变形 后 仍 保 持 为 法 线 , 同 时 法 线 上 各 点 = 方 
癌 位 移 的 变化 可 以 忽略 , 即 wzyyzsysswczyy0y。 利 用 上 述 假 设 将 平板 弯曲 问题 简化 
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图 10.1 AREA ЖЛ 


J ЕА, H Елу A AUE н] БАДЫ H BJ PE АЕ то ед» ЕР 


тр! 
ulr, yz) =— z — 
Әт 
ӨРТІ 
хуу) 一 一 > 一 
ду 


wlr yz) — wiry) шіт. у) 


因而 广 基 应 变 可 以 由 也 得 到 , 即 


其 中 


Әлду 


(10,1,1) 


(10, 1, 2) 


k 中 各 个 分 量 分 别 氏 表 薄 板 弯曲 后 中 面 在 z 方向 的 明 率 ,y 方 向 的 曲率 以 及 在 у A 


阿 的 扫 率 。 菏 板 的 广 广 内 力 是 


М, 


(10.1.3) 


其 中 M M, ЗЕЕ г MAy 轴 的 截 而 上 单位 长 度 的 弯 矩 ,AM (= М„,) EEEF 
хб 2) 贡 规 面 上 单位 长 度 的 扭矩 ， 根 据 应 力 没 z 方向 成 线性 分 布 的 性 质 ,由 M. , M. My 


可 以 计算 板 内 任 一 点 的 应 力 。 设 板 的 厚度 为 1, 则 ， 


人 


п, = LM, а, 一 ШМ,, Ery = Tya 一 LM, (19. 1.4) 
г š Е 
СУМ ЛА Эс Ж Ж 
М 一 рк (10. 1,5} 
Кн D E sak 3: # *B HTE lal АЕ 
1 в 0 1 ъ 0 
Er” м1 0 и 1 0 
БР = D, 10, 1, 

б=т lv аи 19. 1.6) 

2 9 2 


Er _ 
式 中 Вер ууд НЕМЕ. 


将 广义 应 力 应 变 关 系 410. 1.5) 式 和 几何 关系 (10. 1. 2) 式 代 人 平衡 方程 
PM: „Мо ӘМ, 


да” ахду ы ду: 


+ а (аз? = 0 (19. 1.7) 
АГИЯ НЕВА w 的 如 下 微分 方程 


D. Еее ET 十 та) qr, y) (10.1.8) 
AF gtx;y) 是 作用 于 板 表 面 的 x 方向 分 布 载 荷 。 
板 弯曲 问题 的 边界 条 人 忻 有 以 下 3 种 情况 ; 


(1) 在 边界 S, 上 ,给 定位 移 w 和 截面 转动 8, 即 


wl =w | =й (10, 1,9) 
其 中 % 表示 边界 的 法 线 方向 。 
特例 情况 下 S HALAM ші, =0 БЕ = 
(2) 在 边界 S, 上 ,给 定位 移 w HIEM, ED 
w |5, = и М, |, = М, (10. 1.10) 
其 中 
Fw Fw 
M, =— Do (gpa TY зу) 


特例 情况 下 ,S; 为 简 支 边 , 则 is = 0M |, =0 ш |, = 0,0) =, 


5, 
Ж no 分 别 表示 边界 的 法 问 和 切 问 方 问 。 
(3) 在 边界 S, LAENE M ЖЫННАН V, , Bll 


M,| = M, (о, Ме) 


3 


= V, (10.1.11) 


ROE Жазатын 2 с, 


其 中 MAQ 分 别 是 边界 截面 上 单位 长 度 的 扭矩 和 横向 剪 力 , 可 表达 为 


Tw 


M, =— D, (1 — v) = 一 一 一 


(10,1, 12) 


- M, 2% о.е 20) 


Q. +“ a 


А F S, АНБ. М, | 一 0， ==” 


0 
和 微分 方程 及 边界 条 和 件 相 等 效 的 最 小 位 能 原理 的 泛 函 表达 式 可 以 写成 如 下 形式 


II, = || í (Бек — gw)dedy— J обв) M, Teas 10. 1. 137 


Зак 10. 1. 2) 式 所 孙 , 是 和 的 2 阶 导 数 表达 式 ， 
在 平板 弯曲 问题 的 有 限 元 分 析 中 ,首先 将 结构 离散 为 单元 ,然后 将 各 个 单元 内 的 娆 度 
ш 表示 成 通常 的 插值 形 式 , 即 


=0, 


w = Ма" 
НАА N 是 直角 坐标 或 目 然 坐标 的 函数 .a" 是 单元 的 结 点 参数 。 
进一步 执行 有 限 元 分 析 的 标准 化 了 的 步骤 ,可 以 得 到 求解 系统 结 点 参数 а МЕРИ 
程 为 
Ка = P 
其 中 站 和 PP 分别 为 系统 的 刚度 矩阵 和 载荷 向 量 ，。 
需要 寿 重 指出 的 是 ,现在 活 函 开 中 出 现 的 局 的 导数 最 高 阶 次 是 2。 根 据 收 你 准则 ， 
在 单元 交界 面 上 必须 保 皖 w 及 其 一 阶 导 数 的 连续 性 , 即 要 求 插值 画 数 具有 С, 连续 性 。 


由 于 忆 连 续 时 ,52 连续 自然 得 到 满足 ,所 以 C, 连续 性 的 具体 含意 是 单元 交界 面 上 ен 


уве. 
он 


关于 具有 C, ЕНЕ РЕ 22 00 8 ЕТЕ — ТІҢ СШ а JJH ІН, Жк 
条 题 ] 中 还 比较 简单 外 ,在 二 维 问题 中 , 襄 比 构造 具有 С, 连续 性 的 插值 函数 复杂 得 
多 。 基 于 平板 弯曲 向 题 移 这 种 加 有 特性 ,从 有 限 元 法 的 最 早 发 展开 始 , 太 量 的 工作 
投入 了 构造 板 . 壳 单 元 的 研究 。 根 据 所 要 分 析 的 结构 特点 .分 析 的 要 求 ,发 展 了 基于 
不 同方 法 或 厅 同 变 分 原理 的 各 式 各 样 的 板 壳 单元 。 尽 管 板 .过 单元 的 研究 工作 仍 在 
吸引 着 很 多 有 限 元 工作 者 的 注意 和 精力 ,但 是 从 迄今 为 止 的 发 展 情况 来 看 ,平板 单 
元 大 体 上 可 以 分 为 3 类 ， 

(1) 基于 经 典 薄板 理论 的 板 单元 , 即 基于 (10. 1. 13) 式 所 表述 的 位 能 浴 函 的 并 以 也 为 


код ”专题 部分 


场 函 数 的 板 单元 。 

(2) 基于 保持 Kirchhoff 直 法 线 假 设 的 其 他 薄板 变 分 原理 的 板 单元 ,如 基于 
Hellinger-Reissner 变 分 原理 的 混合 板 单元 ,基于 收 正 Hellinger-Reissner 变 分 原理 或 修 
正 余 能 原理 的 应 力 杂 交 板 单元 等 ;以 及 在 单元 内 或 单元 边界 于 的 阁下 点, 而 木 是 到 处 保持 
Kirchhoff НЕН ЕК Kirchhoff 假设 单元 等 ， 

(3) ЖТР [Г] 5 ЛЕЛЕ BJ Mindlin 平板 理论 的 板 单元 ， 区 别 于 经 典 薄板 理论 的 
是 ,此 理论 假设 康 来 垂 十 于 板 中 面 的 直线 在 变形 后 昌江 保持 为 直线 ,但 因为 横向 前 蕊 变 形 
Н Ж-Е В А РАИ А. РВЕ АК оон, ДЕ w 和 法 线 转动 9. 
КВ, ЗаНЖу ИНЖ. Ме НО. ХО, [н] МГ ДА НЧ АЕ ,根据 约束 变 分 原理 
的 方法 引入 能 量 泛 晓 , 具 恒信 法 和 考虑 剪 切 的 基于 Timoshenko 梁 理 论 的 梁 单 元 相同 。 

FÈR (3) 类 板 单元 的 共同 特点 是 将 构造 C 连续 性 的 插值 函数 转化 为 构造 С, 
连续 性 的 插值 函数 ,使 问题 得 到 简化 。 特 别 是 第 三 燃 板 单元 ,表达 格式 比较 简单 ,和 实体 
单元 的 表达 格式 基本 类 同 , 易 于 组 织 在 统一 的 计算 程序 中 ,因此 近 华 来 受到 人 们 更 多 的 注 
意 。 特 别 蚌 存 不 力 分 析 和 非 线 性 分 析 中 ,更 加 强调 单元 算 性 计算 的 简洁 性 ,这 种 单元 的 优 
AERA RSI H, 

以 下 几 节 将 对 上 述 不 同类 型 的 单 志 逐一 进行 讨论 。 由 于 篇 幅 限 制 ,对 于 其 中 的 某 些 
单元 只 能 着 重 诛 理 的 介绍 ,而 略 去 其 详细 的 推 性 和 列 本 ， 


102 ”基于 薄板 理论 的 非 协调 板 单元 


10.2.1 EERE 


考虑 图 10.2 所 示 和 矩形 单元 1 2 34: 每 个 角 结 点 有 3 个 参数 ; ЕВЕ те, ЕҢ Ма 
转动 8, ЖЕР у 轴 的 转动 如 RI 


(ші (5%) 
8, |= ду}, t: = 1,2,3,4) (10.2.1) 


单元 的 结 成 位 移 向 量 为 


а“ = (10, 2. 2) 
а: 


а, 
ШЫН 12 个 待定 系数 (广义 坐标 ) 的 多 项 式 来 定义 位 移 函 数 ,这 时 4 次 完全 多 项 
式 必 须 略 去 某 些 项 ,为 保持 对 于 z,y 的 对 称 性 ,可 以 方便 地 采 几 下 式 


810% 平板 弯曲 问题 


图 10.2 ЈЕ 


w =u, Haat yH at t ay H ay + G, x° + 
ал? у ays ry: Hany Han у 4- arry 


w = Pa (10, 2. 3? 
P=[] z y ті ay уй а гу ту y ry ху? | 
а= (а а; е ар | 
为 了 确定 待定 系数 wm ,ez заны БІЛДІ 1,234 的 坐标 代入 w 及 其 导数 的 表达 
式 , 则 可 得 到 下 列 方程 组 


Fa k x 
ф = å T G; Z, + G, y, Нат Но ту, + ü; y, — | 


(5%) = Ün = 0 ғал +2%у 5)” = : (і-1,2,3,422 (0,2,0 
(3%) = f, = — 2а,лу— G; y, тт | 
YW E 5) Н ДЕЛ ДЕН ЈЕ, MA 
Са — a (10. 2. 5) 
其 中 心 是 依 厢 于 结 点 坐标 的 12X12 矩阵 ,通过 求 道 可 以 决定 待定 参数 
a = C las (10.2.5) 
将 上 式 代 回 到 (10, 2. DR Ma AES w 的 插值 表示 形式 
w = Pa = PC а“ = Ма“ (10.2.7) 
E HERAN N 可 表示 成 
N = [N. М, М, №] (19. 2. 8) 


而 


N. - С +D HDO фр E „). 


Бра НОСА Б1р —1)—а2(& +1) (6, — 1) 0 十 1)] 

式 中 

E= (хт—ух.)/а 9 = бу-у2/5 

б = ЕЕ, Жж = 97, 
т, Жу. 是 单元 中 心 的 坐标 。 

现 对 上 述 位 移 函 数 的 收 敏 性 条 件 进行 检查 。 前面 已 前 明 薄 板 的 变形 可 以 完全 由 中 面 

be BE w 所 表征 。《10. 2. 3) 式 中 的 前 З 项 ar 十 wz 十 wy 代表 薄板 的 刚体 位 移 , 其 中 В 
表 薄 板 在 方向 的 移动 ,a Па ҮЛКЕН уі 轴 的 刚体 转动 。 式 中 x 
авту Рав y 代表 薄板 弯曲 的 常 应 变 ( 常 曲率 和 常 扭 率 ) 项 ,因为 将 它们 代 人 (10. 1. 2) 式 
可 以 得 到 ， 


2 2 аа 
„= 2ш ш 2а, A 
Әт dy” 
2 ' 
Ки = 2 ш == — 20. 
i ӘлдӘу 


从 以 上 分 析 可 见 ,(10, 2, 3) 式 所 表达 的 w 是 满足 完备 性 要 求 的 ,因为 它 包 含 了 刚体 
MHAR MIE, 

现在 来 检查 相 邻 单元 之 间 的 位 移 连 续 性 ,从 (10, 2.3) 式 可 以 看 到 r 一 常数 或 у-Ж 
数 的 达 界 上 ,w 是 三 次 变化 曲线 , 它 可 以 由 两 上 端 结 点 的 4 个 参数 唯一 地 确定 。 例 如 边界 
12 Бой чо, (90/95), ғау wdy) ЕМА ИМАТ E 是 连续 的 。 
但 从 (10.2,3) 式 还 可 以 看 到 在 单元 边界 上 zo 的 法 向 导数 也 是 三 次 变化 的 。 仍 以 边界 1 2 
HP Awar 是 ?的 三 次 式 , 现 在 只 有 两 个 参数 , 即 (9re7ar) Mewar), 不 能 唯一 网 确 
定 沿 边界 1 2 上 三 次 变化 的 areyazr, 因 此 单元 之 问 法 向 导数 的 连续 性 蓝 求 一 般 是 不 能 满 
是 的 。 也 误 是 说 这 种 单元 是 非 协调 的 。 但 是 可 以 验证 这 种 非 协调 单元 是 能 够 通过 分 片 试 
验 的 ,所 以 当 单元 划分 不 断 缩小 时 ,计算 结果 还 是 能 收 全 于 精确 解答 ,实际 计算 证 实 了 这 
一 点 。 

在 得 到 vc 的 撒 值 表示 (10.2.7) 式 以 后 ,其 余 步 紧 是 标准 化 的 。 普 先 将 它 代 信 
《10. 1.2) 式 得 到 广义 应 变 问 量 


Кт Lw = LNa' = Ва“ (10,2,9) 
再 将 上 式 代 人 (10. 1.5}) 式 得 天 广义 内 力 向 量 
М = Dk = Ва" (10. 2.10) 
利用 以 上 两 式 形 成 单元 刚度 矩阵 


K: =] ВТ рВатау (10. 2.11) 
Гі 


第 10 Ж атана 


式 中 有 是 单元 的 面 税 , 吕 =4q65, 当 单元 厚度 了 是 常数 时 ,上 式 可 以 品 式 积分 , 因 和 公式 比较 
JÚ TS , X EME. 
当 单 元 上 作用 分 布 载荷 如 时 ,单元 载荷 向 量 可 按 下 式 计算 
P= EE (10. 2. 12) 
ша) 


ТД у 是 常数 时 P" 的 其 体 结业 
P*= 4gab[1/4 Ь/12 -а/12 174 Ь/12 а/12 1/4 —Ь/12 
а/12 1/4 —b/12 ат? 

上 列 结果 表明 ,此 时 载荷 向 量 的 所 有 分 量 都 不 等 于 堆 , 其 中 1,4,7,10 分 量 是 作用 于 结 点 
的 = 方向 集中 力 , 各 等 于 1/4 的 总 载荷 4 上 65, 这 从 直觉 上 也 是 可 以 预计 的 。 其 余 分 量 是 
分 别 作 用 寺 结 点 的 集中 力矩 ,对 于 结构 内 部 的 结 点 ,如 果 周 围 的 4 个 单元 面积 相同 , 则 各 
个 单元 在 此 结 点 的 相应 分 量 之 和 仍 为 零 。 

Мот 四 边 支 半 的 方形 薄板 , 支 隋 包 括 四 边 固 支 和 四 边 简 支 两 种 情况 ,承受 殉 布 
Ri a 或 中 央 集 中 载荷 。 因 为 对 称 , 只 取 1⁄4 用 不 同 密度 的 网 格 进 行 计算 。 用 有 限 元 法 
жанын Timoshenko 解析 解 的 比较 列 于 表 10.1。 其 中 工 是 板 的 边 长 ,了 D= 


>= ) TER pik v = -0.3. ЖТЖ f Ж] q 的 情况 , 沿 中 线 的 w ва 
мона ШЕ 10.3 PUR. 


0: 
47 
10 
15 


16 16 ЕВЕ 5А 
--в--в6ха ІНЕН 
- -全 一 4X4 划 共有 限 元 解 
-e -2x2 划分 有 有 限 元 解 


(к^. 10 HERE (w) 


3 


图 10.3 SRi PA А А ДЕНЕ ЖП ЖОЕ 
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表 10.1 ЕЛЫ} PARE ОРЕ S л) 


网 в | 结 点 数 | ” 均 布 载荷 集中 载荷 集中 载荷 


i 


тоа Н, то, D PI 


— — н 一 一 nr- w 


2х2 9 0. 003 446 0,013 784 Ü. 001 450 0, 005 918 
4.4 25 0, 003 939 0,012 327 0, 001 403 0. 006 134 
8 >x B | 81 0, 004 033 0,011 829 0, 001 304 0. 005 803 

15х 16 | 289 1, 004 LIG 0, ӨТІ 671 0, 001 275 0, 005 672 

解析 解 О. 004 062 0. 011 60 0. 001 26 0. 005 60 


0110.2 ДАННТХЕЯЖВЕИЛЕВЖЖЕНМНАН о. НОРАК. E. 1⁄4 进行 有 
кл йт. ЖАС ВАТА. HIS BR GbE K 48 B) ps ЕШ РЕН E; 7р 
解 的 比较 见 表 10.2, 


# 10.2 НдЕЖЕЛЕЙНЕМБНЕНЖЖІЖЕНЛ) 


ян 点 
网 Ж 
то? M zL 
22 0.0126 0. 139 
4х4 0.016 5 0, 143 
66 0.0173 0. 150 
差分 解 0.017 0 0. 140 


МИ ЕЯ PIRS Я пу А.Н ЖЕН Б $R 85 ЛИ НА т, ЛЕН E 
甚至 在 角 点 支承 的 情况 , 角 点 附近 存在 应 力 集 中 .有限 郊 的 解答 也 是 比较 好 的 。 其 次 ,从 
算 例 还 可 畴 到 ,虽然 非 内 调和 矩形 板 无 收 误 性 得 到 让 实 , 人 得 是 收敛 并 非 一 定 是 单调 的 , 即 不 
一 定 是 精确 解 的 下 界 或 上 界 ， 

需要 指出 ,上 述 人 矩形 板 元 不 能 推广 到 一 般 的 四 边 形 极 元 ,因为 经 过 坐标 变 挽 得 到 的 一 
般 四 边 形 单元 不 能 满足 之 应 变 准 则 , 即 单元 不 能 通过 分 片 试 验 ; 所 以 收 人 证 性 是 很 差 的 ,不 
能 用 于 实 除 计算 。 

除 下 形 板 元 外 ,唯一 能 满足 营 应 变 准 则 的 是 平行 四边形 板 元 。 其 蛛 因 是 第 形 和 平行 
р ZE ЖЕ КЛЕН ЕГ 47 p| А ЖЖЖ. МАК z.y На ba 2.7) 的 关系 
(参见 图 10. 4) 是 

Š = (х--у сос а)/а 7 = у свс о/р (10. 2, 13) 
其 他 所 有 计算 会 式 也 可 导出 ,这 里 不 一 一 列 出 。 
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10.2.2 三 角形 板 元 


一 戎 形 板 元 能 较 好 地 适应 复 隶 的 边民 形状 , 开 实 际 分 析 中 得 到 较 多 的 应 用 。 
ва З 结 点 三 前 形 板 元 ,如 图 10.5 所 示 , 每 个 结 点 有 3 个 位 移 参 数 , 即 зо, 0... 
0. (i 二 1;2,3) ,单元 共有 9 АНА. ВУ И к, у 的 多 项 式 形式 , 则 其 
中 详 包 含 3 项 ,而 一 个 完备 三 次 多 现 式 包含 10 YT, BI 
а Бах озу ar Боту Бо у Har or y+ a zy + ay 


+ 


| 


z 
= - 
z 


2а--- ту „ 
图 10.4 平行 四 边 形 单元 和 斜 坐 标 图 10.5 3 结 点 二 骨 形 板 单 元 


所 以 必须 从 上 式 中 删 去 一 项 。 如 前 所 述 , 前 6 项 代表 刚体 位 移 和 党 应变, 是 保证 收 雍 所 翌 
需 的 ， 而 .次 方 项 删 去 任 和 何 一 项 ,都 不 能 保持 对 于 zx пу 的 对 称 性 ,因此 有 人 建议 令 
a = ау, 以 达到 减少 一 个 待定 系数 并 保持 对 称 性 的 日 的。 十 惜 在 此 情况 下 ,对 于 防 个 边界 
分 别 平行 于 xz 轴 和 y 轴 的 等 且 三 逢 形 单元 ,确定 站 的 代数 方程 系数 垂 阵 习 是 奇异 的 , 因 
Қа 不 能 确定 ,所 以 令 =a 的 方案 是 行 不 通 的 。 还 有 一 种 方案 是 将 单元 中 心 乒 度 ew 也 
作为 一 个 参数 ,但 按 此 方案 导出 的 单元 是 不 收 化 的。 上 述 因 难 可 用 引 人 面 积 坐 标的 方法 
如 以 克服 ， 
3.3.] 玉 已 介绍 了 而 积 坐 标 和 直角 坐标 的 关系 , 即 有 


L. = ба, + вл tey) G= 1,2,3) (3.3.5) 
并 有 
А abe L. — L; -一 I 
其 中 ab c ЖЕШ = ЕЁ Su АЦ E КЕ ЕНЕ (2.2.7) ә, F Z B ЮЧ $F b Н] 
НИН ЖЗА ж». 
х= Ура, у= Уго, (3.3.7) 
其 中 ра V; 是 三 前 形 单 元 顶点 的 坐标 值 。 
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次 式 分 别 有 以 下 各 项 : 


— 
— 
— 


面积 党 标的 一 次 、 二 次 、 


一 次 式 r Li , 1... 


(10. 2. 14) 


,Ls 


(10,2,15) 
(10. 2. 16) 


线性 组 合 表示 为 


Жі. Іх a „Г ‘Ll „Газ La ‚1з L} 


— 
— 


Lalal, 


1% 


1 


L. LEL ДАТА РАТА L ТА LaL 


2 
1 


WA.: LY Li ,Li,L 
由 《3， 3. DAB Й, тыу В) -一 


— 
— 
— 


次 完全 多 项 式 可 用 (10.2.14) 式 中 3 项 的 


(10.2.17) 


14) (10. 2. 15) 两 式 中 任 取 6 项 的 线性 


a L, + a; La таза 


项 


可 用 (10. 2. 


次 完全 名 项 式 中 的 3 


例如 ， 


mr 


ry 的 
CET 


До 


š 


(10. 2. 18) 


Li 


+ a, а + a, La Le + а Lely +а La 


这 表面 土 的 任意 性 是 由 于 Ls bas Ls 


完全 多 项 式 的 实质 。 


La: 


gı Li + а; 


二 次 


的 而 引起 , 它 不 影 啊 +, у 的 


7E 


中 只 有 了 两 个 是 独 


包含 (10.2.167 式 中 的 4 项 以 及 (10.2.14)， 


少 
(10.2. 15) 和 (10. 2, 16)3 А ВЛ КО 项 的 线性 组 合 ， 


项 式 应 至 


次 完全 多 


== 
— 
— 


ПЕ Е: 的 


形 板 单元 的 插值 吨 数 ,为 此 先 了 解 一 下 510. 2. 14), 


— 
— 
— 


现在 来 研究 构造 3 а 
(10. 2. 15) 以 及 (10.2. 16) 式 中 某 些 项 的 几何 性 项 ,并 表示 于 图 10.6 中， 


基本 函数 


此 
ЕУІ 1-3 作 刚 体 转动 ,tn =], 


图 10.6 用 面积 坐标 多 项 式 表示 的 某 


Г „Ва. 
的 线性 组 会 可 以 表示 单元 的 任意 给 定 的 刚体 位 移 。 


чл =Ü. ВТЕ Гл „Г, :Ls 


л 


Ё (а) л w 


Е. 10% 平板 弯曲 问题 


# w= Г а, MA l- 2 和 1-3:m 一 0， 当然 也 包括 w 的 所 有 结 点 值 w = = 100 --ил- 
0。 骨 利用 关系 式 


sP tb: or +h г) 

5- че тези Ве я) 
可 以 证 明 在 边 1-3( 包 括 结 点 1 和 人 нави 2 .Әш/Әтус0, 
дш/9ууе0, ДВ A AWER w= LLL, RAA w= L: L, 相同 的 性 质 。 所 以 由 LiI 和 
151. 的 线性 组 合 可 以 给 出 (9w/37)s (ашау), 的 任意 指定 值 。 

再 如 纪 二 LaL;, 它 在 3 个 结 点 上 ; 泌 数 值 及 偏 导 数 都 等 于 零 , 即 зо, = (а/а), = 
(о/ду),<-0 (1 1,2,3) 所 以 它 不 能 由 结 点 参数 决定 , 因 之 在 梅 造 单元 插值 函数 时 不 能 
单独 应 用 。 但 它 和 LiL; 等 项 结合 使 用 ,如 写成 LiL, 十 CLiLsLs(C 是 某 个 常数 ) 形 式 , 可 
ЛПр $k Н — ЖЕРЕ. 141,1; 和 Lila + 1/2111, #жЕ В (с) СЬ), LL, + 
CL Lil 形式 的 函数 共有 6 项 。 

对 于 现在 要 构造 的 三 角形 板 元 的 位 移 函 数 可 以 先 取 为 

z —a, L, + аа +a L, +a, а + CL Lala) + + + 
a|, (LIL, + CL ,L,L,) (10, 2, 19) 
其 中 a) ,a;,*… sas 是 待定 系数 ,上 式 对 于 自然 坐标 Li ,Li ,Ls 在 形式 上 是 对 称 的 。 但 是 由 
于 它 只 包含 9 项 并 不 能 代表 x、y 的 完全 三 次 式 , 所 以 一 般 情况 下 不 能 保证 w 满足 常 应 变 
取 求 , 即 当 结 点 参数 赋 以 和 常 曲率 或 常 扭 率 相 对 应 的 数值 时 ,w 不 能 保证 给 出 和 此 变形 
状态 相对 应 的 挠 度 值 ， 幸 好 ,(10. 2. 19) 式 还 有 常数 CC 可 以 调整 ,可 以 证 明 , 当 C=1/2 时 
(10.2. ТУҒАН w EWEA MERER. 

(10. 2. 19) 式 中 C= 二 1/2, 并 以 结 点 的 坐标 代入 其 中 以 及 它 的 导数 表达 式 , 可 得 到 用 面 

积 坐 标 和 待定 参数 表示 的 各 个 结 点 的 位 移 参 数值 为 w, ,9., 和 98, ,并 且 


дт) 


8. = (5%) 0, = (52) (i = 1,2,3) 
利用 以 上 方程 可 以 决定 ea ,oo 。 再 回 代 到 (10. 2. 19) 式 ,就 可 最 后 得 到 ww 的 插值 表 
达 式 
w= Ма“ (10. 2. 20) 


а, 
й: 
а: 


或 


wW 一 [М, М, №, | 


其 中 
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了 +H + LIL, — L L: — Ll 


_ b (и 1141; г.) (ит. + за) 


а (а + ала) о (ML + +L Lala] 


N, , N, 可 通过 轮换 下 标 1 一 2 3 而 得 到 。 


---- -----т-т- 


т w и о ла - 


一 


4х44 术 规 则 
10.7 方 板 的 二 角形 单元 划分 


将 (10.2.20) 式 代 人 (0.1.2) 式 ,可 得 到 B, 并 进而 按 标 准 化 的 步 缀 计算 单元 刚度 欠 
ЕК. 应 当 指 出 ,因为 K 的 积分 表达 式 是 用 面积 坐标 表示 的 ;所 以 可 利用 积分 公式 
(4.4, 12) 显 式 积 出 。 也 可 以 简单 地 利用 数值 积分 计算 к мак 中 忆 包 含 面积 坐标 的 
二 次 项 , 故 对 于 一 个 三 角形 板 元 , 仅 需 3 点 积分 就 可 以 给 出 精确 积分 的 结果 ( 见 表 4.4), 

现在 检查 位 移 函 数 在 单元 交界 面 上 的 协调 性 。 在 单元 边界 上 ,za 是 三 从 变化 ,可 由 


两 端 结 点 的 u 及 3 吕 值 唯一 地 确定 ,所 以 e 是 协调 的 。 但 是 由 于 单元 边界 上 5 是 二 次 变 
化 ,不 能 由 两 端 结 点 的 守信 唯一 地 确定 ,所 以 单元 边界 上 是 不 协调 的 。 

Irons 等 上 号 证 明 如 果 单 元 网 格 是 由 3 组 等 间距 直线 产生 的 (如 图 10.7 中 的 4X4 利 
4X4 有 A 网 格 ), 则 此 种 单元 能 够 通过 分 片 试验 ,并 且 有 限 元 解 能 收 化 于 解析 解 。 而 4X4B 
网 格 ,虽然 解 也 收 伍 ,但 位 移 值 大 约 有 1.5% 的 误 共 。 

对 于 大 多 数 工程 问题 ,出 非 涉 调 元 得 到 的 解 的 精度 是 足够 的 ,常常 还 可 给 出 比 协调 元 
更 好 一 些 的 结果 ， 这 是 因为 利用 最 小 倍 能 原理 求 得 的 近似 解 一 般 使 结构 呈现 过 于 刚 硬 ， 
而 非 协 调 元 实质 上 是 未 精确 满足 好 小 位 能 原理 的 要 求 , 在 单元 交界 面 上 有 较 多 的 适应 性 ， 
使 结构 趋 于 柔软 ,正好 部 分 地 抵消 上 述 过 于 刚 重 带 米 的 误差 。 


第 10 章 Ен тима ши оза] 


例 10.3 Жї ЖЖ PEB) rR ТЫ Тг н ЖР #k r КАН 10. 7 所 示 不 同 网 格 
进行 划分 和 计算 。 沿 板 中 心 线 的 措 度 和 М, 的 结果 以 及 和 解析 解 的 比较 均 术 于 图 
10.8 h. 


КЕЗ? кое 简 支边 


І27Х10: 


(RETRE ) 
300 
в 2Х2@ Dw Xx 10811 
а АХА) Рм х 10%Р 
7 4x4 1160x 107° 
x 6х6(8) 560 х |075 (解析 解 ) 
© R> 8 (Шы) к, | 1 000 


Ф 不 规则 网 格 (60-8) 


1200 
(а) 这 TL ДЕРДІҢ 
‘| 257Р Ж {Р | ЫА ААТ q 
| г -600 
А, | 一 
š 513 ЕТЕ) 1 
х + 
š Е 
x x | 
| ШЕ 5 
0 к 
| | 
i 
ki і ' 
2000 ` ` 
Š A 
` е 钱 性 涉 均 但 


--- 单元 内 实际 分 布 


(Б) 沿 中 心 线 的 Af, 
图 10.8 Е жн 


348. 
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Ж 10. 8(a) 可 见 , 随 着 网 格 的 加 蜜 ,有限 元 结果 趋 于 艇 析 解 ,8X8 网 格 的 计算 结果 
基本 上 种 解析 解 一 致 。 另 一 上 方面 ,由 于 所 采用 的 单元 是 非 协 调 元 , 解 的 收 化 不 是 单调 的 。 
图 10. 8(b) 中 内 给 出 8 >< 8 网 格 的 计算 结果 。 从 图 可 见 , 单 元 内 М, 时 线 性 分 布 , 在 单元 交 
界面 上 不 连续 ,但 单元 中 心 的 М, 和 解析 解 罕 合 得 很 好 ， 


103 基于 薄板 理论 的 协调 板 单元 


从 上 节 的 讨论 中 已 知 , 在 不 少 实际 问题 移 分 析 中 非 协 凋 板 单元 获得 较 好 的 结果 ,但 是 
收 合 性 是 以 通过 分 片 试验 为 条 件 的 ,使 用 范围 受到 限制 。 此 外 ,即使 收敛 也 并 非 单 调 的 ， 
不 能 对 解 的 上 界 或 下 界 和 做 出 估计 。 因 此 在 板 壳 有 限 元 分 析 的 研究 中 ,特别 在 其 早期 ,协调 
板 单元 的 研究 受到 相当 的 重视 。 

在 经 典 薄板 理论 的 范围 内 ,使 板 单 元 满足 协调 性 要 求 的 方法 有 二 :一 是 增加 结 点 参 
数 , 即 在 续 点 参数 中 还 包 依 o 的 二 次 导数 项 ;二 是 在 保持 每 个 结 点 有 3 个 参数 的 前 提 下 
采取 其 他 一 些 错 施 ,如 附加 校正 函数 法 ,再 分 割 法 等 。 现 选择 其 中 有 代表 性 的 一 二 种 加 以 
介绍 。 


10.3.1 3 结 点 参数 的 协调 元 


前 述 的 3 结 点 三 角形 单元 之 所 以 是 非 协调 的 ,是 由 于 在 每 个 边界 上 水 向 导数 3zer7az 
是 二 次 变化 ,只 有 两 端 结 点 的 3twi3n 值 不 足以 唯一 地 决定 它 。 现 在 设想 能 找到 分 别 和 各 
Ф YL AH EK ЖШ) ЖЕТЕ Ж, БИШ ЖОЛ 2-3 KRAER ERAR %, , 它 具 有 如 下 性质 ， 

(D 在 全 部 边界 上 %,=0, 

(2) 在 边界 1-2 和 1-3 Ев ме Жо? /ди-0; 

(3) 在 边界 2-3 上 ags:7anz0, 按 二 次 变化 ;并 在 边界 2-3 的 中 点 4 取 单 位 值 。 

ЖЖАЖО 由; 和 名, 。 这 样 一 来 , 则 可 接 一 定 比例 将 它们 释 吉 到 原来 非 


协调 的 位 移 函 数 中 , 则 有 


w = wo БФ + 7% + 7,% (10.3.1) 
其 中 w 是 非 协 调 元 的 位 移 函 数 , 即 (10. 2.203, У.У, ,7 是 待定 常数 ,可 以 通过 调整 
它们 的 大 小 ,使 得 axeyan 在 各 个 边界 中 点 的 数值 等 于 各 个 边界 两 端 结 点 3ww3n 值 的 平均 
值 ,也 即使 ww 在 各 个 边界 的 法 向 导数 3rw9n 成 线性 变化 ,因此 两 端的 法 向 导数 值 就 能 唯 
一 地 确定 它 了 ,从 而 使 相 邻 单元 交界 而 上 的 协调 性 得 到 实现 ， 
按 诛 来 非 协调 位 移 函 数 计 算得 到 的 各 个 边界 中 点 的 anyan 值 可 表示 如 下 ， 


кож тиан  __ 


ЕЗ = 2а" (10. 3. 2) 


式 中 下 标 4.5.6 分 别 表 示 边 23.3 1.1 2 的 中 点 。 
按 原来 位 移 函 数 计算 得 到 的 各 个 边界 两 端 结 吕 3%wo /3n 的 平均 值 可 表示 为 


(5) 


J а 
(55%) = Ya: (10.3.3) 
Оп 5 


(%%) 
Өт 8 
(10. 3. ОКВЖЮЦЕИАЯ ЛЕЛ Я rh ak ЕЗ КЖ Ж 
У 


(10, 3. 4) 


РЕ 
ХЕ 1152 tF pR S АУРЕ ЗМИЯ P ЈА НАТР АН 
值 ,应 有 下 列 方 程 


Уа“ = Za’ + Y (10.3.5) 
从 而 得 到 
у = (Y — ра (19. 3.6) 
这 样 就 得 到 经 校正 后 的 位 移 函 数 琢 达 式 
| ш = Ма [ы $ $o] -Da (10,3.7) 


上 式 所 表 未 的 位 移 函 数 是 完全 满足 协调 性 要 求 的 ,而 县 对 原来 位 移 函 数 ao, 的 完备 
性 是 没有 干扰 的 ,因为 在 常 应变 * 即 党 曲率 和 常 扭 率 ?的 情况 下 ,校正 函数 项 恒 为 零 。 
现在 的 名 题 是 能 否 找到 上 还 校正 函数 ,网 答 是 肯定 的 。 例 如 
LLL 
(L, + L, )(L, + La) 


Еҙҙ 


(10, 3.8) 


WIəIOQIŠIT,ƏWAIESS 
(Li FED + L.) 


[РД ТЕ RL ЛЕ ЖЕ ЖЕ ЖКТЕ. НЕЕ И ЕЕ РА ДЕЛЖ 1-2 和 1-3 
上 一 次 导数 等 于 零 ; 在 边界 2-3 [дєн /дп 是 二 次 变化 的 。 现 在 只 要 令 


Еҙ4 


(10, 3. 9) 


- В, 
' 
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Ёз 
fa = ла (10. 3. 10) 


就 达到 了 月 的 ， ЖЕН (дел / 4н), 是 Ёз {ЕЙ 2-3 На 4 RITE Га] -F 348. 

类 伏地 ,还 可 以 得 到 Ф. Ро, 

关于 四 边 形 协调 杉 单 元 的 构造 ,最 向 单方 法 是 利用 三 第 形 单元 的 组 合 , 如 图 10.3 所 
示 。 也 有 直接 建立 的 3 纺 点 参数 的 四 边 形 协调 元 ,这 里 就 不 一 一 列举 了 ， 


х] L 


图 10.9 Ж СЛЕТ. 


关于 这 类 协调 单元 的 性 能 ,可 以 指出 ,其 优点 是 在 保持 3 个 结 点 参数 的 条 件 下 单元 协 
调 性 的 要 求 可 以 完全 满 是 ,因而 保证 了 有 限 元 解 的 收 合 性 , 即 在 单元 尺寸 不 断 减 小 时 , 解 
能 单调 收敛 于 精确 解 。 但 在 实际 计算 中 单元 尺寸 总 是 有 限 的 ,因此 计算 结果 常常 使 结构 
表现 得 过 于 刚 硬 ， 

例 10.4 现 以 简 支 方 板 承 受 中 心 集中 载 匣 为 例 , 采 用 不 同 的 下 角形 板 元 (其 中 有 些 
单元 在 讨论 中 未 涉及 到 ?进行 计算 ,图 10. 10 中 给 出 中 心 指 度 的 误差 和 网 格 单元 数 的 关 


系 。 其 中 误差 是 指 计算 结果 与 解析 解 相差 的 百分比 , N 是 二 边 长 的 单元 数 。 从 计算 结果 


可 见 ,协调 元 总 是 偏 于 刚 硬 一 边 并 趋 于 收 和 伍 , 而 非 协 调 元 则 不 一 定 。 对 于 同 是 9 个 自由 度 
的 三 第 形 单元 , 非 协 调 元 (2)、(3) 较 之 协调 元 (5)、.(6) 有 更 好 的 精度 和 收 襄 性 ,而 后 者 嘻 现 
比较 刚 硬 的 性 质 。 
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图 10, 10 不 同 二 角形 单元 的 误差 比较 


PIP Фин ы 


10.32 多 结 点 参数 的 协调 元 


多 结 点 参数 是 指 结 点 参数 中 除 w 和 它 的 一 阶 轩 数 5 和 守 以 外 ,还 包含 的 二 阶 导 
数 ,甚至 更 高 阶 导数 。 这 里 仅 以 21 个 白 由 度 和 18 个 自由 度 的 三 角形 单元 为 例 ,说 明 这 种 
单元 的 一 些 特点 ， 
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图 10.11 21 个 自由 度 的 一 角形 板 单元 


ЁН 10.11 所 示 的 三 角形 板 单 元 ,与 总 全 坐标 平行 的 zy 坐标 系 的 原点 放 在 单元 的 中 
Ü. ПЕК ry 的 宛 全 5 次 多 项 式 , 其 中 包含 21 个 待定 系数 ,可 以 用 21 个 结 点 参 


数 的 条 件 决定 。 规 在 的 情况 是 每 个 角 缚 点 包含 有 6 个 参数 , 即 w (F) (5). 


(2) (SR) (SE) ,G=12,9。 另 外 每 个 边界 的 中 结 点 有 一 个 参数 , 即 { 2 


ay ахду 

(4= 4,5,6), HERA 21 个 条 件 正 好 用 以 确定 21 个 待定 系数 。 单 元 刚度 矩阵 及 载荷 向 
量 等 计算 步骤 是 标准 化 了 的 ,但 各 个 公式 比较 元 长 ,这 里 不 AH, 

果 以 检验 这 种 单元 是 完全 满足 协调 性 要 求 的 。 在 每 个 边界 上 w 是 五 次 变化 ,两 端 结 


点 分 别 有 w TE TE MRA 6 个 结 点 参数 ,可 以 唯一 地 确定 边界 上 五 次 变化 的 名 ,所 以 


+ 
È 


| 1 š 1 
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界 的 中 结 点 有 5 , 即 共有 5 个 结 点 参数 ,可 以 唯一 地 确定 边界 上 四 次 变化 的 am ,所 以 边 
界 上 2 也 是 协调 的 。 

需要 指出 ,边界 中 结 点 的 出 现 一 般 是 不 希望 的 ,这 是 因为 通常 都 是 采 骨 直 搂 法 求 
解 有 限 元 的 线性 代数 方程 组 , 边 痊 中 结 点 的 出 现 将 较 多 地 增加 方程 组 的 带宽 ,在 计 


算 工 是 不 经 济 的 ,因此 又 出 现 18 个 自由 度 的 概 单元 。 它 的 位 移 函 数 仍 是 五 次 多 项 
式 , 角 结 点 仍 各 有 6 个 结 点 参数 ,但 是 各 个 边界 中 结 点 的 3w/an 值 不 再 作为 独立 参 
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数 , 而 是 作为 限制 各 个 边界 上 3w/9n 为 二 次 变化 的 附加 条 件 。 这 样 一 来 仍 是 21 个 条 
FFER A йй е бу Ж ЖОНЕ 21 个 待定 系数 。 计 算 实践 表明 这 种 单元 可 以 取得 较 好 的 
ТАЖ, 

多 纺 点 参数 的 四 边 形 协调 板 单元 使 用 较 少 ,因为 只 有 和 上官 形 单元 可 以 较 方 便 地 采用 
Hermite 多项式 作为 位 移 函 数 ( 见 3. 3. 2 ў, НОН Р (Ok be E u) ,但 是 这 种 单元 
不 能 适应 一 般 元 何 形 状 的 结构 。 而且 一 般 四 边 形 概 单元 除 取 三 角形 组 合 的 方法 以 外 , 直 
接 建立 全 单元 的 位 移 阔 数 也 比较 复杂 。 

利用 多 结 点 参数 的 协调 元 ,在 某 些 情况 下 也 可 取得 好 的 结果 ,全 是 由 于 总 的 自由 度 较 
多 ,表达 格式 复 水 , 故 计算 基 较 大 。 使 其 应 用 受到 限制 的 另 一 重要 原因 是 由 于 结 点 参数 中 
包含 高 阶 导数 ,如 果 相 邻 单元 材料 性 质 不 同 或 厚度 不 同 , 则 保持 结 点 位 称 高 阶 导 数 的 连续 
性 ,就 不 可 能 保持 结 点 上 力 窍 的 连续 性 ,因而 不 可 能 得 到 很 好 的 计算 结果 ， 

本 市 所 述 两 种 建立 协调 元 的 方法 ,都 是 以 位 称 w 作为 唯一 场 阔 数 来 设计 板 单 元 的 。 
总 的 来 涪 位 移 沙 数 比 较 复杂 , 且 各 自 还 存在 一 些 固有 的 缺点 ,近年 来 的 研究 工作 已 提出 很 
多 不 限于 以 w 为 了 唯 一 场 函 数 的 板 单元 。 这 些 将 在 以 下 几 节 中 进行 讨论 ， 


104 Mindlin 板 单 元 (位 移 和 转动 各 自 独立 插值 的 板 单 元 ) 


10.4.1 Mindlin 板 单元 的 表达 格式 


往 上 一 章 已 经 讨论 了 位 称 和 转动 各 自 独立 插值 的 Timoshenko 滩 单 元 ,现在 要 讨论 
的 单元 实际 上 是 网 一 原理 在 概 弯 曲 问 题 中 的 应 用 ， 
当 位 移 和 转动 是 各 自 独 立 的 场 函 数 时 ,系统 的 总 位 能 可 以 表示 为 外 
П, = П, + a Е 8, ) Ага) + | (58 - в.) аха (10.4.1) 
АНП, 就 是 (0, 1. 13) 式 所 表示 的 系统 总 位 能 。 对 于 位 移 和 转动 各 自 独 立 播 值 的 情况 ， 
КАН Ж 


П, = (+ трк — gw jdzdy -| Олаф 十 
0 5, 


|... (M:s 4 MO dS (10.4.2) 
上 式 肉 访 即 (10.1.6) 式 表示 的 弹性 关系 矩阵 D x 在 位 称 和 转动 各 自 独立 的 情况 下 应 表 
示 为 


Q MERREN 9,.0, ЕЕЛЕНШ-ІМ60,,0, 有 所 区 别 , 现 在 的 名 , 久 B Ң2и/24.2ау2У J FE) — Ж B9 
转动 。 


%10% 平板 弯曲 问题 | 


к i 
к, - - 9% (10. 4,3) 


-(о аа) 


如 同 Timoshenko 粱 单元 的 情况 ,对 于 各 向 同性 材料 的 板 单 元 ,可 在 (10, 4, 1) 式 中 令 


@ (zt 
аа = Әз = — = 


2 26 
RIP С ЖИ БВ г, ЖЕЛЕ ДЕ 35 ВЈ 89 pu АЛЕ БЕ ЫҒЫН ЖІ А 
НЧ) ЖЛЕ ЖЖ. ЖЕШ ВО ТЛ py А ВЕ ЗЗД, ЛАХ 6/5. З — Ж, (10. 4. 1) 式 表示 的 就 是 
ТЕЗЕК Mindlin ЖЕНУ ра. БЕ МЕ НЫ азс ЗУ B9 лақ 
可 用 于 分 析 较 厚 的 平板 弯曲 问题 。 而 用 于 薄板 时 ,10, 4. DADE AT to Ti) ТЕН, 
Kirchhoff 直 法 线 很 设 通 过 以 下 约束 条 件 得 到 实现 ， 


(10, 4,4) 


С- = 0 (10,4,5) 


由 十 位 能 表达 式 中 w 和 转动 六 ,水 是 各 自 独立 插值 的 ,所 以 它们 的 插值 函数 愉 要 求 
C, 的 连续 性 。 可 以 利用 第 3 章 中 所 介绍 的 各 种 C, 型 的 二 维 插值 联 数 将 ж,0,,0, 表示 为 


8, 
й | = №" (10. 4.6) 
Tt 
нн: 

N = | N-I мъ М.Г) 

G 0 ` 

а; 

а 一 А й, == эз {{ = 1,2,+б уп) 
g w, 
a, 


Мат, 2 ҺЕ С, W n AAO лр. E 353 的 单位 矩阵 ,mn 尾 单 元 结 
AR. 


将 (10. 4. 6) 式 代入 (10.4.3)7 和 (1I0. 4.5) 式 ,可 得 ， 


к 一 Ва“ C = Ва" (10. 4. 7) 
其 中 
В„ = (В, Ват“ B,, | Б, = |В, Ва“ В., | 
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= 9 š | IN 
Mi см. 0 J7 
ы=| 0 -2 o] B= 
М о м, ФА 
aN, ам, 0 ду 
y ar 
AERECO 4. ERAZ AO 4. ОП РАН ЕЕ НИ ЯНЕ 
Ка = (K, aK ja = P (10.4.8) 
其 中 
K,= УК; К,= УК, P= УР: 
并 且 
4/1, п, 
го? М, 0 
Р = | NTO dzdy+ Í N: |M. 48+ м' о |45 
П, s ҮЗ, Sa, = 
4 0 О, 


需要 指出 的 是 ,由 于 Mindlin 板 理 论 中 有 3 + PB fh r B) С ра, ТИПТЕ 
边界 的 每 一 点 上 应 有 3 个 5 而 不 是 只 有 一 个 独立 的 CC 型 场 旺 数 的 薄板 理论 中 的 2 个 ) 边 
界 条 人 忻 。Minqlin 板 理论 中 3 ЗЕН АДЕЕТ, 


w=w, Ü =Ü. #-0 (жер (10, 4, 9) 
w=w М= М, M. =M. (5, F) (10. 4. 10) 
Q=. М,- М,, М-М (#9 Е) (10. 4, 11) 


其 中 下 标 a ІЗ О Т PRI Ы), EE 3 类 边界 条 件 的 齐 次 形式 分 别 代 表 固 
定 边 , 简 文 过 和 自由 边 情 况 。 给 定位 移 和 转动 凤 ,如 ,属于 强制 边界 条 件 , 给 定 横向 力 和 和 
AE Q ММ, 属于 自然 边界 条 件 。 

从 以 上 讨论 可 见 , 由 于 Mindlin 板 单元 是 C 型 单元 , 它 的 表达 格式 相当 简单 ,基本 上 
和 平面 应 力 单元 的 表达 格式 类 似 。 如 果 已 有 平面 问 题 程序 ,只 要 稍 加 收 改 ,就 可 得 到 
Mindlin 板 单元 的 程序 ,因此 它 和 与 它 基 于 同一 原理 的 赵 参 过 元 ( 见 第 ПЕЕ) ,在 工程 分 
析 中 得 到 广泛 的 应 用 ， 同 时 进一步 完善 Mindlin 板 单 玫 和 超 参 过 元 的 研究 工作 也 受到 很 
太 的 重视 ,并 取得 进展 。 


1042 ”和 甬 切 锁 死 和 零 能 模式 问题 


从 以 上 讨论 可 见 ,Mindlin 板 的 泛 男 中 的 前 切 应 变 能 项 等 效 于 利用 罚 荔 数 法 将 位 移 
和 转动 之 间 的 约束 条 件 引 和 薄板 理论 泛 函 的 结果 。 正 如 Timoshenko 粱 单元 的 情况 ,为 


第 10 章 平板 弯曲 问题 


放免 在 板 很 薄 ( 即 ¿z< 1) AITE Ж ЧЕ ЗУ ЯЙ УЕ. БП ЗЕН F Ju K Ж Л Же ВО К ДЕН RE 
Фр ЖН ЕТ К.Н. Но, AE K, 的 奇异 性 ,通常 不 能 对 单元 刚度 
矩阵 条 用 精确 积分 ,但 是 采用 减 缩 积分 有 可 能 导致 系统 刚度 矩阵 天 的 奇异 性 。 从 而 
使 问题 的 解答 中 包含 了 除 刚体 运动 以 外 的 且 对 变形 能 无 贡献 的 变形 模式 , 即 零 能 模 
Ao HEERE K 奇异 性 以 避免 在 板 变 萍 时 出 现 前 切 锁 死 的 同时 ,还 必须 保证 导 的 
非 亲 异性 ,以 避免 出 现 零 能 模式 。 这 两 个 问题 是 保证 Mindlin 板 单 元 具有 向 好 性 能 的 
关键 问题 ， 
首先 讨论 保证 疏 非 奇异 性 和 KK. 奇 措 性 的 条 件 , 在 第 4 章 中 讨论 等 参 实 体 单元 的 数 
值 积分 时 ., 曾 提出 保证 其 韭 奇 异性 的 必要 条 件 是 
Mn ` d > N (4.6.5) 
其 中 MERNE п, 是 每 个 单元 的 高 斯 积分 点 数 ,d 是 应 变 分 基数 ,N 是 系统 的 独立 自由 
度数 ,和 N= 结 点 总 数 X 每 个 结 点 数 的 位 移 参 数 数 ” 给 定 约 束 数 ， 
对 于 Mindlin 松 单 元 ,保证 天 非 奇 生性 的 必要 条 件 叮 表示 如 下 
Mn,d, + M n, d, > N (10,4,12) 
Ж m 和 ?分 别 是 计算 K, ЖІК, 时 所 采用 的 高 斯 积分 点 数 ;d, 和 a, 分别 是 弯曲 应 变 和 
前 切 应 变 的 分 量 数 ,对 于 Mindlin 板 单元 ,4 一 3,d. 二 2， 
4.6 市 曾经 指出 ,为 保证 下 的 非 奇 异性 ,理论 上 轩 为 严格 的 方法 是 求解 仅 赋予 刚体 运 
动 约束 的 单元 刚度 矩阵 的 特征 值 问题 。 如 果 不 青 有 零 特征 解 , 则 系统 刚度 矩阵 K 必定 是 
非 奇 异 的 。 
关于 你 证 Mindlin 板 单元 所 彤 成 系统 刚度 矩阵 中 与 前 切 应 变 能 项 析 关 的 政 的 奇异 
性 ,参照 44.6.5) 式 ,可 以 给 出 它 的 充分 条 件 如 下 
Mnd. € N (10, 4. 13) 
由 于 在 研究 单元 性 质 时 ,不 可 能 事先 规定 今后 应 用 中 的 单元 数 M 和 自由 度数 N , 建 
议 采 用 以 下 两 个 较 易 应 用 的 公式 : 


пі + n d, >= М, (10.4. 14) 
nd, Zj 或 r= F =] (10. 4, 15) 
А, А 


ЭЕ СТО. 4. 12) 和 (10.4. DRR KHARE K, 的 奇异 性 作出 估计 。 其 中 N. 
十 ~ 个 单元 仪 给 予 刚体 运动 约束 后 的 自由 度数 ,; 是 在 已 形成 部 分 网 格 的 基础 上 再 增加 
一 个 单元 所 增加 的 自由 度数 ,r 称 为 奇异 性 指标 ,r Ж Кл К. 的 奇异 性 愈 高 。 但 应 强调 
指出 ,以 上 两 式 所 提供 的 仅 是 关于 下 非 奇 异性 和 下 , 奇异 性 条 件 的 一 种 估计 , 即 
(10. 4. 14) 式 已 不 像 (10. 4. 12) 式 那样 是 下 非 奇 凌 性 的 必要 条 件 ,但 也 不 是 下 非 奇 异性 的 
充分 条 件 ;(10.4.15) 式 也 不 像 (10. 4. 13) 式 那样 是 K 奇异 性 的 充分 条 件 。 特 别 是 后 者 ， 
因为 具有 不 同 网 格 和 边界 约束 情况 的 实际 系统 的 白 由 度数 N 既 可 能 小 于 ,也 可 能 大 于 用 
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《10. 4. DAPA A НА j ДЕНІҢ М ху, 
以 下 具体 介绍 几 种 在 文献 中 常见 的 关于 避免 Mindlin 板 单元 出 现 零 能 模式 和 发 生前 


切 锁 死 的 方法 。 


10.4.3 ”积分 方案 的 选择 


在 前 一 章 的 讨论 中 已 到 知道 减 给 积分 方法 在 避免 Timoshenko 梁 单 元 发 生前 切 锁 死 
中 的 作用 . 但 减 苯 积分 方案 有 可 能 导致 下 育 异 , 故 在 分 析 中 还 可 有 К AK, 采用 不 同 阶 
的 选择 积分 方案 。 例 如 8 结 点 Serendipity Mindlin 板 单 元 ,在 | 了 | 二 常数 ( 即 单 元 形状 为 
矩形 或 平行 上 四边形 ) 情 况 下 ,下 的 精确 积分 和 减 缩 积 分 分 别 为 3xX3 和 2x2 积 分 ,而 所 谓 
选择 积分 可 以 是 对 К; AK 分 别 采用 3x3 和 2X2 Hr. E. Hinton 和 H. C. Huang 在 
文献 [2j 中 对 几 种 四 边 形 Mindlin 板 单元 在 采用 不 同 积分 方案 时 的 性 能 进行 了 研究 。 它 
们 的 性 能 佑 计 和 有 零 特征 值 数 的 计算 结果 列 于 表 10.3, 
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单元 击 式 


ЖЕСЕ 
+ # 10.3 UJ HH U BH ; 


q АНЫ lili g 28 n ATH ЖЕЛДИ E BDE B ЛЕН OU T & 8 E ë ЙЛ Л Ө НЕ H П Теле 
Wm. RI САНЕЙ. +。 
аА МЕС САЛАР. IK NI ҚТ F OY LA 5 Э AT Lagrange 和 
Зегепфрим Ж — TFE R.S ЖЕ ahil torti si PE ВЕ НОВ #12}, 
T K JE dy Е Ai ERGO 4. 140,3 НОЕ oR S АННА Bh E НО JE КЇ EE Si FF F ДЕ (Ë [n] 
РМЕТ 
W sh R R E W K b pri id | Pi. 
© fout НЕ Жок КЕЗШ И.Т? РОН, х АЖЕ ЕН. 
首先 检查 站 的 非 奇异 人 性， 表 10.3 H 5 T КЕН НИ ЕЕЕ (10. 4. 14) 趟 作出 
的 。 但 是 求解 仅 给 予 刚 体 约束 的 单个 单元 矩阵 (CN, x N, 阶 ) 的 特征 值 问 题 的 结果 ,对 于 
LLS QLS CLR, CLS 几 种 单元 都 和 估计 的 结果 不 同 。 这 说 明 (《10.4.14) 式 给 出 的 估计 
只 能 作为 参考 。 无 论 对 于 仅 给 予 刚体 约束 的 单个 单元 米 说 ,还 是 对 于 结构 系统 来 说 , 它 都 
不 能 作为 保证 刚度 矩阵 非 奇异 性 的 充分 条 件 。 而 求解 仅 给 予 刚 体 约束 的 单个 单元 的 矩阵 
特征 值 问 题 , 奶 果 不 存在 零 特 征 值 , 则 可 保证 系统 刚度 矩阵 天 是 非 奇异 的 ,但 这 并 不 是 站 
非 奇 异性 的 必要 条 件 。 例 如 QSR.QLS.CLS 几 种 单元 在 单个 单元 情况 下 ,虽然 各 有 1 个 
零 特征 但 ,但 是 如 有 果实 际 分 析 采 用 的 网 格 中 有 疯 个 以 上 的 单元 , 则 下 将 不 再 是 奇异 的 , 即 
它 将 不 再 人 三 零 特 征 什 问题 ,也 即 门 题 的 解答 中 不 会 包含 对 应 于 零 特 征 值 的 零 能 模式 。 
HE LLR.QLR.CLR 在 单个 单元 情况 下 , 则 各 有 4 ЗЕН. ШЕН, ЕМ 
中 有 较 多 的 单元 和 较 多 的 位 移 约 束 条 件 ,才能 消除 可 能 出 现 的 零 能 位 移 模 式 ,因此 使 用 时 
要 特别 小 心 :， 
再 检查 ,的 育 界 性 ,此 检查 需要 结合 具体 问题 进行 。 文 献 [2] 利 用 8X8 ММ ЕЕ) 
布 副 售 的 固 支 方 板 进行 分 析 , 以 考查 上 述 各 术 单 元 情况 在 板 变 薄 时 的 性 能 ,结果 示 于 图 
10. 12 中 。 对 于 图 示 各 种 情形 ,如 采用 精确 积分 方案 .无 论 是 用 (0. 4. 15) 式 对 K. 的 奇异 
性 进行 合计 ,还 基 肝 (10.4,13) 式 对 站 , 奇异 性 的 充分 性 作出 评价 ,它们 都 将 可 能 滨 生 葡 殷 
па. ГААН ВНЕ, QSF 和 CSF 3 种 情形 确实 发 生 了 前 切 锁 死 ,而 ОТЕ 


Есу; 
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和 CLF 并 未 发 生前 切 锁 袭 ， 这 也 说 明 510.4. 15) 式 只 是 一 种 估计 ,而 410.4. 13) 式 是 天， 
ЖЕНУ ИОН КЕ. BTAF Мпа, 个 约束 关系 不 完全 是 相互 独立 的 ,而 
实际 相互 独立 的 约束 关系 数 在 现在 的 情况 下 是 少 十 系统 总 自由 度数 N, 但 是 QLF 的 结 
ЖЕТЕН Ж ИНЕ ЕШ F K, 的 奇异 性 较 低 ,使 变形 仍 受 到 : 定 程度 的 约束 的 结果 。 
因此 实际 分 析 中 ;无论 蛙 种 Mindlin 单元 ;都 个 推荐 精 傅 积分 方案 。 关 于 减 毗 积分 成 选择 
积分 情况 ,如 用 (10. 4. 13) 式 进行 检查 ,3 种 拉 格 和 郎 日 单元 都 满足 ,而 2 种 Serendipity 单元 
部 不 满足 K. 奇异 性 的 充分 某 件 。 和 实际 订 算 绪 果 和 上 述 结 论 一 致 。 但 是 QSR 和 QSS 单 
元 ,如 用 kt10. 4.15) 式 进行 估计 ,是 满足 天 , 奇异 性 笨 件 的 。 这 青 次 表明 (10.4.15) 式 只 能 
提供 一 种 和 估计 ,在 使 用 时 应 于 分 小 心 , 因 为 它 未 考虑 具体 网 格 各 边 异 条 件 等 因素 。 上 述 算 
例 和 讨论 表明 ,即使 采用 减 缩 积 分 或 选择 积分 方案 .在 辟 免 前 切 锁 死 方面 , 拉 格 朗 日 单元 
也 比 Serendipity 单元 具有 较 好 的 性 能 ， 
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图 10.12 拉 格 朗 日 单元 和 Serendipity ЛЕНИН 
综合 以 上 讨论 ,对 于 各 种 Mindlin 单元 和 积分 方案 的 选择 ,实际 应 用 中 的 推荐 意见 列 
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T 10. 3 的 “单元 可 应 用 性 ”一 栏 。 恕 果 应 几 090. 4,15) 式 引出 的 “奇异 性 指标 r" XJ E 
10. 3 所 列 的 各 种 单元 型 式 加 以 考查 , 当 r= 二 1.5 时 ,吓人 作为 推荐 使 用 或 小 心 使 用 的 单元 型 
Аз Мек НИЕ ЖИЕН РОМА. 
1044 假设 剪 切 应 变 方 法 

|Н) Timoshenko 深情 况 ,为 避免 前 切 锁 死 , 可 以 从 分 析 造 成 锁 死 的 根源 出 发 ,另行 
ВЕЗИР Е КИ АНЖИ ЛЫҢ МЕНІН ЛЕ, ЖАНЫН 
в, КИН 10.13 所 示 四 边 形 单元 为 例 。 


4 4 4 
T 一 > Мои, в. = У! N.P, д, 一 > м4, 
1- | 1-1 


(10.4, 16) 
其 中 
М, = TAHED +p) 
一 у у, 图 10.13 фев Mindlin 板 单 元 
一 a 7- В 
将 上 式 代 和 几何 关系 ,可 得 
Әс ГЁ 工 Sp 了 
ах 9, > (Еле 2, ШЕ = 2 | 
š Eha Ya 
人 
= ау (tu, в + а (зо, „в, ) ра (0. ET а, (9,08 (10,4, 17) 
Hp. 


“| Cuer 47.) = Oo, — wr 十 чё — wy) Е 1-0, 十 В + а. + @„) 


а Ош) „в. = LG 一 T) — (им -~ w) J= y iia + 0.2) — ФА +a] 


а, (8) == — +. — 0. +. - 8,3) 


+ 
类 似 地 可 以 得 到 y, 的 结 点 位 称 表 达 式 。 当 板 越 来 越 薄 时 ,通过 罚 函 数 迫 使 约 桌 条 件 实 
现 , 即 迫使 7 ,7Y, 趋 于 零 , 这 隐 含 着 要 求 { 对 于 YY, DH) 

ау — &, = Q, — а = Ü (10. 4. 18) 
从 (10.4.17) 式 可 见 ,要 求 a 一 a 一 0, 实 际 是 要 求 结 点 找 度 w, АЕН ҖЕ ЕЙ 9 РНК 
定 线性 关系 , 即 


Ë, СА ) =— Üa д,, ЕЕ ТА 十 940 


3⁄9 ... . 
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说 | — Uh — 91 + 2, 
2а 
(10. 4.19) 
их — q, Ga T+, 
2а Е 2 


ЕПЕвла ЗЕН 1-2 WF 3-4 边 中 点 的 Kirchhoff 假设 ,在 计算 中 也 是 可 以 实现 
8), а, =а, = 0, р 

ды — e Ha — 64 = 0 

Pa — Pe — Oua + Ü, = 0 
Ж EBE BJ 0 = 0. 9.  — а. ШАР? 项 ,将 又 可 解 出 六 =0,.,01=0.. 以 上 4 
个 等 式 意味 着 只 人 允许 单 元 的 4 个 边界 保持 直线 的 变形 ,也 即 纯 扭 的 变形 。 无 疑 这 将 给 变 
形 过 分 的 限制 ,使 板 过 分 出 硬 。 在 一 般 情 况 下 ,使 问题 只 能 有 零 解 。 假 设 前 切 变形 方法 即 
另行 构造 不 包含 a, Жа, 项 的 剪 切 应 变 y. ЖУ, 以 代替 原来 泛 函 中 的 y>。 和 ,即将 新 的 
CA 7 АЎ 


(10.4, 20) 


H; = |, к D ed + = l = [ут 740 一 КЕШ 


其 中 x 仍 如 (10. 4. 3? 式 不 变 , 了 7 可 表示 如 下 


y КЕШТЕ | 
7 = (=)= ñ = му: (10.4. 21) 
| КЕРЕ 
一 1 
其 中 
_ Би Мо Мы 0 0 0 
s- ат 
0 он 0 М) Ne = М. 


y 一 ЕЛ Уә "+ Ғы Уы Уо ыы Ү,„ | 
即 单元 内 的 y. ПУ, H B BJ m ЁЁ О У ЖУ, ЖАНЫН, М.Я, 是 各 自 的 
插值 函数 。 仍 以 上 述 4 结 点 单元 为 例 , 可 取 ( 参 看 图 10. 14) 


š 

y, = PIN, Y. Y, = М»? (10, 4. 22) 
其 中 

1 i _ 1 

Na= > + 9) N: = 201—1) 

y = Ул = 219% — % 40. 

да 
Ж = уа = ча Ё 十 б. 


ВЖ жия 0 


N. = Тао N, = 2-6 


二 ал — их ба 8а 


Pa = е = —š 2 
- w — us, 8. 09 
F. 一 Ур 一 dh - 
2 А | 
> PERRA 
р РЕТІ 
3 В 4 


图 10, 14 ВУАН 


可 以 验证 ,410. 4. 22) 式 所 表示 的 y, 就 是 (10.4.17) 式 中 舍 去 ае #ñ G ёр TB PH ЗАН 
果 。7, 也 是 在 相应 的 y, 表达 式 售 去 包含 的 7 和 总 项 的 结果 。 正 因为 y. ЯУ, 中 舍弃 了 
除非 导致 癌 题 零 解 而 不 可 能 实现 的 虚假 约束 。 国 此 用 它们 着 代 原 泛 困 中 的 六 НУ ,就 不 
会 再 发 生 锁 死 现 象 。 这 样 一 来 ,单元 刚度 和 皇 阵 可 以 不 区 分 语 ЖК; 而 采用 统一 的 积分 方 
案 进 行 计算 。 

另 一 方面 ,可 以 有 趣 地 找 出 ,以 上 讨论 的 假设 前 切 应 变 方 案 是 和 原 证 图 中 У, 采用 
1х2,2, 采用 2X1 积分 方案 得 到 的 单元 刚度 矩阵 是 相同 的 。 从 保证 起 非 奇 蜡 考 虚 ,对 于 
4 结 点 单元 相当 于 增加 了 2 个 约束 。 因 此 在 瑟 采 用 2Xx2 积分 方案 时 ;单元 将 不 肯 存 在 
除 财 体 运动 以 外 的 零 能 模式 (在 К: 采 取 1X1 积分 方案 ,有 2 个 这 样 的 零 能 模式 )。 因 此 
人 台 理 地 选择 假设 前 切 应 变 场 可 以 达到 同时 避免 剪 切 锁 死 和 零 能 模式 的 目的 ,从 而 显著 地 
改善 了 单元 的 性 能 . 

基于 辣 梓 的 分 析 ,可 以 得 到 其 他 单元 假设 剪 切 应 变 У,,У, 应 选择 的 取样 点 及 插值 销 
数 。 为 便于 应 用 , 现 将 各 种 单元 假设 剪 切 应 变 的 取样 点 一 并 烈 于 表 10.4, 

从 表 中 可 见 YCYer) 在 方向 按 高 斯 积分 点 取 值 ,在 7 方向 等 间距 取 值 ;Y, СУ) ИШ Б 
之 ,7 方 问 按 高 斯 积分 点 取 值 ,$ 方 各 等 间距 取 值 ， 

= РАІ р, 4.9.16 结 点 拉 格 朗 日 单元 可 按 第 3 次 讨论 的 C, ЖУ ҖЕН НҢ л! 
方法 构造 。8 ,12 结 点 Serendipity 单元 可 按 C, 型 Serendipity 单元 的 方法 构造 。 即 分 别 
按 两 个 方向 一 维 拉 格 期 日 插值 通 数 相 来 的 方法 和 变 结 点 的 方法 构造 。 现 以 3 结 扣 单元 的 
y, 为 例 进 一 步 曾 明 ， 


У. = DN,(é, DY,, (10, 4. 23) 
т=1 
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表 10.4 各 种 形式 Mindlin 单元 假设 韵 切 应 变 场 的 取样 所 


л Да y (y ОВИ 


(4) (3) 


N. = Така + 5) 


: Та-т/-3) 


г 


之 
гл 


N. = 了 (1 一 及 人 十 之 ) 
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=, 


N, -Та-в- 3) 


其 中 ec 是 二 阶 高 斯 积分 点 的 坐标 ,ce=173。 然 后 再 构 闭 


N. — 1 — № 
Jr БАЕ N GG = 1.2,3,4).43 І. 
1 1 š 
М, = N. — +N. 4 1 0[— + 9) 
№, =N, — LN = 二 (1 一 办 (一 三 十 
| 4 ` 4 i 
i 4 4 с 
ZN intl _ š _ 
Ns 一 №№ 0 (2-0) 


将 以 上 各 式 中 拓 和 ?了 对调 ,就 可 以 得 到 六 的 插值 函数 。 其 他 单元 的 插值 函数 也 可 如 法 炮 
制 , 这 里 不 一 一 列举 ， 

以 上 讨论 是 对 征 形 单元 并 假定 xsyA7 进 行 的 。 为 了 实际 应 用 ,需要 将 以 上 讨论 
推广 到 一 般 的 四 边 形 单元 。 具体 的 方法 简 述 如 下 : 

CO 按 以 上 讨论 构造 假设 六 切 应变 场 的 方法 ,构造 协 变 剪 切 应 变 场 УК ЖП Ун. ЕП 
表示 为 


z дш 二 Jw 
# = JE В. И 37) ; 
(2) ЭУ ЛАКЕ АНЕ y, ЖУ 
z 2, 98 s ™\ > _ 2f; 2 ) 
Yi т F (е эх Ғы = | Fe = 29 2у +Y, 5 


具体 列 式 及 步骤 可 参看 前 面 已 引用 的 E. Hinton 和 H. C. Huang 的 文章 。 
例 10.5 前面 已 分 析 的 四 边 国文 受 均 布 载荷 的 方 板 , 取 二 并 用 3 种 不 同形 状 的 8 结 


感 单 元 组 成 3X3 网 格 进行 分 析 。 图 10. 15 给 出 了 板 中 心 挠 度 的 计算 结果 呈 。 从 图 订 见 ， 
当 板 息 来 愈 薄 时 ,并 未 发 生前 切 锁 死 现象 。 当 77710' 以 后 ,误差 较 大 是 计算 误差 造成 
的 。 而 同样 的 问题 ,即使 采用 减 缩 积分 方案 ,而且 旦 8x8 网 格 , 从 图 10.12 已 看 到 , 当 
tt 之 50 以 后 , 即 并 始 出 现 兹 切 镇 死 现 象 ; 当 ==10: 时 ,已 完全 锁 死 。 如 按 (10. 4.15) 式 
对 8 лй) K, 作 奇 异性 估计 ,恰恰 是 采用 减 缩 积分 时 ， НЕ = 9, m n dd, 一 8, 认 为 
不 会 发 生前 切 锁 死 。 但 如 果 计 算 其 奇异 性 指标 , 则 ғ-9/8ғ-1, ПЕЕ ПЕРИ НИ 
变 方 法 的 情况 ,虽然 六 ПУ, 各 有 5 个 取样 点 . 比 QSR 或 QSS 单元 还 多 一 个 取样 点 ,但 是 
7 成 7, 各 有 4 个 肥 样 点 在 单元 边界 上 , 调 且 相 邻 单元 是 共有 的 , 即 相 邻 单 元 在 交界 面 上 
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У. 和 y, 的 数值 是 相同 的 ,也 即 提供 的 约束 是 相同 的 。 兰 按 奇 异性 指标 进行 检查 , 则 r= 


>。 一 1.5, 大 于 QSR 的 r= 1, 再 按 (10.4.13) 式 对 系统 的 K A AHER EA A 


行 校 核 , 得 到 的 结论 就 更 能 说 明 实 际 计算 未 发 生 询 切 锁 死 是 完全 合理 的 ， 
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图 10.15 ЖЛЕ P Ia ЕЕ СИВ "Үл, ЗЕН Е аг НРК 
CH 8 结 点 假设 前 切 应 变 Mindlin 单元 ,wm EE ERGA) 


以 上 关于 保证 Mindlin Кл, K 非 奇 异性 及 KK 奇异 性 的 条 件 及 各 种 方法 的 讨论 E 
要 目的 在 于 对 这 类 结构 单元 (包括 Mindlin 板 单 元 ,Timoshenko 梁 单 元 , 太 下 一 章 讨 论 的 
位 称 和 截面 转动 各 自 独立 插值 的 帝 体 单元 和 超 参 数 充 体 单元 ?的 性 质 以 及 当前 这 领域 的 
研究 工作 有 一 较 全 面 的 了 解 。 从 实际 应 用 角度 考虑 ,包括 现 有 一 般 通 用 程序 的 情况 ,普遍 
及 用 的 仍 是 减 缩 积 分 方法 。 这 不 仅 是 因为 它 最 便于 应 用 ,数值 处 理 非 常 简单 。 而 且 因 为 
它 可 能 导致 出 现 零 能 位 移 模 式 的 情况 ,只 是 在 板 较 原 且 单 元 很 少 , 同 时 边界 约束 也 很 少时 
才 会 发 生 , 但 这 一 情况 实际 分 析 中 很 少 遇 到 。 田 一 方面 对 于 较 厚 的 板 可 以 采用 精确 积分 ， 
ЮЖ. Г ЖЕЙ K ,也 不 会 发 生前 切 锁 死 ， 当 然 采 用 减 峭 积分 ,在 薄板 情况 仍 可 能 出 现 前 
切 锁 死 问题 ,这 主要 发 生 于 Serendipity 单元 且 网 格 中 单元 数 不 太 客 的 情况 。 这 时 可 以 通 
过 改 用 拉 格 天 日 单元 加 以 避免 。 所 以 在 实际 分 析 中 ，- 般 推荐 采用 # 结 点 和 9 结 点 的 拉 
格 朗 日 单元 3 薄板 的 分 析 。 


105 ”基于 离散 Kirchhoff 理论 (DKT) 的 薄板 单元 


上 市 讨论 的 Mindlin Ж л. H T w MO, .六 是 独立 插值 的 ,表达 格式 基本 上 和 和 二 维 
实体 单元 相同 ,所 以 是 相当 简单 的 。 在 实际 应 用 中 得 到 满意 的 结果 。 但 是 由 于 志和 8.、 
б, 之 回 的 约束 是 利于 神 隔 数 方 法 引信 的 ,一 方面 使 单元 可 进一步 用 于 中 厚 板 , 务 一 方面 


OPROF PEFR шш 


也 确实 带 来 不 少 麻烦 , 即 在 用 于 薄板 情况 时 ,要 闻 时 保证 K, 的 奇异 性 和 下 的 非 奇 异性 。 
而 基于 离散 Kirehho 和 理论 CDKT? 的 薄板 单元 则 可 以 避 鲍 土 述 缺 点 。 

ркт с ш ЖН е то. ‚8, 的 独立 插值。 不 同 的 是 吧 和 由 ,0, 之 间 的 约束 方程 
(10. 4. 5) 式 不 是 用 罚 函 数 方 法 引 人 ,而 是 在 若干 离散 点 强迫 其 实现 。 这 样 一 来 , 泛 函 表达 
式 (10. 4. 1) 右 端的 后 两 项 可 以 略 去 ,而 恢复 为 经 典 薄板 理论 的 泛 函 表达 式 , 即 


П, = + | 地 Dedzdy - | qwdzdy (10. 5.1) 


Ehe Ej 0,,0, ВЭС (10. 4. DA. 
现 以 3 结 点 三 角形 ОКТ вал НН R K kit ak eE sy, 


10.16 DKT 单元 


图 10.16 所 未 为 DK T # л RF Hs 5 # 39 mu 0..0 (1-1,2, , 边 中 结 点 有 
Sy 0,,..0,0:=4,5,6), 
Жл 0..0, ЕЛХАН 


5 6 
f, = Ум, 0, = >) м2, (10.5.2) 
1=: 1 


其 中 插值 函数 N. EJ 6 结 点 三 角形 C, 型 单元 的 插值 铅 数 , 见 (3. 3. 1458. 
在 奉 十 离散 点 令 约束 方程 (10. 4. 5) 式 成 立 , 用 以 引 人 Kirchhoff 理论 的 直 法 线 假 设 。 
具体 是 ， 


(1) 在 和 角 结 点 
ди 
шү _@ 
(55) , 
С = = 0 (i= 1,2,3) (10.5.3) 
(5%) _@ 
ду }, vi 
(2) 在 各 边 中 结 点 
gw 
(92) — 8 = 0 (Ë 4,5,6) 


(10.5, 4) 


вод жақ» 


ERP зүп 分别 表示 各 边界 说 ШАЛ] ЯНЕ. 9,,0, #9, ,0, ЖА ДЕ 


Ө, Го cosy, siny, 10, 
ө |- L— SIDY созУ,, | " 
8. cosy, -- siny,; 1/9, 
ñ | - Кн с05?,, | % | 
(10.5. DEAH, #--4,5,6 Ы, ЖД i=1,2,3 和 7) 一 2,3,1。 
пазва ER w ГН И АУ 41 ЕЖ. и,,(9ш/95),. ш,, was); Ж УУ 
三 次 变化 ,从 而 410. 5. 4) — Р BB (Qu Is) 可 表示 为 


шу 3, (аму | a (ае . 
(5 | = 2” (52) аре Tla), (10, 5.6) 


(10. 5. 5) 


其 中 
L, = Vr) (у у) 
利用 (10. 5. 3) — (10. 5. АА АРН Bš. gu 0..0, 表示 成 3 个 角 结 点 参数 的 插 
值 形式 如 下 : 


f, = На" б, = На“ (10.5.7) 
其 中 ， 
а, ш, 
a = |а; а, 一 | 由 | (1-- 1,2,3) 
а; 09. 


Н, + На H. H3] 
Н,-ІН, Но Ну] 
Н,.Н,(і-1.2,3 E № (31,2, 6 和 三 角形 角 点 坐标 ху, (1 一 1,2,3) 的 函数 , 读 
者 可 作为 练习 导出 其 显 式 表达 式 。 
应 当 指 出 ,此 种 ОКТ 单元 由 于 引入 约束 条 件 (190. 5,4) 式 ,消去 了 各 边 中 结 点 的 参数 
0,,89., (k=4,5,6) ,所 以 仍 是 3 аа ЛЕВ. ЕЛА ЕО 是 二 次 变化 ,如 是 线性 变 
化 ,它们 由 角 结 点 上 的 参数 完全 确定 ,所 以 相 邻 单元 之 间 是 完全 协调 的 。 
在 得 到 9. ,8, 的 插值 表示 (10. 5.7) 式 以 后 , 按 标 准 步 骤 可 以 计算 单元 的 刚度 矩阵 
K: = 24| | BTD,BdL, dL, (10.5.8) 
AP bolb: т ЖРА ЯЛЕ, А 是 三 角形 单元 的 面积 ， 
由 于 在 以 上 的 推导 中 ,未 得 到 单元 内 w 的 表示 式 , 为 利用 (10. 5. OREWA 2 项 ， 


即 从 外 力 功 项 得 到 单元 载 苟 向量, 现在 可 定义 一 个 用 结 点 w (i 二 1,2,3) 表 示 的 zo 的 插值 
RAA 


第 10 章 PAPERA и, 


w == > Nw, (10, 5, 9) 


其 中 N. 即 22 节 中 所 定义 3 结 点 二 角形 单元 的 位 移 插 值 函 数 (2. 2, 8) 式 。 当 板 上 表面 作 
用 有 均 布 载荷 时 ,可 以 得 到 


Q; 


这 相当 于 将 板 上 全 部 载荷 94 , 按 团 素 集中 载荷 的 方法 分 配 到 АНА Е, 

文献 [3] 中 通过 一 系列 的 计算 比较 了 上 述 DKT 单元 和 其 他 一 些 三 角形 板 单元 ,DKT 单 
元 的 精度 和 获 举 均 比较 好 。 例 如 承受 均 布 载荷 的 简 支 方 板 , 板 中 心 挑 度 u, 的 误差 比较 结果 
如 图 10. 17 所 表示 。 图 中 N 是 1/2 边 长 的 单元 数 , OOE ОКТ 单元 , (2)、(3) 分 别 是 10.2 
T l 10. 3 节 所 讨论 的 3 结 点 三 角形 非 协调 元 和 协调 元 ，(4) 是 利用 再 分 割 法 得 到 的 3 结 点 
三 角形 协调 元 , (5) 是 对 单元 (3} 中 的 曲率 进行 磨 平 处 理 的 板 单 元 ，56) 是 应 力 杂 交 元 ，。 


{= p 0 017 G =1,2,3) (10. 5, 10) 


IRA 795 


10.17 REAM СУН U PK EE ВО D: 2 Ж 
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以 上 所 讨论 的 板 单元 都 是 基于 最 小 位 能 原理 及 其 修正 形式 ,研究 和 和 构造 板 直 单元 的 
太一 重要 途径 是 利用 其 他 变 分 原理 ,例如 基于 Hellinger-Reissner 变 分 原理 的 混合 板 单 
元 ,基于 修正 Hellinger-Reissner 变 分 原理 或 修正 余 能 原理 的 应 力 杂交 元 等 。 


368. 


第 2 篇 专题 部 分 


关于 混合 单元 ,由 于 刚度 矩阵 在 十 对 角 线 上 存在 零 元 素 ,不 能 用 一 般 的 矩阵 求 逆 法 求 
解 , 所 以 使 用 受到 一 定 限制 。 另 外 ,在 一 定 条 件 下 可 以 证 明 它 和 10.4 节 讨 论 的 减 缩 积 分 
单元 是 等 价 的 !' ,这 里 不 再 讨论 。 

下 面 从 修正 余 能 原理 导出 应 旋 杂 交 元 。 因 为 应 力 和 杂交 元 在 板 、 这 以 外 的 问题 中 也 有 
应 用 ,所 以 从 它 的 一 般 表 达 格 式 着 手 讨论 ， 


10.6.1 修正 余 能 原理 


在 第 1 章 中 我 们 已 经 导出 最 小 余 能 原理 , 它 可 表述 为 在 所 有 满足 平衡 和 力 的 边 漠 条 
件 的 可 能 应 力 中 ,精确 解 的 应 力 使 系统 的 总 余 能 取 最 小 值 , 即 


Ho) = |, С) 72,45 (1.4,61) 
Ў 


ВМА. 


图 10.18 WOOD 3 ЕР J 03 FE 


当 应 用 于 有 眼 元 分 析 时 ,在 单元 交界 面 上 应 力 满足 平衡 的 要 求 是 按照 T о, п, E Z 
的 面 方 必须 保持 平衡 。 
设 将 相 邻 单元 (ay 和 (b) 隔 离开 来 ,如 图 10. 18 所 示 ,考虑 共同 边界 AB S Ë — MJ 53 Bi 
力 分 量 T 了 4S) 和 TS) (1 二 1,2,3), 单 元 交界 面 上 的 平衡 方程 是 
T (S) + TIS) = 0 (г 1,2,3) (10. 6. +) 
芷 8.4.270 世 指出 ,在 选择 应 力 的 试探 函数 时 ,可 以 先 不 考虑 上 列 方 程 的 要 求 , 而 是 
将 上 式 作 为 约束 条 件 并 通过 拉 格 朗 日 乘 子 引 人 泛 函 , 就 是 将 


| 1. (69 ГТ (8) +T” (S) 145 = | TdS| + | 4.T,dS| (10, 6. 2) 
АҺ АН (а) АВ ы 


增 浴 到 原 泛 丽 中 去 。 所 有 单元 交界 面 都 应 考虑 到 。 这 样 -- 来 ,用 于 有 限 元 分 析 的 余 能 原 
EB BJ TZ PR АГ {Ж ТЕ НК 


1 ` — 
П. 一 > (|, 5 Санд „бин ау ал 48|, Таи,48) (10.6.3) 


第 10 章 平板 谊 曲 问题 


Hp S, 是 单元 e 和 其 他 单元 相 邻 的 过 界面 。 通 过 П, 对 sa НА 的 变 分 为 零 , 并 利用 下 列 
RAR: 
Сыныбы = Е 


El 一 Sa L d 


容易 证 明 4(S) 的 力学 意 广 应 是 单元 父 界 面 上 的 位 移 z&(S)。 从 而 最 终 得 到 应 用 于 有 限 
多 分 析 的 修正 余 能 原理 的 汉 明 ,如 


1 . 
IL, 一 2; j, FET би ау -- |. T u, ds “- |. T.a.ds | (10. б. 4) 


Ў? вА rE $B ap ЛЕРІНЕ Pú р IJJ о, ТЕ л ЛЕ РЫШ F yk и, (S). Аа, 
的 要 求 是 在 各 单元 内 满足 平衡 方程 (1. 4. DA MER А ЛЕ PLN ETARA EFA 
条 件 (10. 6. 1》 式 。 需 要 指出 ,修正 余 能 原理 不 再 是 极 值 原理 ,而 只 是 驻 值 原 理 ， 此 外 , 修 
正义 能 原 埋 本 质 上 也 是 一 种 混 侣 变 分 原理 ,但 是 和 Hellinger-Reissner 混合 变 分 原理 有 所 
区 别 。 后 省 用 于 有 限 元 分 析 时 ,应 力 5 和 位 移 , 将 同时 出 现在 单 志 内 部 以 及 单元 交界 面 
上 。 而 修正 余 能 原理 中 ,应 力 а, 和 位 移 &, 是 分 别 出 现 在 单元 内 部 和 交界 面 上 ,因此 给 这 
种 部 分 场 隐 数 只 出 现在 边界 上 的 混合 变 分 序 理 一 个 专门 的 名 称 , 称 之 为 杂交 型 的 变 分 原 
理 。 基 于 这 种 变 分 原理 的 有 限 元 称 为 杂交 元 , 而 基于 修正 祭 能 原理 的 杂交 元 称 为 应 力 杂 
Хл. 


1062 ”应力 杂交 元 的 一 般 格 式 


在 应 力 沪 痰 元 的 格式 中 ,将 应 力 o,, 的 近似 函数 分 成 两 部 分 。 第 一 部 分 由 有 限 个 参数 
8 组 成 ,应 满足 齐 次 平衡 方程 ;第 二 部 分 是 具有 给 定 体力 项 的 平衡 方程 ( 即 (1. 4, 1) 式 ) 的 
一 个 特 解 。 用 和 矩阵 形式 ;应力 a 可 表示 为 
с = PB + P, B (10. 6.5) 
其 中 8 是 得 定 参 数 ,P 是 系数 为 0,1 Hl r,y,z 不同 宕 次 的 单项 式 所 组 成 的 矩阵 ,而 Pr .Bs 
由 特 解 确定 。 对 于 边界 上 有 给 定 而 力 的 单元 来 说 ,第 -- 项 中 的 某 些 光 素 也 可 以 是 给 定 的 ， 
在 此 情况 下 ,所 有 给 定 的 元 素 均 放 人 第 二 项 。 
因为 而 力也 与 假设 的 应 力 分 布 有 关 , 所 以 它们 能 表示 为 
T= RË + Ref; (10. 6.6) 
单元 交界 面 上 的 近似 位 移 可 以 通过 插值 函数 和 有 限 个 边界 结 点 处 的 广义 位 移 a ЖЖ 
Ж.Ш 
ив = La (10. В. 7) 
М ЭШЕ БА Ж L 只 是 应 用 于 每 段 边界 上 ,所 以 要 构造 能 保持 单元 之 问 协调 性 的 工 АР 
易 。) XD a 的 元 素数 和 应 力 参 数 8B 的 元 素数 可 以 分 别 独立 地 选择 。 
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因为 应 力 杂交 元 中 可 以 假设 边界 位 移 ,所 以 给 定 的 边界 应 力 不 再 构成 应 力 事先 需要 
满足 的 边界 条 件 , 即 可 以 利用 一 | CT. Таб ЖЗ] АЕ Ж, ЕЗЕТ ЕП, 

可 更 方便 地 表示 成 | 
П, = > ( А дъги В) Г,48+ | Таа) (10. 6. 8) 


其 中 
aV, = 5, + S, +S, 
ау, 是 单元 VW. 的 全 部 边界 ,而 在 5, Eo =u. 
将 (10. 6.5) ,C10.6.6) 和 (10.6.7) 式 化 人 (10,6.8) 中 ,可 以 得 到 


] | 
П„ = У: („8 НВ--В°НЕВ,—87Са + 87а + С. | (10. 6.9) 
其 中 
H = |, PTCPdV Н. =| PICpP_ dy 
ғ v. 
G =f „8148 ST =— BiG, +) 171.46 
У, 5, 
G; =| RILds С. та РТСР,4У, 
8 А v. 


(10. 6. 9) 趟 对 于 有 和 a РОЛЯ АНЕ ЕТИ B Ж.Ш 
НВ + Н.В -— Ga = 0 (10. 6. 10) 


21да" С" 5) 0 (е--1,2,-%,М) (10. 6. 11) 


(10. 6. 9) 式 之 所 以 能 够 表示 成 每 个 单元 各 自 独 六 亲 的 方程 ,是 因为 各 个 单元 的 应 力 参 数 
PB 是 各 月 独立 互 不 相关 的 。 从 它 可 以 解 得 各 个 单元 的 应 力 参 数 B 和 位 移 参 数 a 的 关系 , 即 
B= Н (Ga — Н.В.) (10. 6. 12) 
HERREG 6. 11) 式 ,并 考 虚 变 分 да 是 任意 的 ,就 得 到 以 结 点 位 移 a 为 未 知 量 的 有 限 
元 求解 方程 


Ka = Q (10.6. 13) 
其 中 
к= УК Q=- (10. 6. 14) 
к-снов (10, 6. 15) 
O = C'H'H f+ S (10, б, 16) 


(10. 6. 13) 式 和 基于 位 能 原理 的 有 限 元 求解 方程 在 形式 上 是 一 致 的 。 反 的 对 角 线 上 


ж 10% жазам. 


不 包含 零 元 素 , 所 以 可 用 一 般 的 矩阵 求 着 方法 求解 ， 
10.6.3 ”用 于 薄板 弯曲 问题 的 应 力 杂 交 元 交 
将 (10. 6. 8) 式 胡 示 的 渤 函 了 ,用 于 薄板 沦 曲 问题 ,并 用 拓 阵 表示 ,可 以 写成 


П..- У (| Tmp man- | T'udS+ | T'udS) (10. 6.17) 
n 1. 2 ч, КА 


其 中 
м-іІм, м, м, 


1 —» 0 5 

22021. 

р а vy l 0 | (10. 6. 18) 
0 0021 +») 


ш [> ида 

= ы H 一 з Т = |_ 

М, С 55 М, 
әм 


DL Liz рй т EO ЖЕН АН MM, 和 M。 以 及 单元 交界 面 上 的 sw 和 
了， 附加 的 条 件 是 M, „М, ,M。 应 满足 下 列 平衡 方程 


FM, 3: M., 
d.r° Әтду 
ВЕРДЕ А ННН ER F K ok axb 的 一 个 矩形 单元 ,如 图 10. 19 
Б Лх 
此 单元 每 个 结 点 有 3 个 位 移 参 数 , 单 元 结 点 位 移 参 数 疝 量 是 


М 
+ рано (10. 6. 19) 
У 


(ал | w 
аа де 
=| | а= (3) G= A,B,C,D) (10. 6. 20) 
М Эзе 
7 (эу). 


由 于 此 单元 和 上 节 讨 论 的 DKT 单元 类 似 , 沿 每 个 直线 边界 (其 起 点 5 一 0, 终 点， 一 
DERRE ve, 可 利用 Hermite 多 项 式 表示 为 ИСІ. 
wO) = Н (вал + Н (зил + но (E) + ну вә (20) (10, 6.21) 
其 中 


Е 


но = 1—3[-—-) -2(5) 


Ха 
з. ‚ %?Ж 专题 部 分 


O, „Ир 


F Me (2E) 
(в 
мо | 088, АГ 
5 : +— 


—— 


图 10.19 SAREK RAT 


о-в) 
| + 


Pw _ (1—7) (58) (8) (10, 6. 22) 


对 于 现在 的 情况 ,边界 位 移 和 矩阵 可 表示 为 


Jw 9) д) Әле) 1 
“= (чы (В) о с — (r). e (5) mo 0) 


(10, 6, 23) 


其 中 was (5%) … 分 别 是 沿边 界 AB, и 和 52… 的 插值 表 尔 式 ,利用 (10 6. 21》 和 


ду 
(10. 6.22) 式 ,上 式 可 改写 为 


и — La: 510, 6,240 


其 中 工 是 系数 为 零 或 ЛІК 8X12 НЕ, 


ETM. M, Mo 在 满足 平衡 方程 (10. 6. 19) 式 的 和 茶 件 下 ,如 只 取 至 完全 三 次 起, 可 假 


ë 
М, = 8, +В у + B,z + Ву“ + ах" + B ку +y + Дат + гу + brey’ 
М, = В, + Bz + B, y + B. + Ba + Bs zy + Рът“ + ыу + B, z y + ху? 


g 10 章 SF 38 % db E| 38 
M y == В, +ñ y + Bz — (Ps + ñ )ху 一 1 сзд, + а y — 1 сзд, + ВаЗху“ 
(19. 6. 25) 
РАМ ак АВ ЁЁ А Е 
М = РВ (10, 6, 28) 
其 中 王 是 系数 为 零 或 zy? 单项 式 的 3X23 EE BE ,并且 
f= lA É ++ В. 
在 推 宇 边界 力矩 阵 和 内 部 应 力 分 布 之 间 的 关系 时 ,应 考 虚 利 用 静 力 等 效 关系 , 芭 
V. = Q + v, = о, 4% (10. 6.27) 
ду Әт 
对 于 现在 的 情 狐 .边界 力矩 阵 是 
T = [一 Улп 7- Map V inc Manc Voe М.с — Vap с an | 


(10, 6. 28) 
利用 (10.6. 25), (10. 6. 26) 和 (10.6. 27) 式 ,上 式 可 表示 为 
T= RB (10. 6. 29) 
Ят R ЖА N 35k су КИИ "ЁЛ А] 8x23 Ma kE. 
应 妆 指 出 ,在 用 等 效 剪 力 替 代 扫 和 托 时 ,将 引起 角 点 的 附加 集中 为, 其 数值 等 于 相应 角 
点 上 Ms 征 的 两 税 。 当 集中 角 点 力 未 包含 于 边界 办 了 时 ,它们 应 加 到 (10,6.9) 所 给 出 的 
G 的 积分 中 ,以 形成 它 的 修正 表达 式 。 附 加 在 角 点 的 集中 力 与 8 有 如 下 线性 关系 式 
АУ, =—2 АУ, = 28, + 240, 
AVe =— 28 — 25% — дай, + 2ab (8, + B+) + a° b(38, + 8) + а! (ЗВ, + Ba) 
АУЫ = 28, + 258, 
当知 道 PRL 等 矩阵 以 后 ,就 可 按 (10. 6. 14) (10. 6. 15) 1010. 6. 16) 等 式 计算 单元 
贱 度 矩阵 和 载荷 向 量 , 并 最 后 形成 有 限 元 求解 方程 (10. 6. 13) 式 ， 
前 面 智 指出 ,单元 广义 位 移 的 数目 , 即 a 的 元 素数 (n) 和 应 力 参 数 的 数目 , 即 8 的 元 素 
数 Cm) 可 以 分 别 独 立地 选择 。 现 就 选择 n,m 时 应 订 守 的 原则 和 一 些 实际 考虑 作 必 要 的 章 
述 和 讨论 ， 
从 前 例 看 到 , 当 每 个 角 点 有 3 个 位 移 参 数 :mm ,(Әш/дл),,(дш/ду), МК то 
是 二 次 变化 ,3w/3n 是 线性 变化 。 如 增加 角 点 位 移 参 数 (azryaray), 则 边界 上 amy79a 也 
可 达到 三 次 变化 。 另 一 方面 ,系统 的 结 点 位 移 参 数 总 数 减 去 给 定位 移 的 约束 数 ( 至 少 是 3 
个 刚体 位 移 模 式 ? 就 是 系统 的 自由 度数 N. 
在 确定 mx 时 ,首先 应 保证 刚度 矩阵 下 的 非 奇 异性 。 从 (10. 8.9) 和 (10. 6. 15) 式 可 以 
ЕН КАКА Н 的 秩 有 关 , 而 下 的 秩 由 天 决定 ,实际 上 现在 的 加 和 (4.6.5) 式 中 的 d 
起 相同 的 作用 ,所 以 保证 系统 刚度 矩阵 下 非 育 异性 的 必要 条 忻 是 
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Mm >= М 
式 中 好 是 系统 的 单元 数 。 如 时 只 有 一 个 单元 , 则 
пн — п — 3 
XT FP 1 У, f WS E ЫШ р {ч EE S ZK L) F: AAMAR Н m, ЕТЕ 
ЖҮ SE M PL u RPE РЕВЕ ЯТ BË PB pu РА ЖО ЙИ д, пял ЛЖ Wr ki aa E 
ARRES ОРЫН ЯЕ, EI ñ л НОТЕ Eh St {ЖТ {у E Bh Bl л. ЖАНУ Е ЯЕ. 5 — h 
Т m ELAT on О Wu eE Ке T А ЖЕ EJE ЕА РК, LL БАТЕ 
图 10. 20 所 示 的 实际 计算 结果 更 清楚 地 表现 出 来 。 此 例 计算 的 是 中 心 受 有 集中 载荷 简 支 
方 板 的 中 心 拱 度 。 杀 由 前 面 所 讨论 的 矩形 应 力 杂 交 元 .边界 位 称 tw 总 是 二 次 变化 ,法 向 
导数 采用 两 种 不 同 选择 ,一 是 线性 密 化 (2 一 12) ,太一 十 三 次 变化 tn 一 16); 内 部 应 力 模 式 
采用 线性 的 (一 9 ,二 次 的 tm 一 15) ,三 次 的 (mx 一 23)3 种 可 能 选择 。 对 总 共 6 种 不 同方 
案 的 结果 进行 了 比较 。 从 结果 可 以 在 到 ,为 得 到 最 好 的 解答 ,存在 一 个 边界 位 移 模 式 和 内 
部 应 力 模式 的 恰当 组 侣 问题， 对 于 现在 的 情况 ,线性 的 力矩 项 和 线性 的 法 向 导数 看 来 是 
一 个 较 好 的 组 合 。 对 于 相同 的 线性 力 捉 项 ,增加 法 局 导数 的 次 数 反而 降低 了 解 的 精度 ,但 
Æ ПА (АГЕР ФЕ Е ERNE Ер АОС ЕНА Е T. 


n= CERHEUU9ULE 


图 10. 20 ЖЫ, ТЕНТ ОЕ 
还 可 指出 , 当 采 用 (10. 6. 8) C Br RZ АВ, f ТАЕ ДЭП Ар Ал ЖА МОҢА АЕ 
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条 件 , 图 10. 20 算 例 中 的 上 述 5 种 计算 方案 就 是 这 样 的 ,未 考虑 满足 简 支 边 上 М,-0Й 
条 件 。 实 际 执行 中 还 有 另 一 方案 ,就 是 使 布 莹 于 简 支 边界 上 的 单元 ,在 选择 应 力 人 参数 时 就 
满足 简 支 边 上 М, = 0 的 条 件 , 图 10.20 上 第 7 8HR ( 工 线 ) 就 是 此 方案 的 计算 结 
果 。 从 比较 中 可 见 , 对 于 相同 的 应 力 模 式 和 按 界 位 移 懂 式 , 铺 果 有 所 改进 ,特别 是 单元 数 
较 少 上 时。 但 当 单元 增多 时 ,这 种 改进 就 不 太 明 显 ， 
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入 板 本 曲 理论 和 三 维 弹 性 力学 的 不 同 点 在 数学 上 主要 表现 为 基本 方程 是 场 本 数 的 4 
阶 ( 而 个 是 2 阶 ) 偏 微分 方程 ,最 小 位 能 原理 中 包括 场 函数 的 最 高 阶 导数 是 2 阶 (而 不 是 1 
阶 ) ,因此 建立 在 落 板 等 曲 理论 最 小 位 能 原理 上 的 板 单元 在 单元 交界 所 上 要 求 满足 C {而 
不 是 CERE. 如何 满足 此 要 求 是 构造 板 单元 最 主要 的 出 发 点 ,也 是 板 单元 研究 中 的 
核心 问题 。 

K 10.2.10. 3 两 节 中 比较 广泛 地 讨论 了 构造 基于 薄板 弯曲 理论 的 协调 和 非 
协 而 单元 的 一 些 可 能 方案 。 这 不 仅 是 因为 对 于 薄板 灾 曲 问题 具有 重要 的 实际 意义 ， 
而 且 这 些 单 元 对 于 其 他 泛 轴 中 包含 二 阶 导 数 的 问题 也 是 有 用 的 。 例 如 可 以 用 于 粘性 
流体 以 及 其 他 物理 问题 。 对 于 二 维 应 力 分 析 问 题 , 如 果 利 用 应 力 欧 数 法 求解 ,也 将 
Р Ж X FE IJ A., 

Ж 10. 4 一 10. 6 节 分 别 讨 论 了 求解 浒 板 弯 曲 问题 的 其 他 几 种 替换 方案 ,它们 共同 的 
目的 部 是 将 原来 的 C, 型 连续 性 问题 变 为 С, 型 问题 ,使 问题 得 到 简化 ,是 一 些 比较 有 前 途 
的 方案 。 其 中 将 世 和 中 .2 处 理 为 各 自 独立 的 场 冰 数 的 Mindiin 单元 和 ОКТ 单元 ,在 
元 体 分 析 中 也 得 到 较 广 泛 的 应 用 。 特 别 是 Mindlin 板 单元 是 讨论 的 重点 ,因为 它 和 
第 9 章 讨 论 的 Timoshenko 染 单 元 ,以 及 下 -- 章 讨论 的 超 参数 壳 元 属于 间 一 类 型 的 单 
元 ,有 共同 的 理论 基础 和 特点 ,内 而 也 便于 将 它们 结合 起 来 应 内 于 组 全 结构 的 分 析 
F. Mindlin 板 单元 构造 方法 简单 ,如果 已 有 二 维 平面 应 力 等 参 单 元 程序 ,只 要 稍 加 
修改 就 可 以 得 到 Mindlin 板 单元 的 程序 。 问 题 的 关键 点 在 于 要 保持 结构 刚度 第 阵 的 
非 奇 录 性 和 结构 前 切 刚度 托 阵 的 奇异 性 。 其 原理 和 解决 方案 和 第 8 ЫРЫ Жа 
БАНЫ, ЖЖ 9 章 讨 论 的 Timoshenko 滩 单 元 基本 上 是 相同 的 。 读 者 在 学 
习 过 程 中 可 以 将 它们 联系 起 来 , 相 开 对 照 , 以 加 深 对 问题 的 理解 ,也 便于 下 一 音 超 参 
数 壳 元 的 学 习 。 

杂 淡 元 的 应 用 也 不 限于 薄板 弯曲 问题 ,本 章 列 出 了 它 的 一 般 表达 格式 ,并 结合 薄板 弯 
则 问题 讨论 了 它 的 一 些 基 本 特点 ,日 的 是 使 读者 今后 在 更 广泛 的 锁 域 中 熟悉 和 应 用 这 种 
单元 ,同时 对 建立 于 位 能 原理 以 外 变 分 原理 的 有 限 元 格式 有 个 基本 的 认识 ， 
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关键 概念 

С, 型 板 间 元 С, 型 板 间 元 3 外 点 参数 薄板 单元 
多 结 点 参数 板 单 元 非 协 调 板 单元 协调 板 单元 
Mindlin K Ж, KK 非 奇 异性 条 件 Ks 奇 异性 条 件 

TE i WL ЛЖ ОКТ ж # л, Алақ, 
复习 题 


10.1 弹性 薄板 理论 的 基本 假设 是 什么 ?如何 导出 它 的 基本 方程 及 边界 条 任 ? 

10.2 比较 弹性 薄板 理论 的 最 小 位 能 原理 的 沁 函 和 三 维 弹 性 力学 的 最 小 位 能 原理 的 
泛 画 的 相同 点 和 不 同 点 。 

10.3 某 于 薄板 理论 的 矩形 单元 和 三 前 形 单 元 (每 个 结 点 有 3 个 位 称 参 数 ) 是 否 满 足 
有 限 元 的 收敛 性 条 件 ” 为 什么 ? 

10.4 用 付 么 方法 构造 满足 C, 连续 性 的 薄板 单元 ? 

10.5 有 哪些 方法 可 以 将 薄板 弯曲 问题 的 C, 连续 性 条 人 忻 转换 为 C, 连续 性 条 件 ? 

10.6 Mindlin 板 单元 的 积分 方案 要 满足 什么 条 件 ? 如 何 具体 判别 ? 

10.7 为 什么 (10.4.12) 式 是 改 非 可 异性 的 必要 和 荣 件 ” 而 (10. 4. ТҚКЖ 
的 充分 条 件 ? 

10.8 АН А КАРАР К, 奇异 性 进行 估计 ? 为 什么 说 促 是 佑 
H? 两 种 情况 下 ,一 个 单元 的 模型 有 和 何 区 别 ? 为 什么 ? 

10.9 什么 是 用 于 Mindiin 板 单元 的 鼻 设 剪 切 应 变 方 法 ?如何 选 择 它 的 取样 点 和 插 
ERA? 

10.10 比较 Mindlin 板 单元 的 减 峭 (或 选择 ) RA A tE A ВЛ A Y BJ ЇН E 
ХАНТ Та) 9,7 能 否 证 明 两 者 在 - 定 条 件 下 是 等 效 的 ? 

10.11 什么 是 DKT 单元 ? 它 是 如 和 何 引进 薄板 理 沦 的 直 法 线 假 设 的 ? 此 单元 满足 
НЕЕ Я UU: 

10.12 比较 DKT $M Mindlin 单元 的 相同 点 和 不同 点 。 

10.13 什么 是 应 力 杂 区 元? ЕРЕ ШЇ ЕУ? НЕМАТ АЖЕ? 相互 之 
间 应 满足 什么 条 件 ? 
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练习 题 


10.1 导出 矩形 非 协调 板 单元 矩阵 (10. 2. 11) 式 的 显 式 窜 达 式 。 
10.2 ”如果 三 角形 板 单元 的 位 移 虽 数 是 
те 一 а) + a, z + a, y + ол? + асу + о у + оз х? + as (х? yd су!) +- a, y 
Же uE 4 л BJ РА ЖЕЛ) Ж ЖР T T Ж КШ H K HER EF, Ik E ЕЖ ОС so 47% ,Ә 的 代数 方程 
组 的 系数 矩阵 是 奇异 的 。 

10.3 利用 单元 位 移 光 数 的 完备 性 确定 (10. 2. 19) 式 的 常数 C 的 数值 (提示 ; 常 应 变 
M A RRA a Lila a; Le La a, L; Li), 

10.4 有 有 一 四 边 固 支 的 方形 薄板 , 取 其 1/4 用 8 结 点 Mindlin 板 单元 进行 分 析 , 用 减 
强 积 分 方法 时 АХА БЇ {ДЖ ВЛЕ ЕСШЕ 10.12 所 示 ), 而 采用 假设 前 切 应 变 方 法 
时 , 仅 用 3x3 网 格 也 未 发 生前 切 锁 死 (如 图 10.15 所 示 }), 试 用 К, 奇异 性 的 充分 人 条件 
(10. 4. 13) 式 加 以 验证 。 

10.5 同上 题 分 析 的 四 边 固 支 的 方 板 受 均 布 载荷 q 作 用 。 板 边 长 工 , 厚 度 :。 由 于 对 
称 取 1⁄4 进行 分 析 。 网 格 分 别 取 2X2,4X4,6X6;L/t ҢІ 100,300,500; 对 4 结 点 ,8 
ада 9 АН Mindlin 板 单元 是 否 发 生前 切 锁 死 情况 进行 检验 (参照 图 10. 12, 采 用 第 7 
章 所 附 教 尝 程 序 ) 并 对 结果 进行 分 析 。 

10.6 问题 同 题 10.5, 只 是 板 的 四 边 改 为 简 支 。 

10.7 试 从 广义 变 分 角度 ,论证 Mindlin 板 单元 减 缩 积分 方法 和 假设 兽 切 应 变 方 法 
的 理论 基础 。 

10.8 学 出 DKT 单 元 的 410,. 5.7)? 式 中 的 矩阵 H, ПН, HERRAR. 

10.9 证 明 怪 正 余 能 原理 中 单 交 交界 面 上 的 拉 格 朗 日 乘 子 1 05) 的 力学 意义 应 是 交 
ІН ЕНУ u, (s), 

10.10 SH RO АЗ: (10. 6. 24) (10. 6.26) Ж (10. 6. 2026 АҢ LPR iE 
阵 的 显 式 表 达 式 。 

10.11 对 教学 程序 FEATP 进行 扩充 ,增加 对 Mindlin 板 单 元 采用 选择 积分 和 假设 
剪 切 应 变 建 立 单元 刚度 矩阵 Ке 的 功能 。 

10.12 问题 同 题 10.5 和 题 10, 6 ,利用 扩充 后 的 EEATP 程序 ,采用 选择 积分 方案 进 
行 分 析 , 并 和 已 有 结果 比较 。 

10.13 同上 题 , 采 用 假说 剪 切 应 变 方案 进行 分 析 , 并 和 已 有 计算 结果 比较 。 
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жағы 


。 薄 充 理论 的 基本 慨 设 和 应 力 应 变 状 态 的 基本 特点 , 亮 体 间 元 的 几 种 基本 类 型 ， 

。 建立 于 辐 对称 薄 沉 理论 的 截 锥 壳 元 与 位 务 和 转动 各 自 独 立 插 值 的 轴 对 称 亮 元 的 
各 自 构 造 方法 和 性 能 特点 。 

用 于 一 般 沉 体 的 平面 光 元 的 构造 方法 ,性 能 特点 和 单元 类 型 的 选择 。 

三 维 超 参 教 党 元 和 三 维 空间 曲 粱 -村 元 的 原理 、 构 造 方法 .算法 步 刀 和 性 能 特点 。 
板 壳 元 和 实体 元 或 渠 -村 元 联结 问题 中 交界 面 上 位 移 协 调 条 件 的 恰当 提 法 和 算法 
措施 .以 及 过 渡 单 元 的 原理 和 构造 方法 。 


元 蛋 在 工程 实际 中 得 到 广泛 的 应 用 。 航 空 航天 工程 中 的 飞机 、 火 稍 、. 宇 宙 飞 船 和 机 
械 \ 石 化 . 电 办 等 部 门 的 各 类 容器 ,以 及 航海 和 海洋 工程 的 船 舰 .潜艇 ,土木 .水 利 工程 中 的 
зи He abr ҮН ЯР N Ас ЖІ. 

之 体 和 上 一 章 讨论 的 平板 相 比 较 ,相同 点 是 它们 在 厚度 方向 的 尺度 比 其 他 两 个 方向 
的 小 得 多 ,因此 在 力学 上 引入 一 定 的 假设 ,可 使 空间 的 三 维 问题 简化 为 二 维 间 题 ;不 说 点 
是 板 的 中 面 是 平面 ,而 帝 的 中 面 基 曲面 。 正 是 这 个 不 同 点 ,使 两 者 在 为 学 分 析 上 有 重要 区 
Ж. 平板 的 中 面 只 有 垂直 了 中 面 的 位 移 , 即 挠 度 zw, 而 没有 面 内 的 位 移 。 这 样 一 来 , 板 只 
产生 弯曲 变形 ,所 以 通常 更 具体 地 称 平 板 问 题 为 平板 变 曲 问题 。 平 板 中 面 的 位 移 ие 属 
于 弹性 力学 平面 应 力 问题 研究 的 内 容 。 平 而 应 办 问题 中 结构 的 变形 是 沿 厚 度 均 匀 分 布 
В ВОЗ ЕЛА ТЕ ,通常 称 此 变形 为 薄膜 应 力 (上 应变) 状态 。 平 板 中 弯曲 状态 和 薄 
腊 状 态 两 者 起 互相 不 帮 合 的 ,正如 直 杆 5 梁 ) 构 件 中 , 拉 压 和 弯曲 .扭转 几 种 应 力 (应变 ) 状 
态 足 互 不 焕 侣 的 一 样 。 而 党 体 由 村 中 血 是 曲面 ,工作 时 中 面 内 的 位 称 z.o ЖИЕ T rh i 
的 位 移 ш 通 肖 是 同时 发 生 的 ,而 且 弯 曲 状 态 和 薄膜 状态 是 相互 类 人 台 的 ,必须 同时 进行 分 
析 。 由 于 中 型 是 巾 饥 ;网 时 弯曲 状态 和 薄膜 状态 是 相互 看 合 的 ,使 得 壳 体 问题 的 力学 分 析 
比 平板 问题 和 平面 应 力 问 题 复 交 得 多 。 这 也 使 得 元 体 问 题 (特别 是 这 体 非 线性 问题 }) 的 有 
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限 元 分 析 方 法 至 今 仍然 是 有 限 元 研究 领域 的 重要 课题 。 

壳 体 结 枸 首 先 从 孔 何 二 可 以 区 分 为 轴 对 称 元 体 和 -…- 般 的 三 锥 空间 之 体 。 前 者 在 空间 
上 有 一 对 称 轴 ,党 体 中 面 是 由 一 条 和 对 称 轴 共 面 的 曲线 ( 称 经 线 或 子 千 线 ) 绕 对 称 轴 旋 转 
360 形成 的 ， 和 轴 对 称 实体 类 似 , 问 题 可 以 乔 化 到 一 个 包含 对 称 儿 和 经 线 的 平 向 内 研究 ， 
由 于 经 线 只 是 一 条 曲线 ,所 以 轴 对 称 壳 体 本 质 上 是 曲线 坐标 系 内 的 一 锥 问题 。 而 一 般 的 
三 维 室 间 的 党 体 则 是 曲线 坐标 系 内 的 二 维 问题 。 相 应 的 壳 元 吕 以 分 为 办 对 称 壳 元 和 一 般 
的 室 间 元 元 。 

从 元 元 自身 的 几何 特点 上 区 分 , 轴 对 称 过 元 可 以 分 成 直 边 的 截 俊 壳 元 和 有 曲 边 壳 元 。 
天 音 可 以 看 成 是 从 贺 难 面 主 用 两 个 垂直 于 对 称 轴 的 平行 圆 截取 出 的 一 部 分 ,单元 构造 比 
较 简 单 。 仍 用 它 腐 敬 实 际 壳 体 时 ,是 用 一 系列 直线 组 成 的 折线 来 近似 通常 为 得 线 的 经 线 。 
而 遇 边 充 匹 则 是 用 一 系列 的 2 次 或 3 次 曲线 去 近似 实际 的 经 线 ,显然 提高 了 几何 离散 的 
精度 

将 上 述 两 种 不 同 儿 何 特点 的 轴 对 称 壳 体 单元 推广 到 一 般 三 维 空间 的 壳 体 时 .将 有 平 


面 元 元 和 曲面 过 元 之 分 。 
ЖОО < 


(a) H АЛЕНЕ ЕТЕ (БІНЕ ОВЧЕ УРЕ 
图 11,1 Жі IU = Ik 


ЊТ, ШЕ 11.1 ЕРКАН L 8 E dB 8 А ШЕШ = f ВЕНЕТА 
ЛИ ЖЕКЕН Ik. hul C fa Алу PI” N Ea Н ЕЕ ЗЕ) 
学 体形 状 。 平 面 单元 的 优点 是 表达 格式 简单 ,第 10 章 中 所 讨论 的 各 种 平板 弯曲 单元 只 要 
稍 加 扩展 就 可 以 用 于 壳 体 分 析 。 当 然 用 折 板 代替 壳 体 时 ,正如 用 截 锥 之 元 去 离散 经 线 为 
ЖЕ ЖЕ ЕА, 在 几何 上 又 引入 了 新 的 近似 性 ,在 计算 中 需要 将 网 格 合理 地 加 帘 。 
如 采 采 用 遇 面 壳 元 ,能 够 更 好 地 反映 壳 体 的 真实 几何 形状 ,在 单元 尺寸 大 小 相同 的 情况 
下 ,通常 可 以 得 到 比 平面 壳 元 更 好 的 葡 果 。 

和 平板 单元 相同 ,从 单元 部 的 连续 性 要 求 上 可以 区 分 壳 体 单元 为 C 型 单元 和 C, 型 
单 殉 。 但 是 除了 轴 对 称 截 难 壳 元 以 外 ,要 构造 基于 薄 壳 理论 既 满足 C, 连续 性 ,同时 又 满 
足 完 备 性 的 插值 函数 是 相当 困难 的 。 特 别 是 对 于 一 般 壳 体 ,由 于 几 何 形状 的 复杂 性 ,情况 
更 是 如 此 。 通常 的 C, 型 壳 体 单元 可 以 看 成 是 位 称 和 转动 各 自 独立 插值 的 Mindlin 板 单 
元 的 推广 。 对 于 轴 对 称 壳 体 ,这 种 单元 构造 简单 ,已 得 到 成 功 的 应 几 。 但 是 对 于 一 般 过 体 
情形 , 仍 因 几 徊 找 述 的 复 宁 性 和 涉及 具体 壳 体 理论 的 选择 ,很 难 直接 枸 造 位 移 和 转动 各 自 
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独立 播 值 的 曲 元 单元 。 而 采用 在 理论 上 和 它 等 价 , 从 三 维 实 悼 元 虹 化 而 来 的 超 参 数 元 元 
就 成 为 比较 自然 的 替代 ,因此 超 参 数 元 元 是 现今 工程 实际 中 用 作 一 般 壳 体 绪 构 分 析 的 最 
常见 单元 。 
用 于 一 般 完 体 分 析 的 ,从 二 维 实体 元 赔 化 而 来 的 超 参 数 充 元 和 直接 建立 于 沉 体 理 沦 
元 元 实质 上 的 区 别 是 在 分 析 的 不 同 阶段 将 党 状 三 维 连 续 体 简化 为 二 维 壳 体 单元 ,具体 
表示 如 图 11.2。 在 构造 单元 过 程 中 移 后 不 同 地 引 和 人 了 两 种 近似 人 性 ,一 是 来 自 有 限 元 的 离 
散 , 一 荐 来 自 一 定 的 壳 体 息 设 。 从 三 维 实体 元 蚁 化 而 来 的 超 参 数 壳 元 是 采用 先 离散 后 引 
人 元 体 和 起 设 的 方案 ,可 以 避免 处 及 具体 的 过 体 理论 的 选择 和 繁杂 的 数学 推导 。 


充 状 连续 休 


高 散 化 
2 N жч 


pet ib да! 


mitt вая 
图 11,2 导出 壳 体 单元 的 两 种 方案 


三 维 相对 上 自由 度 壳 元 是 另 一 种 从 三 维 实体 元 演化 而 来 的 壳 体 单元 .其 特点 是 仍 以 位 
移 为 结 点 参数 ,而 不 引入 转动 自由 度 , 因 而 它 的 表达 格式 比 超 参 数 三 维 达 元 简单 而 直接 ， 
是 一 种 有 应 用 价值 的 单元 。 

本 章 11. 2 一 11.6 节 将 分 别 讨论 几 种 在 实际 分 析 中 得 到 较为 广泛 应 用 的 有 代表 性 的 
亮 元 。 它 们 是 基于 注 沉 理论 的 轴 对 称 壳 元 ,位 移 和 转动 各 自 独立 播 值 的 轴 对 称 党 元 ,用 于 
一 般 元 悼 的 平面 充 元 ,用 于 一 般 壳 体 的 超 参 数 过 元 及 相对 自由 度 壳 元 。 由 于 在 实际 结构 
中 党 体 经 常 和 实体 元 或 梁 - 杆 元 结合 使 用 ,因此 在 本 章 11.7.11.8 两 节 分 别 讨论 壳 元 和 实 
体 元 ,这 元 和 梁 - 杆 元 的 联结 问题 。 考 虑 到 和 壳 元 联结 使 用 的 梁 - 杆 元 常 是 三 维 空间 的 由 
粱 -村 元 ,此 种 单元 本 质 上 也 是 一 种 三 维 赔 化 元 , 它 的 构造 方法 蝎 类 似 于 三 维 赔 化 这 元 ， 
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一 r— r= ал — — — - nn- 


为 讨论 方便 起 见 ,未 将 它 放 在 第 9 章 而 是 放 在 本 章 11.8 TH HE. 
112 ”基于 薄 过 理论 的 轴 对 称 壳 元 


1121 轴 对 称 薄 这 理论 的 基本 公式 


图 11.3 所 示 的 轴 对 称 壳 体 中 面 上 任 一 点 位 置 由 爸 ( 子 午 ) 向 弧 长 坐标 * ЯП EJ n] #8 Ж 
WORE br uj H RS (TF) FF и 导向 分 量 vw 和 法 向 分 其 w 确定 。 在 薄 壳 理论 
中 ,之 体内 任 一 点 的 应 变 , 根 据 Kirchhoff 直 法 线 假设 ,可 通过 中 面 的 6 个 广义 应 变 分 量 
来 描述 ,它们 和 中 面 位 移 的 关系 是 


Qu wW 
Е t ш 

ds tR 

Әз 
Е, TE + usin + wcos$] 
y до — [35 vsin ) 
? дз r (90 I 
È == = 

А -2(0%- ж) (11.2.1) 
i Jsi Ә$ F. 


– 1 ае otu зт? дш и 
г 26 к? 20 г | 


2(- Ред ди sinf Jw | сов? соя? до _ sinfeos$ 1 аы 
98 е 2% r° К, 56) 


图 11.3 轴 对 称 壳 的 坐标 ,位移 和 内 力 


其 中 ?是 弧 长 * 89168 125356 АЗЕ, 是 经 向 的 曲率 半径 ,r 是 平行 圆 的 半径 ( 即 中 
Б-ка ВО А АЕ К), қ, 和 Yo 表示 中 面 内 的 伸 长 和 前 切 ,x, ,wy 和 ws 表示 中 面 曲率 
和 操 率 的 变化 。 

当 已 知 中 面 的 6 个 广义 应 变 分 量 以 后 ,中 面 外 任 一 点 的 应 变 可 以 表示 为 
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Е = g, + zx, Ер”? = Eg ZK Хр = Y, + z< (11.2. 2) 
Ap : 是 该 点 至 中 面 的 距离 ( 沿 法 线 方 品 测 量 )， 
在 薄 壳 理论 中 与 上 述 6 个 广义 应 变 分 量 相对 应 的 是 5 个 内 力 ( 广 义 应 力 ) 分 量 
sg=[N, М, М, М, M, Mr (11,2,3) 
其 中 N, №. No 分 别 是 壳 体 内 垂 百 于 * 或 2 方向 的 截面 上 单位 长 度 的 内 力 ;M Mas Me 
是 相应 截面 上 单位 长 度 的 力矩 。 根 据 应 力 沿 音 度 方向 旦 线性 变化 的 假设 ,党 体内 任 一 点 


М. 12M. 
= t 1 
м, 12M 
"一 + я ы (11,2,4) 
Ne 12М, 
е о} ғ | 
其 中 Ве. 
广 吕 应力 分 量 和 广 匀 应变 分 量 之 间 的 弹性 关系 是 
l + 0 0 0 0 
№, I 0 0 0 0 е 
Мә 1 一 ? En 
= 0 0 0 
Ма . Y 
— Е £ у “ 
М 155) 对 5 p 0 | (11.2,5) 
Ë 
М; 19 0 Ko 
М. 01 —у) к, 
称 21 ” 
APEA. ЕЕ, Ш Ба Е ЈЕ, ША. 
в = Ре (11.2. 6) 
或 өсе — р“ ес” ес” — р‘ г“! 
BE PERDADO ПЪК пе НК, НК E: 
а Тен? Е Üm) гр" 0 
a= [o J e= [o ] D=| ， | (11.2. 7) 
并 及 有 
М, ` м 
ағ? 一 №, 


PIE лам | 22 
Е, К, 
ЕС"!-- |ë | в”? = |k (11.2. 8) 
Ға в 
1 + 0 
Е v 1 0 (b) ғ { ту 
Oo ley |—ь Р 122 
00 2 | 
元 体 的 应 变 能 表达 式 是 
U = 11 eTDedf (11.2.9) 
2 а 
或 者 表示 成 
U -- | сет пее dat 地 | (е!) y! p'*> в д 
2 а 2 а 
上 式 表明 壳 体 的 应 变 能 可 以 分 解 为 薄膜 状态 和 弯 册 状态 两 部 分 。 
而 系统 的 总 势能 表达 式 是 
П, = U ж (11.2. 10) 


其 中 一 W 是 系统 外 力 的 势能 ， 

如 果 轴 对 称 学 体 所 承受 的 载荷 以 及 党 体 的 支承 条 件 部 是 轴 对 称 的 , 则 部 体 的 位 移 和 
变形 也 将 是 轴 对 称 的 。 这 时 周 向 位 物 分 量 от, 26 ар ВИИ В и Tü zo UE s 的 图 
数 , 进 而 应 变 分 量 Ук ЧУЕ Nw,Ms 也 将 不 骨 出 现 。 现 在 (11.2.1) 和 (11., 2.5) 


ЮИ 


ди w 
Е du ш 
| ФЕ. 
Е) | 一 (using 十 шсоя9) 
Е 一 -一 (11. 2.11) 
_ d de u 
к; AET R) 
nf dw ш) | 
Ко r ds R, | 
1 уы Ü 0 е | 
1 Ü 0 е, 
_ 2 £ ty 
= ти 对 15 151 (к (11.2, 12) 
К 
вод к, 
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-- - r J - -= == -一 -一 一 ~- 一 -= 一 一 一 - 一 一 
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单元 形状 如 图 11. 4 所 示 ,它们 是 圆锥 壳 体 的 一 部 分 。 每 个 单元 有 两 个 结 点 ,每 个 结 
点 的 位 移 参 数 在 轴 对 称 载 荷 情况 下 是 
а=[и, ш В] (= 1,2) (1.2.13) 
Ж usw, 是 总 体 坐 标 系 中 的 轴 向 位 移 和 径 向 
位 移 分 量 ,8 是 经 向 切线 的 转动 。 
单元 的 结 点 位 移 向 量 可 以 表示 成 
а“ = (51 (11. 2. 14) 
а; 
态 一 方面 ,单元 中 面 上 任 一 点 在 局 部 坐标 系 
中 的 经 向 位 移 u 和 法 向 位 称 w 此 时 可 以 分 别 是 * 的 线性 和 三 次 函数 , 即 
м = а + 055 
w = a, 4-0,5 + ass" ара? 
其 中 待定 系数 a ,0s ,*… ,as 可 由 结 点 1 和 2 的 各 个 位 移 分 量 及 其 导数 m,w, dwd), 
ш зи», Сбч ds): 加 以 确定 ,它们 应 满足 以 下 方程 ， 


图 11. HARRERA 


«11. 2. 15) 


ам а = (4%) 
@, == W G, +a, L = и; (11.2. 16) 
а, da L +a, L` а ГР = и» а, --2а,1,-Е3а,І2 = ЕЗ 
$ /2 
从 上 列 方 程 组 解 出 OL | GQ tr ай 以 后 Аас. 2. 15) 式 ,可 以 得 到 
人 мі О О Е Ü 0 | 
H 一 一 - 
w 0 1-34-22 L($— 26р 81) 0 38-288 1-44-25) x 
бош 
| 
а) 
т 1 
(11.72.17) 
H 
1475 
dw 
(es) 


其 中 =s L, L 是 截 锥 单元 经 线 的 长 度 。 
注意 到 Шу кыл өң" Сау ds); 和 WH] rl a TT , É, <E] 存在 如 下 关系 


ЖП% вени | 


м; cos 808 01 (и, 

w J ng cosh 01, -- Ад. G= 1,2) (11.2.18) 
dw 
а Бо о Nu 


RE h À 是 截 锥 单元 的 坐标 转换 和 矩阵 ,将 上 式 代 和 (1.2,17)? 趟 ,最 后 得 到 # 用 结 点 位 移 问 
Ша 的 插 信 表示 | 

и- МА МА је = Ма” (11. 2. 19) 
其 中 


f 


|， аан ег». 

1 — 

О 1—34 287 (6—26) 

+ + (11. 2. 20) 


м! — Ë Ü 0 | 
По зая р ЕЕ 
(11. 2.19) NA (11. 2. ПОЖ, Ве РЕНЕ, ик, - 0,118 


== | ВА В,А ]а = Ва“ (11. 2.21) 
其 中 
1 
-- 0 0 
1-9 sin (1 — 382 + 262) соз? 1.(ё— 2824 É) соз 
В, 一 
0 一 一 6 十 129 7, 一 (一 4 十 6 7 
0 —{— 626—2) sing — (1 -4Е | 38?) sinf 
| (11.2.22) 
r 0 0 
eS (зе ы) OF рор) cost 
В; 一 
0 06-1290, 一 (一 2 十 的 了 
8 __ (бЕ— БЕ: 3 sing ( 2£ sing 
— (= 264383) 51 
得 到 N.B Ja , ПОРЕЗИ AERE K #128 Жр [E] 07. ED 
K = | в'0в2хн. dé (11.2. 23) 


如 将 K' 写成 分 块 形式 , 则 
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к Kie 
K = 


Ka Ki 
其 中 
К, 一 和 (| в тов где). (1,247 1,2) (11. 2. 24) 
ЭПЖ M| [p] 27 ват p 
що 
р = 网 (11.2.25) 
其 中 р, Пр. Ж] 1и $k far ii Ze p] ЖИЕ [а] АН ПП] АД s А ра В А Жүй E: 
0: = 2А") м7 раб G = 1,2) (11.2.26) 
ЕН 


О "= (ад С. С, | 
Кто, Qu 和 Qs З РЛ. 
应 该 指出 ,在 (11, 2.22) 一 (il.2.26) 式 中 的 > 是 二 的 函数 , 即 
r= r, 十 二 [Sin 多 (11.2,27) 
РА лн Е Е ВЕ А ла НВО (11. 2.23) 和 和 (C11,2,26) 式 ,可 以 方便 地 利 
用 一 维 高 斯 数值 积分 方法 进行 ,通常 采用 3.、4 点 积分 方案 可 达到 足够 的 精 诬 。 另 一 方面 ， 
采用 数值 积分 方案 还 可 避免 B' 在 r=0 好 出 现 的 奇异 性 。 
关于 壳 体 单元 的 收 敏 性 ,如 考虑 到 应 变 能 中 包 售 了 位 移 的 二 次 导数 , 则 根据 2.4 节 的 
讨论 , 单 光 完备 性 的 要 求 是 ,位 移 淆 数 中 应 包含 刚体 位 称 以 及 直至 用 位 移 二 次 导数 表示 的 
党 应 变 项 。 但 是 只 要 分 析 一 下 几何 关系 式 (]1.2.1) 或 (11.2. 11) 式 就 可 以 知道 ,对 于 壳 体 
结构 , 毅 曲 率 变 化 ( 即 esyxsvks 为 常数 ) 实 际 木 可 能 发 生 , 常 薄膜 应 变 ( 即 евр Ха В ВЖ) 
只 能 在 个 别 情况 下 发 生 ， 此 时 ,只 要 位 移 函 数 中 包括 曲线 坐标 的 常数 项 和 线性 项 就 可 以 
达到 要 求 , 从 411.2. 15) 式 可 琵 此 要 求 是 满足 的 , 因 些 壳 体 单元 位 移 函 数 完 备 性 的 要 求 最 
主要 是 应 包 合 刚体 运动 的 位 移 模 式 。 
轴 对 称 过 在 承受 输 对 称 载荷 的 情况 下 唯一 可 能 发 生 的 出 体 运动 模式 是 沿 总 体 坐 标的 
对 称 轴 , 即 z 方 向 的 移动 ,也 就 是 4 二 常数 ,这 时 经 向 位 移 和 法 向 位 移 分 别 为 ， 
u = ucos w = — using (11.2. 28) 
ХР їл. 5 ”为 常数 ,所 以 uw 也 为 常数 。 而 单元 位 移 表 达 式 (11. 2.15) 中 分 别 
BATRA o Па ,因此 它 是 满足 完备 性 要 求 的 。 


至 于 单元 间 的 位 移 协调 性 要 求 , 因 为 结 点 参数 中 包含 了 转动 ес) ива 


EH. 
例 1i.1 图 11.5(a) 所 示 是 一 个 受 边缘 前 力作 用 的 圆柱 壳 , 均 匀 划 分 为 40 ТВ 


AUE RERE оо ав 


THA, Ж М, 的 结果 与 解析 解 符 人 台 得 很 好 ,如 图 (b) 所 示 。 实 际 上 如 考虑 距 边 办 
一 定 距 离 以 后 ;应 力 变 化 已 比较 平缓 ,采用 不 均匀 间距 的 网 格 划 分 ,单元 还 可 以 适当 减少 ， 

11.251 图 11.6 所 示 是 一 个 有 中 心 孔 且 在 其 边缘 受 弯 和 矩 作用 的 半球 形 党 体 , 采 
用 不 均 句 的 网 格 划分 , 共 划 分 28 个 单元 ,也 得 到 了 和 解析 解 符合 得 很 好 的 结果 ， 


O 


Ж | В“ 20200 | 


_ А = 
Е=2 х 10°MN/cm2 в 02 ЖЕЛІН 
v=0.3 : * “йт 
(20.1285ММАча š 
В=0.1285/ст У 
04 
0 | 2 3 5 
Bx 
(а) 几何 形状 (b) Ве 成 祖 x 方 向 变化 曲线 
图 11.5 边缘 受 前 力作 用 的 圆柱 壳 
М=\М-+т/т | 4 TRE В 0.5“ 
нт ; ТЕ #4 1.0" 


3 个 单元 ,每 个 2.0" 


А А Мета) 


Е-ЮҢ МАТ 2. 
у=) 33 | 


11.6 半球 党 的 有 限 元 解 


从 以 上 讨论 和 算 例 可 见 ,基于 薄 这 理论 的 截 锥 壳 元 表达 格式 比较 简单 ,一 般 情况 下 ， 
实际 分 析 取 得 的 精度 也 是 令 人 满意 的 ,因而 得 到 比较 广泛 的 应 用 。 但 是 截 锥 沉 元 也 存在 
缺点 ,例如 由 于 它 用 一 定数 目的 直线 来 近似 经 (子午 ? 线 曲线 ,势必 引 人 新 的 误差 ,表现 在 
学 体 的 薄膜 应 力 状 态 区 域 可 能 产生 附加 奔 曲 。 在 某 些 情况 下 ,所 引起 的 误差 可 能 很 大 ( 参 


人 


见 11.3.3 370] 11.3)。 为 消除 此 影响 ,必须 将 单元 划分 得 很 密 ,从 调 增 加 计算 工作 有 量 。 
d 


TORRADH F R = оо, БЕШ = Е ,实际 壳 体 如 果 RAe iA p E 


# R, 有 不 连续 变化 时 ,选择 ww、 作为 结 点 参数 ,虽然 可 以 保证 它们 在 结 点 处 的 连续 


性 ;但 不 能 保证 转角 8 的 连续 性 , 亲 能 对 计算 结果 有 不 利 影响 。 还 有 在 壳 体 不 是 很 薄 的 情 
形 , 党 体内 {是} 表面 有 分 布 载 从 作用 时 ,最 好 考虑 内 (外 ) 表 面 的 实际 面积 ,而 不 要 第 统 地 
简化 到 中 面 上 进行 计算 ,要 做 到 这 一 点 ,使 用 截 锥 况 元 也 是 不 方便 的 。 基 地 上 述 种 种 沽 
虚 , 曲 边 亮 元 (子午 线 为 曲线 的 轴 对 称 壳 元 ) 仍 有 研究 的 必要 。 

曲 边 党 交 和 截 锥 壳 元 的 区 别 是 在 单元 内 不 再 假设 % 一 常数 ,因而 曲率 1/R, 也 不 再 等 
于 零 。 好 处 是 在 几何 上 能 较 好 地 模拟 实际 壳 体 ,但 是 在 满足 位 移 模 式 中 包含 刚体 运动 这 
一 上 收 佑 性 杀 性 方面 却 带 来 了 一 定 的 麻烦 。 

从 (11.2.28) 式 已 知 , 当 党 体 发 生 刚 体 运动 a 时 ,经 向 位 黎 和 法 向 位 移 分 别 是 

и == ucos? w 一 一 usin% 
当 $ 椒 是 常数 时 ,为 能 表述 此 运动 ,a то Bu {Ж д "Н e Uta @ = fg РА ОЛИ, Хх 1 R l 
计算 上 的 麻烦 。 

克服 上 述 困难 的 一 种 方案 是 直接 将 单元 内 的 轴 向 位 移 zx НЕ пиво 直接 表示 为 
结 点 参数 的 插值 形式 ,这 时 只 要 & 的 表达 式 中 包含 常数 项 就 可 以 满足 刚体 运动 的 要 求 。 


但 是 在 位 移 和 转动 不 是 相互 儿 立 插 人 的 情况 ,为 表示 结 点 处 的 截面 转动 ,将 要 求 糙 和 虹 
同时 包含 在 结 点 参数 当中 。 也 就 是 说 , 结 点 位 移 参数 将 增加 为 4 个 ,同时 元. 到 将 都 是 # 
的 三 次 多 项 式 。 这 样 一 来 ,在 计算 上 将 会 增加 麻烦 。 另 外 锯 和 9 下 都 包含 在 结 点 参数 中 ， 


则 握 遍 了 单元 连续 性 。 在 壳 惧 厚度 或 物性 不 连续 的 位 置 , 过 分 的 连续 性 将 导致 内 力 М, 
的 不 连续 ,这 古 不 合理 的 。 因 此 不 准备 专门 讨论 基于 轴 对 称 薄 过 理论 的 曲 边 单元 。 
在 以 上 关于 基于 薄 这 理论 的 索 元 的 讨论 中 还 可 看 到 ,尽管 结 点 位 穆 参 数 中 包含 了 截面 


转动 月 ,但 在 单元 内 (8 5 到 } 不 是 独立 的 函数 ,因此 要 求 w АС, 连续 性 。 在 轴 对 称 党 


中 满足 С, 连续 性 并 不 困难 ,但 是 要 求 w 至 少 是 ,的 = 次 函数 。 为 此 Zienkiewicz 等 人 于 
1977 年 提出 了 一 种 更 为 简单 而 有 效 的 截 锥 过 元 ,在 此 单元 中 ,转动 8 作为 独立 的 函数 ， 
这 样 一 来 , 搬 值 函数 只 要 求 具 有 С, 连续 性 , 且 由 于 考虑 了 横向 前 切 变 形 ,单元 还 可 以 用 于 
分 析 中 厚 的 这 体 。 以 后 的 研究 ,将 这 种 位 移 和 转动 各 自 独立 插值 的 轴 对 称 壳 元 发 展 为 曲 
按 的 形式 。 我 们 将 发 现 它 不 仅 具 有 曲 边 壳 元 的 忧 点 ,而 且 可 以 方便 地 和 包含 刚体 运动 模式 。 

上 述 两 种 位 移 和 转动 备 自 独立 插值 .同时 可 以 考虑 横向 前 切 变 形 的 截 锥 壳 元 和 曲 边 
过 元 ,将 在 下 - 节 中 予以 较 详细 的 讨论 。 


пж лаңы с 


113 ”位 称 和 转动 各 自 独 立 插值 的 轴 对 称 壳 元 


11.3.1 考虑 横向 前 切 变形 的 轴 对 称 亮 体 理论 的 基本 公式 


Ж ГЕ {я [5] ВУ 1JJ BU MH XT ВК те, ТЕ ЗЕ ЭШ А ЖЕ {ш В Гәр) 义 应 变 和 位 移 的 关系 式 
ШТ: 


du т 
ds СЕ, 
& | sing + weosg) 
Ев | r 
е || |= | 9 (11.3.1) 
біз 
к А 
sin? 
М к В 
йш) н 
ds ЁК. 


Ата, Же ЖЗШ 26 ра] Л ЛЕН К [и] А ‚к, Жік, 是 中 面 的 经 向 曲率 变化 和 环 向 曲率 恋 
УЖЕ, НЕЖЕТГ ЛЫН BO JE dh iñiq HUU УЛУ) 


с- | м, М М, M, V] (11.3.2) 
它们 分 别 和 依次 是 经 商 内 为、 环 向 内 力 ARAE ЕШ Р SB ЖИЕ СЕБІН 
广义 应 力 和 应 变 之 间 的 关系 是 
в = De (11. 3. 3) 


Жр е | 


р“ 0 0 | ерен” 0 
p= 0 Do 0 i А к (11.3.4) 
Ü Ü Гун 7 


Нар” р” рен ЕНІ знайте ЕНІНЕН Ж. 
о: ГІ ú chy Ё O 
D | р“ = 150 


Е 1—71, 1 
Et 5 
t _ Ë 一 二 
2(] + v) k б 
壳 体 应 变 能 表达 式 最 
U = 1j £T De dt) (11.3.5) 
П 


或 [І =) Сш y! p: gt) 90 十 1f (е? ре da 1| yD t: ydo 
да 20 2 Ja 


其 中 


1132 HAI 


вокално, FE ТЕШ) ЮЛ ЖЕ Л ДЕЛИ ҮР. ТЕ ñ GI н.ш. Ж 
акра ,所 以 单元 内 的 位 移 可 直接 用 总 体 敬 标 内 的 轴 问 位 移 & ПЕНЕВ те Ж 
述 , 而 它们 又 可 直接 表示 为 结 点 参数 的 插 便 形式。 对 于 二 结 点 的 截 锥 壳 元 ,位 移 插值 
表示 如 下 

u= Ума оше Ули, p= SINA. (11.3.6) 
Жр 
ЛЕ -Е Ne es R= s/L 
注意 到 ило Ruw 之 癌 存 在 如 下 关系 


Ган жә aa 


И т L— sinf cos 1) 
将 上 式 代入 局 413.1) 式 ,并 注意 到 R 一 一 dd 对 于 截 锥 壳 元 ,dd 一 0) ,就 可 以 得 到 
НА E pa u ВОЛЯ 0А 


а . à d 
cos Е. sinf — 0 


ы 0 = 0 
Ë = 
Es | М 
| dll 
E — |x, |= Ü Ü 一 一 : (11. 3. 8) 
| da 
ы 0 0 si $| U 
у r 
d 
— sinf y cost 下 — 1 
HOLI ЖКА Ед. ния 
а 
e [В в,1| |- ва (11.3.9) 
4: 


其 中 


тИ Уеа Уйла awmi — macan мшш. p Е 


第 11 * 过 体 问 题 Е 


ДМ, Е ам, 
соў -下 stn? T 4 
0 А. 0 
Е 
B. = 0 0 || E 
ds 
0 0 Ем 
я 
| ам, dN, 
— зіп? аа соз? 1 М, 
я - а ш ВІ! (#--1,2) 
- АМ, год 1 
并 有 ds L d J 
至 此 可 按 标准 步 又 形成 单元 刚度 虐 阵 
K = | В! DB+-dë2xI, (11.3. 10) 
ШК 表示 成 分 块 形式 ; 划 有 
гк Ki: 
ЫР ка. 
К. қ, 
其 中 
1 
К, | B DB rdë2x1. (тт 1,2) (11.3, 11) 
为 了 进一步 讨论 的 方便 ,还 可 将 K 表示 成 
K = К, + К: (11.3, 12) 
其 中 


1 
i | Въ В, 4 2ті1. 
心 


1 
к: = ро | ВВ ек, — ро 
ü 


式 中 ре” DO WL Ж Е PE ИЗ ОА, ДЖ A K MDA. ЩН BF Pi АЫ НИЕ. 
ЖЕН 
В, = В. Ве! В, = | Ва В, | (11.3.13) 
B... В ЕСІ 3. 9) 式 表示 的 В В 中 的 前 4 行 , 了 .8 分 别 是 其 中 的 第 5 行 。 
关于 单元 的 络 点 载荷 向 量 , 对 于 现在 讨论 的 情况 可 以 表示 成 
Q = | NPrdemL (4-1, (11. 3, 14) 


其 中 


©, Р, 
0: = |Q Р = b. 
С» ‚ Ра 


ЖҮГІР ЖОЛЫН Ж p|a=0, ПА ТЈ Е 7) Р, 
则 有 


Ри = psing ри =— pcos? ра = 0 (11.3. 15) 
进一步 祭 侣 各 个 单元 的 刚度 矩阵 利 载 荷 疝 量 , 就 叮 以 得 到 结构 的 有 限 元 求解 方程 
Ka — Q (11.3. 16) 


(К, + DS K ya = О 
需要 指出 的 是 ,因为 位 移 和 转动 各 口 独立 的 充 元 ,在 本 质 上 和 Timoshenko 梁 单 元 及 


Mindlin 板 单元 相似 ,因此 在 形成 刚度 垂 阵 时 ,需要 同时 保证 其 的 非 坷 异性 和 羽 的 奇异 
Е. ААИ НИ .选择 积分 ,假设 前 切 应 变 等 方法 。 因 为 轴 对 称 壳 元 也 是 一 维 
$70. ШІН) Timoshenko ZAMAR , 减 缩 积分 利 假 设 前 切 应 变 方 法 实际 上 是 相互 等 价 
的 ,这 里 就 不 再 一 一 重复 。 对 于 现存 的 截 锥 单元 ,可 以 方便 地 采用 一 点 积分 ,以 达到 同时 


保证 下 的 非 奇 异性 及 KK. 奇异 性 的 目的 。 算 例 表明 ,计算 结果 是 很 好 的 。 反 之 如 采用 精确 
积分 ,对 于 薄 充 情况 ,结果 很 差 , 对 于 很 薄 的 过 ,将 发 生前 切 锁 死 。 

为 证 实 上 述 位 移 和 截面 转动 各 白狐 立 插 值 截 锥 壳 元 的 有 效 人 性 ,在 图 11.7 Ж 11.8 
中 给 出 两 个 曲面 壳 迟 的 例子 。 前 一 算 例 是 关于 均匀 压力 作用 的 球形 项 盖 的 ,并 特有 限 元 
解 与 解析 解 以 及 其 他 经 线 为 曲线 的 壳 体 单元 的 计算 结果 进行 了 比较 。 后 一 算 例 分 析 的 是 
内 压 非 用 下 的 圆 环 远 ,这 是 -- 个 壳 体 理论 中 比较 复杂 的 问题 ,没有 精确 的 解析 解 进 行 比 
较 , 只 与 其 他 曲 边 这 元 有 限 元 解 进 行 了 比较 。 从 比较 中 可 以 看 到 ,尽管 用 截 锥 壳 元 对 经 线 
为 曲线 的 旋转 完 体 进行 离散 ,在 几何 上 带 来 一 定 误差 ,但 它 的 影响 并 不 那么 显著 ,因为 在 
土 述 一 个 算 例 中 ,只 分 别 采 用 了 10 个 和 18 ЕЖЕЛ ИНЕНІ ЕНЕ. 


11.33 Шағала! 


此 单元 有 3 个 结 点 ,坐标 r.z 和 总 体 坐 标 内 的 位 移 < ло 及 转动 如 采用 相同 的 插值 表 
Ж» Вр 


p | (11.3.17) 


М, (Мат) 


ERISH 
[个 单元 


Раме! 


50 90 -70 —50 -30 -10 10 30 50 70 90 
33 30 25 29 І5 10 5 0 


Фо) 
е) 一 一 一 5 л: (Chan and Firmin, 1970) 
о ЕЛІМ (Timoshenko) -—+—— 曲 边 单元 (Giannini and Miles.1970) 
& ТЕЛ (Dalpak , 1975) --о-- ШШ її Л; (Delpak, 1975) 
— 截 锥 有 有限 元 解 (Zienkiewicz 等 ,1977.10 个 单元 ) v WIER Zienkiewicz 1977) 
(b) 径 问 位移 
图 11.? 均 压 作用 的 球形 顶 盖 图 11.8 内 压 作 用 的 环 过 
其 中 
ыз N (Š) = (1 — 6) (1 — 28) 
N; = №06) = 022—1) 
N= N, (£ = 41 — 6) (11.3, 18) 
ХЕТЕНЖ Ж OSES. 
记 


(11, 3,19) 


第 2 篇 专题 部 分 


一 -= 一 тас а. а = 4.4 ғ" = --т --- - æ- 一- 


(11. 3,20) 


Е 11.9 二 次 曲 边 过 元 


进一步 可 以 利用 标准 步骤 计算 单元 刚度 证 阵 和 载荷 癌 量 ,各 有 关公 式 和 (11.3.8)7 一 
(11. 3. 4) 式 撒 式 上 相同 ,只 是 此 时 ;二 1,2,3, 同 时 各 式 中 工 应 代 之 以 (11.3.19) 式 )， 
并 有 性 于 积分 号 内 。 以 K 和 为 例 , 对 应 于 011.3,11}) 和 (11.3,14) 式 ,可 以 表示 为 


K; = ?л| ВВ, 748 (G = 1,2,3) (11, 3.21) 
0:= ?л| N.PrJ dé Gi = 1,2,9) (11. 3, 22) 
各 式 中 N, 应 用 人 (11.3.18) 式 代入 ,同时 
тава) 48 арр N åq 
Tegu) -pun 全 一 了 (1 一 29 (113.23) 
ХЕЛЕН S S PF LI F RE: 


(1) 中间 结 点 3 的 位 移 参 数 a lu w AO A РР РА ВЮВЕЗК O D ВЕ Hisus 1,2 的 
MEER Ga un ВОЖ a, Си, us B л Ж. 1 ЖЕБЕДЕН А a.a 出 现在 结构 
的 求解 方程 组 中 ,从 而 减少 了 计算 工作 量 ， 


(2) 为 保证 К 的 非 奇 异性 和 KK, 的 奇异 性 ,应 选 择 二 点 高 斯 数值 积分 方案 。 
关于 (11. 3, 22) 式 表示 的 结 点 载荷 向 量 ,应 注意 到 它 是 考虑 分 布 载荷 作用 于 中 面 的 情 
况 , 如 考虑 实际 载荷 作用 于 内 (外 ) 面 的 影响 ,可 代 之 以 


1 
Q = га N Pr’ J de G = 1,2,3) (11.3.24) 
其 中 


к” = r созӣ F = J: k.) 


TD 4” 31" "ЛР ЕН УГ ЖЕШ ЖП РИ K BL НЫНА, F. zk rh R. 可 用 下 式 计算 
1 dp l 


一 -一 — 


R. d l ae: dë ағас 


(11. 3. 25) 


Фе dr d'r б: 


第 11 + ЖЖ 


- а 


== КЕ + 2; 一 у) 10 ДЕ -- (ғ + Ға 222 r: (11. 3. 26) 


КУИН ЭХ puk X. JU Ж ДК B ЯП ІН ЕУ (11. 3. 17) 式 中 ,并 未 引入 
тр ВОЯ $ TE 3yzh ДЕН АТ PJ ТЕ ЗН а ЕХ f ШЕРІ ЗЕРЕ. НЕ 
由 于 利用 了 二 次 曲线 来 近似 真实 壳 体 的 子午 线 ,通常 是 足够 精确 的 ,和 和 鹤 锥 充 元 (每 个 单 
元 内 # 一 常数 ,17/RR,=0) 比 较 仍 是 有 很 大 改进 的 。 这 点 在 以 下 的 例 11.3 中 得 到 明显 的 

例 11.3 球形 压力 容器 ,半径 民 =100cm ,厚度 £= бет, 5 р--20МРа 的 内 压 作 用 。 
薄膜 应 力 解 是 


n = ~> = 167МРа a = S = ЖШ 


如 果 用 本 节 所 讨论 的 二 次 曲 边 壳 元 进行 计算 ,只 需 用 5 个 单元 就 可 得 到 很 精确 的 
结果 。 这 时 算得 在 顶部 区 域内 癌 =167MPa,m = 一 0.6MPa、 如 果 在 结 点 数 相同 的 条 
ETRA 10 个 截 锥 沉 元 进行 计算 将 产生 较 大 误差 ,得 到 的 结果 是 М,/-182МРа, 
No 一 171MPa,o 一 一 18MPa。 直 全 网 格 加 密 全 40 个 单元 方 得 到 和 二 次 曲 边 壳 元 相 
同 的 精度 ， 

例 11.47 压力 分 别 作用 于 内 ,外 表面 的 球形 顶 盖 。 将 压力 简化 为 作用 于 中 面 的 情 
况 即 是 11. 3. 2 节 内 用 截 锥 过 元 计算 过 的 算 例 ( 见 图 11.7)。 现 用 10 个 二 次 曲 边 壳 元 进 
行 计算 ,比较 压力 分 别 作用 于 内 、 外 表面 引起 的 差别 ， 并 和 Timoshenko 的 解析 解 (假定 
压力 作用 于 中 面 ) 进 行 对 比 。N №, 的 数值 分 别 列 于 表 11.1 和 表 11.2, 对 应 的 曲线 绘 于 
图 11.10, 


= 0 


Ме! kN-m ! 
M. (N-m/m) 


50 т: ж + _ 
35 30 25 20 15 Юю 5 д ИТ j 25 20 15 105 0 
Фо) Фо) 

一 ККК ОЛОВЕН ваня Ыл. 压力 作用 于 内 表面 的 有 限 元 解 
图 11.10 ЖЕК ШЕ М.М, 分 布 
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表 11 БИЛ Ne kN/m 


(°) ж 析 Ж Б т A Pš Ju 
《压力 作用 于 中 面 ) 《压力 作用 于 外 表面 ) 《压力 作用 于 内 表面 ) 


15 — 45, 02 — 40. 50 — 43.50 


л 


— 39,05 — 40. 50 — 37,92 


Съд 
са 


25 --27.74 — 27, 29 
30 — 13,10 — 13, 39 
35 — 6, 08 — 5, 84 
3 11.2 ЕР М, М + mm 


уе ж 析 Ж НЕ л 有 限 元 解 
| 《压力 必用 十 中 面 ) СЕ ЛЕНТУ Ар 《压力 作 用 于 内 表面 ， 
0 —0, 294 5 
5 —0, 377 


— 0, 48 

— 0, 487 
10 — 2. 364 — Z, 309 
15 — 5, 451 — 5, 077 
20 — 8, 135 I — 7.428 
30 5. 756 6. 148 6, 13 
35 37. 675 I 37.31 34.91 


МЕЙ ЖЕП НАНКИН ЕН 88 G R=—3, 314), HES ЕЛ МЕНІ 
内 外 表面 ,最 大 应 力 相差 可 达 7%。 如 果实 际 结构 的 壁 厚 较 大 ,此 影响 更 是 必须 考虑 的 。 
因此 考虑 载荷 作用 的 表面 ,对 载荷 项 引信 必 要 的 修正 是 有 意义 的 ， 

例 11.5"! 内 正人 作用 下 的 三 心 顶 盖 , 几 和 何 形状 如 图 11. 11 所 示 。 这 是 一 个 有 多 处 曲 
率 突变 点 的 旋转 壳 , 共 使 用 50 个 曲 边 沉 元 进行 计算 。 表 11.3 列 出 它 的 环 向 薄膜 应 力 
М 和 经 向 弯曲 应 力 6M,/ 的 有 限 元 解 , 表 中 还 列 出 了 Novozhiloy 的 渐 近 解 (该 解 是 精 
度 为 vt/R 量 级 的 近似 解 , 只 作为 比较 的 参考 ) ,曲率 突变 点 的 最 大 应 力 两 者 相差 为 3%， 
再 一 次 表明 此 种 单元 的 可 靠 性 和 有 效 性 。 
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图 11.11 ЖАҚТАУШЫ 


#13 去 心 项 蔓 的 应 力 结果 


m ( =6M У з pr/t в (= Ма) рғ 


T 
— 20 — 1,10 
一 25 —1.16 
— 40 — Ü. ZË 
— 46 1.18 
8/6) и 
— 36 1.17 
— 25 2. 38 
БЕ — 15 3.29 
— 10 3. 537 
0 3, 65 
10 3,193 
15 2. 856 
30 1. 453 
45 0,148 


Ата rr = о-в. --- - ча =- -- -=-= -r 一 一 -一 一 一 39/ 


8/6) 环 


11.4 用 于 一 般 壳 体 的 平面 这 元 
1141 局 部 坐标 系 内 的 单元 刚度 矩阵 


平面 帝 体 单元 可 以 看 成 是 平面 应 力 单 元 和 平板 弯曲 单元 的 组 全, 因此 其 单元 刚度 甜 


阵 可 以 由 这 两 种 单元 的 刚度 矩阵 组 合 而 成 。 


以 3 结 点 三 角形 平面 单元 为 例 , 如 图 11. 12 所 未 。 局 部 坐标 系 олу 建立 在 单元 所 在 


平面 内 。 
对 于 平面 应 力 状态 ,由 2.2 节 可 知 ， 


4 
H H, 
| |= SINO at, а” = | | 
型 i=l 

1 

(ar) іт! T 
Е — tr Е 一 Le, Ё ЖЕ 
r=] 


қ”- Па ут ре” В” ахду 


(11.4.1) 


(11.4. 2) 


(11.4. 3) 


Ат N” Bi Бе” (2. 2.9) ,(2, 2. 15) 等 式 及 表 1,.2, 现 加 上 标 人 rr, 表示 属于 薄膜 应 


力 状态 。 


第 11 + 充 体 问题 | ии ши 22.28. 
и МА 
2 фр 
WANS ASN 
о 8, т w / 
x U, u бы, { 
я! Ме, ~ 
йи 
2,” 0, 
(a) (Б) 
图 11.12 三 角形 平面 薄 帝 单元 的 结 点 力 和 婧 点 位 移 
对 于 平板 弯曲 状态 ,由 10.2 节 可 知 ， 
J 
тн = мод: 
а” = [w, 0. 9.1 (11.4.4) 
Jw dw 
0, = (y) = (58) 
并 进而 可 得 到 
ы КЕШЕЛІ ѓар и 11 
(ay СБУ р — --- 
к = 248 а: к 一 | 22 зу! Жеті (11,4,5) 
ко 一 (СА ахау (11.4.6) 


上 标 (5) 表 示 属 于 平板 弯曲 状态 的 。 
组 合 上 述 黄 种 状态 就 可 得 到 平 而 壳 元 的 各 个 矩阵 表达 式 。 需 要 指出 ,在 局 部 坐标 系 
中 , 结 点 位 移 参 数 不 包 含 8., 。 但 是 为 了 下 一 步 将 局 部 坐标 系 的 刚度 乍 阵 转换 到 总 体 坐 标 
系 , 并 进而 进行 集成 ,需要 将 尺 也 包括 在 结 点 位 移 参 数 中 。 这 样 一 来 结 点 位 移 向 量 表示 为 
a, = [а жә ш 9, 0, B. F (11.4.7) 
同时 平面 党 体 单元 的 刚度 矩阵 可 表示 为 


-oA 


(11,4,8) 


1--------1--.-4-................, 
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1142 单元 刚度 矩阵 从 局 部 坐标 系 到 总 体 坐 标 系 的 转换 


上 节 导 出 了 平面 完 元 在 局 部 坐标 系 ( 即 х,у 轴 在 单元 的 中 面 内 ,zx 轴 垂 直 于 中 面 的 坐 
标 系 ) 中 的 单元 和 矩阵。 为 建立 系统 的 刚度 矩阵 , 需 雪 确定 一 总 体 坐 标 系 , 并 将 各 单元 在 局 
部 坐标 系 内 的 刚度 第 阵 转换 到 总 体 坐 标 系 中 去 。 现 用 гу .> 表示 总 体 坐 标 系 ,局 部 坐 
АЯЛА х,у, 表示 ,参见 图 11.13, 


-- 一 一 --- -- 一 


图 11.13 平面 索 元 的 总 体 坐 标 系 与 局 部 坐标 系 
仍 以 上 节 讨 论 的 3 结 点 三 角形 单元 为 例 , 局 部 坐标 系 内 的 结 点 位 移 向 量 是 


а = [ue о ш 0, 9, 8.1 (11.4, 7) 
总 体 坐 标 系 内 的 结 点 位 移 向 量 是 
a =[w w w 0/ 9) 61 (11. 4.9) 
结 点 位 移 向 量 在 两 个 坐标 系 之 间 按 下 式 进行 转换 , 即 
а = La, а, = L'al (11. 4. 10) 
其 中 
À O А,, А А, 
к= |“ q À = |А. Ау, А, (11,4,11) 
Ау) Ary Аш 
ЖР Аг, ==соз(ж' DRE rye M r у= ЖЕНЕ F 5) дұ. 
‚ ËB. JU ZË sà ТУ }® |8] ЖЕП $£ Ph С ЖД 
a" = Тас а = Та“ (11. 4. 12) 
其 中 
L 0 0 
Д5 
0 0 L 


人 
单元 刚度 庆 阵 和 载荷 问 量 的 苇 换 关系 乓 
к-ткт к-ткт 
0" = TO: o = ТО” (11. 4,13) 
对 于 它们 的 每 一 子 块 ,有 
кК,-іКІЛ K, = L'K' L . 
Q; = 10, 0, = 170, (11.4. 14) 
ЖАЖА А р о И š E Ж Ж af [5] Е, ГАЗ ВКА. 
JE > iB 21) К 1 НУ £ Ip] а 以 后 ,再 转换 回 到 局 部 坐标 系 的 位 移 向 量 qa, 并 进而 
计算 单元 内 的 应 力 等 。 
在 集成 总 体 刚 度 逢 阵 时 ,需要 注意 一 特殊 情况 ; 即 汇 交 于 一 个 结 点 i 的 各 个 单元 在 同 
一 平面 内 。 由 于 在 (11, 4. 8} 式 中 已 令 &; 方 向 的 刚度 系数 为 零 ,在 局 部 坐标 系 中 ,这 个 结 
点 的 第 6 个 平衡 方程 (相应 于 愉 , 方 向 ) 将 是 0 二 0。 如 果 总 体 坐 标 系 z 方向 与 这 一 局 部 举 
М2 方 间 一致, 显然 总 体 刚度 矩阵 的 行列 式 |KK| 二 0, 因而 系统 方程 将 不 能 有 了 唯一 的 解 。 
如 果 总 体 坐 标的 xz 方向 与 局 部 坐标 的 z 方向 不 一 繁 ,经 变换 后 ,在 此 结 点 得 到 表面 上 正确 
的 6 个 平衡 方程 ,但 它们 实际 上 是 线性 相关 的 ,仍然 导致 | 下 | 0。 为 克服 这 一 困难 ,有 两 
种 方法 可 供 选 择 : 
(1) 对 于 此 结 点 , 仍 在 局 部 坐标 系 内 建立 结 点 平衡 方程 ,并 删 去 如 ,方向 的 平衡 方 称 
0=-0, 于 是 剩 下 的 方程 组 满足 唯一 解 的 条 件 。 但 此 法 在 程序 处 理 上 比较 麻烦 。 
(2) 在 此 结 点 上 ,给 以 任意 的 刚度 系数 Ks ,这 时 在 局 部 坐标 系 中 ,此 结 点 在 &, 方 向 
的 平衡 方程 是 Ke9,, 一 0。 经 变换 后 ,总体 坐 标 中 的 系统 方程 满足 唯 - 解 的 条 件 , 即 | 天 | 天 
0。 在 解 出 的 结 点 位 移 中 包括 ,。 由 于 久 , 与 其 他 结 点 平衡 方程 无 类 ,并 且 也 不 影响 单元 
应 力 , 所 以 实际 上 给 定 任意 的 К, 值 都 不 影响 计算 结果 。 此 法 在 程序 处 理 上 比较 方便 。 
以 上 讨论 的 是 对 子 图 11. 13 所 示 三 角形 平面 壳 元 ,实际 1, ELEA T M PE PK АГЕ Р 
换 会 式 完全 是 一 般 的 。 对 于 其 他 形式 的 平面 党 元 也 适用 ,只 是 根据 单元 结 点 数目 和 结 点 
参数 向 量 的 具体 定义 ,转换 矩阵 (11.4. 11) 式 和 (11. 4. 12) 式 可 能 有 所 不 同 。 


1143 局 部 党 标的 方向 余弦 


1. 三 角形 单元 
三 角形 单元 3 个 和 角 点 的 坐标 在 总 体 坐 标 系 和 局 部 坐标 系 中 分 别 表示 为 (大 
见 图 11.13) 
т, 


А, = {т = 1,2,3) (11.4.15) 


М 
< 
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局 部 坐标 系 的 原点 如 可 以 选择 在 单元 肉 的 任 一 点 ,例如 选 在 1 点 , 即 
X, = X, (11.4, 16) 


如 前 所 述 ,x、y 轴 放 在 单元 平面 内 ,所 以 x ЗЕ Т-К. fq 1-2-3 右 螺旋 
指向 = 的 正方 向 ,如 令 


Z; — x, т 
X= X; — X, = уз 一 y 一 yiz (11.4, 17) 
zy — &1 zis 
ті - z 213 
Xs= X; — Хү = |у: =y |= (уз (11, 4. 18) 
Z; — 21 213 
ШАА ТЕРІДЕ Же 
мр А 
Хх X 1 
А,= е - IX: ХТ = < ° (11. 4. 19) 
其 中 


Ар, = cosir ,z) 等 
А = ур жы yi z В = ж Лү та т) 
C 一 Ta 一 ty 5- МА + В q С 
局 部 坐标 系 的 z 轴 路 了 应 保持 在 单元 平面 内 以 外 ,具体 方向 是 可 以 选择 的 。 如 选择 
在 党 单元 边界 1-2 方向 , 则 z 88 5) Jr I] ЖФ Ж 


А тіз 
А, |А |= ч Е (11. 4. 20) 
2, 
A... Ж 12 
其 中 
Ма = соз( г „13 等 
h= „га Y + (уа) + (215) 
ME у 轴 的 方向 余弦 可 由 <,y,z 3 ЖЫ ВЕЛЕВ ЖЕ. Вр 
Ау, А, А, АА у 
À,= (Ау = АХА, = АА АА, (11.4, 21) 
А, А.А у 一 


这 样 一 来 ,就 得 到 两 个 坐标 系 之 间 的 转换 矩阵 为 


А, А2, Ау, 
А [А А А]= М Ау, ы (11. 4. 22) 


F 4 т 
кт ғу Еш 


IIS жыя ____ 


并 有 A АЖЖ, 
了 师 个 华 标 系 之 间 的 坐标 转换 可 表示 为 


X =X ФАХ X=AM(X —X;/) (11.4, 23) 
其 中 
Е 
Хх = у Х = |у 
z с 
2. БЕЗ 


ЖСЖ ЕА А ТЕЛЕН ,这 时 局 部 坐标 选择 比较 方便 , 原 贞 可 放 在 单元 的 中 
心 ,+ ЕНІ 轴 ( 柱 壳 的 母线 ?平行 ,如 图 11.14 БЖ. 


图 11. 14 矩形 单元 的 总 体 坐 标 和 局 部 坐标 
这 样 一 来 ,可 将 X. Myr 轴 的 方向 余 藤 表示 如 下 


f 
2; =: 
ты +=1 
х Даи 
= |» | + | Ун (11.4. 24) 
i= 1 
Zo У 
бі 
1 1 
1 0 0 
1 
„= 101 А | | A= (11. 4. 25) 
514 , 814 Р 
0 Жз Уы 


其 中 


E ғ ғ ғ T Ё 
Ун ас-Уі Жы = Z, — 24 


$14— AJ Суц + EN » 
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1144 单元 和 揪 值 函数 的 具体 考虑 


以 上 各 小 节 的 讨论 中 ,虽然 只 涉及 一 、 二 种 单元 和 插值 函数 ,但 是 应 当 指 出 , 那 只 是 为 
TERRAE., 表达 格式 和 和 分析 方 法 其 有 一 般 性 ,原则 上 以 前 讨论 过 的 各 种 平面 应 力 单 
元 和 平板 弯曲 单元 都 可 以 用 来 组 合成 平面 壳 元 。 需 划 考 虑 的 是 单元 殊 界 面 上 的 位 称 协 调 
性 问题 . 

对 于 平面 这 元 ,因为 切 向 位 移 оо ПЕНЕВ w aralh ИТЕ EBA E Eo Yn MA 
曲 应 变 ke ,当中 ,所 以 在 单元 内 这 两 种 应 变 是 互 不 耦合 的 , 表 规 于 单元 刚度 生 阵 实 
际 上 是 平面 应 力 单元 和 和 平板 弯曲 单元 的 简单 昔 加 。 人 它们 的 耦合 仅 出 现在 单元 的 交界 面 
上 ,这 是 由 于 采用 平面 壳 元 离散 壳 体 结构 时 , 相 邻 单元 一 般 不 在 同一 平面 内 , 亦 即 在 交界 
ІП ЗЕ AD -RARA ERA R, ЛЫ — 4 E НЫ ИЕР РАН 28 
ЕРЕН И Г ТЕ. ЛА пп ДЕ ВН ЖЛ F Z ,— А К ЫР ЗӘР ЗДАР ЫЗ 
Ва 8. Mma E A ERU 

正 是 由 于 上 述 特点 ,即使 组 成 平面 党 元 的 平面 应 力 单元 和 平板 弯曲 单元 各 自满 足协 
调 性 条 件 ,但 如 果 uo Aw ERRE i E RA A E , 则 平面 壳 元 在 交界 面 上 的 位 
МАЕ ЛИРА ВЧ, О НУ З 结 点 三 角形 平面 应 力 单 元 在 交界 面 上 xp 是 线性 函数 ， 
而 基于 经 上 典 薄 板 理 论 的 3 结 点 三 第 形 板 单 元 ,zw 在 交界 面 上 是 三 次 ( 见 10.2.2 节 和 
10.3.1 POR AKE 10. 3,2 节 ) 晴 数 。 因 此 为 使 交界 面 上 位 移 协 调 ,u,% 也 应 是 三 次 或 
五 次 函数 。 确 实 也 有 и.о, 同 是 三 次 消 数 的 平面 沉 元 用 于 实际 分 析 。 但 是 在 这 种 单元 
HA те ҖИЛ, и, ъ 的 一 阶 导数 也 将 包括 在 结 点 位 移 参 数 当 中 ， 这 样 做 将 增加 系统 的 自 
电 度 和 表达 格式 的 复杂 性 ， 另 外 ,由 于 up 的 导数 也 即 薄膜 应 变 作 为 结 点 参数 时 ,如 果 相 
邻 单元 的 厚度 或 物性 不 同 , 将 导致 内 为 的 不 平衡 ,从 而 使 解 产 生 较 大 的 误差 。 

由 于 以 上 原因 ,平面 沉 元 仍 较 多 地 采用 и, 为 线性 函数 的 形式 。 如 上 所 述 , 如 果 平 板 
守 曲 单元 是 基于 经 典 薄板 理论 的 ,单元 交界 面 上 的 位 移 协 谢 条 件 将 不 能 满足 。 但 是 这 种 
位 称 不 协调 性 将 随 着 单元 的 划分 不 断 精细 而 减 小 ,因为 这 时 人 交界 面 两 边 的 单元 趋 近 于 同 
一 平面 。 在 辍 恨 情况 ， 相 部 单元 处 于 同一 平面 ,并 骨 于 平面 应 力 单 匹 和 平板 弯曲 单元 互 不 
耦合 ,如 果 它 们 各 自 的 位 移 原 来 是 满足 协调 条 件 的 , 则 平板 壳 元 在 交界 面 上 位 移 也 是 协 
调 的 。 

从 上 述 意 义 来 看 ,位 移 和 转动 各 自 独 立 播 值 的 Mindlin 板 单 元 用 来 和 平面 应 力 间 元 
组 合成 平面 沉 元 是 有 利 的 。 内 为 此 单元 中 т 也 是 采用 上 MEER, A um АНА 
数 是 相同 的 ,所 以 单 泡 交界 面 上 位 移 协 调 性 得 到 满足 。 面 且 , 由 于 Mindlin 板 单元 在 单元 
交界 而 上 法 向 转动 的 协调 性 也 是 满足 的 ,在 网 格 形 状 上 可 以 避免 为 使 非 协调 板 单元 通过 
分 片 试验 而 带 来 的 有 限制。 

入 轴 对 称 沉 的 截 锥 沉 元 情况 类 似 , 平 面 索 元 的 另 一 问题 是 由 于 相 邻 单元 在 交界 面 上 
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的 切线 不 连续 可 能 给 局 部 的 应 力 以 一 定 的 扰动 , 殉 服 此 缺点 的 方法 也 是 需要 将 单元 划分 
得 比较 细 ， 


` 
/ 白 由 边界 
HRH НЕ Ж 
н=0 
w=0 
Еғ2,07 x ТОМРа 
u=0 
4=0.621МРа 
(a) MEER IA 


一 шін ` 
a 8X 28, л: (1) Е 
о Охвин. мл a 9010 
D 3X3 则 格 ， 单 元 人 2) | 

-0.015 


(с) пр ЯВИ АЕК 
疼 1115 ЕЖЕТ ЖУА ЖЕНТ 


111.6 11. 15(а)т U ЕЕ ШЇ, DS ИК Е е АЕН, НУР 
Ж л РЭ T ЕБ ТАН R FK AEEA Вос Т В — УЕ 
考题 ,以 后 还 将 不 止 一 次 的 用 它 来 检验 不 同 单元 的 效率 和 可 靠 性 。 现 在 引用 3 种 单元 的 
计算 结果 ， 

(1) 平面 应 力 单 元 是 3 结 点 三 角形 常 应 变 元 (2.2 节 ) ,平板 弯曲 单元 是 3 结 点 9 个 位 
移 参 数 的 非 协调 元 (10. 2. 2 节 )。 

(2) 平面 应 力 单 元 是 6 结 点 三 角形 二 次 元 ,平板 弯曲 单 匹 是 12 个 结 点 参数 的 三 角形 
协调 元 ,每 个 角 结 点 的 参数 是 zw,aru/azr,aruy3ay, 边 中 结 点 的 参数 是 gru/an。 

СЗ) 平面 应 力 单元 是 双 线 性 的 四 地形 单元 ,平板 弯曲 单元 是 10. 4 节 表 10. 3 ІҢ 
валс, 

因为 结构 的 对 称 性 , 只 取 其 1⁄4 作 有 限 元 分 析 . 在 图 11.15 BD Cb), Cc) 和 
图 11. 16ta), tb} 上 分 别 表示 单元 (1), (2) 和 (3) 在 不 同 网 格 划 分 情况 下 , 中央 截面 
Cy 二 1/2) 的 恰 直 方向 位 移 和 支撑 截面 (y= 二 0) 的 纵向 位 移 ， 
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Pon PAAD 


一 一 - НІНЕ 


--е- ХЕ риа 
- XAMIR | wb Q 
--&-- 252 | 


ФИС) 


一 一 ӘЛІН 
---0-- ЕХЕ оф 
-D~ AME | 单元 O 
--а-- 2X2 pA 
10 20 30 40 
ФК) 


(D) ж АКВ i titty 
图 11,16 不 同 网 格 划分 对 圆柱 壳 屋 项 位 移 计 算 的 影响 
从 结果 可 见 , 当 网 格 比 较 精 细 时 ,这 区 种 单元 的 结果 和 篇 壳 理论 的 解析 结果 比较 , 符 


合 得 相当 好 。 单 元 (2) 采 用 6X6 网 格 时 有 限 元 结果 和 解析 解 几 乎 不 能 区 别 , 所 以 在 图 上 
未 能 表示 出 来 . 


15 用 于 一 般 壳 体 的 起 参 数 壳 元 
三 维 实体 单元 用 于 融 体 结构 时 ,考虑 它 在 厚度 方向 的 尺寸 相对 其 他 方向 很 小 ,可 以 


只 发 症 两 个 结扎 。 在 引入 帝 体 理论 的 基本 假设 之 后 , 它 可 以 娆 化 为 本 节 讨 论 的 超 参 数 


党 元 。 


PIE лева. 


11.5.1 几何 形状 的 规定 


图 11. 17 所 示 为 两 种 典型 的 壳 元 , 它 由 上 、 下 两 个 曲面 及 周边 以 党 体 厚 度 方向 的 直线 
为 母线 形成 的 曲面 所 力 成 。 


шо L, Ly bi 
图 11.17 不 同形 状 的 厚 亮 单元 
对 于 这 类 单元 ,如 果 给 定 每 一 对 结 点 i Па 的 总 体 直角 坐标 , 即 可 近似 地 规定 单元 
的 几何 形状 。 为 此 令 ,为 沉 体 中 面 上 的 曲线 坐标 ,$ 为 厚度 方向 的 直线 坐标 。 并 且 设 
-Ié pil FERRATA АНАМ s и ИВ АНЫН НІНЕ 
А, В 


т | т, | i Xi 
›|= Dne 459, + One E y (11.5.1) 
z ü >, !m С Z, | k: 
其 中 2n 为 单元 的 结 点 数 , МАРАЛ ТӘНЕ К. БОЛАТЫН 
+ 可 +, ғ 
у- умет | + Умео А (11.5. 2) 
T =] 
z Ж, pi 
其 中 
т, т, z, 
> = y| + |у (11.5.3) 
54 3 ha x, JW <, ДЮ 


一 一 те -- 一 - 一 -- 一 - 一 一 -- = 一 - 497 
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是 中 面 结 点 的 总 体 直角 坐标 。 


Уз +, Ж; Ах, 
v, 一 Ұз, -- у, Б Уу; -一 Ау, (11, 5. 4) 
+. ©, | а z lg Де, 


Vie | т ЫН 的 回 量 。 为 适应 以 后 措 写 位 移 的 要 求 ,Y:, 应 尽 可 能 接近 中 面 的 
法 线 方向 。 如 果 Vs 就 在 法 线 方 向 , 则 |Yi1 即 为 上 点 的 厚度 刁 , 亦 即 


L =| V, |= VAr Ау + Аз” (11. 5. 5) 
УМ во a BU RIE вата, „пъ, ПО Е: 
ін Ат, 
o, = |та = = Ду, (11. 5.6) 
Яз, Âz; 


MA ЕМА Hü ze 88 ú JL B] ДІ BJ 28 О 30 6,1 хох, H 
是 表达 形式 由 (11. 5. 1) 式 改写 为 411. 5. 0R. 


1152 位移 函数 的 表示 


根据 充 体 理论 的 基本 假设 ,变形 前 中 面 的 法 线 变形 后 仍 保持 为 直线 ,有 旦 忽略 其 长 度 的 
变化 ,因此 元 体 肉 任 一 点 的 位 移 可 由 中 面 对 应 点 沿 总 体 坐 标 z, yz 方向 的 3 个 位 移 分 量 
изо 有 该 对 应 点 的 法 线 绕 与 它 相 垂直 的 两 个 正 交 间 量 的 转动 ,8 所 确定 。 在 老 体 单元 
中 ,中 面 上 任 一 点 的 上 述 5 个 量 还 应 宵 示 为 它们 的 结 点 值 ( 结 点 位 移 参 数 ? 的 插值 形式 。 
现在 用 加, 表示 结 点 Ya 方向 的 单位 向 量 , 用 和 ,和 us:, 表 示 与 pz 垂直 并 相 五 正 交 的 单位 向 量 ， 
zw 绕 它 们 的 旋转 分 别 是 8. 和 a,, 如 图 11.18 所 示 , 则 单元 办 的 位 移 最 后 可 表示 成 * 


н i и, I l, Ё а, 
c = УМ а | УМС рр ту -т, (11. 5. 7) 
те! “! TÜ, ет ищ НІ, Й, В 
ВАР Дт т, ВП а та, nz, 分 别 是 vi, 和 vw;, 的 方向 余弦 , 即 
Е, ін 
V= |”), Va= |, (11.5.8) 
ПЫ frt, 


为 简单 起 见 , (11. 5. 7) 式 的 下 标 “ 中 面 " 今 后 省 去 。 并 将 该 式 写 成 标准 形式 


* 芷 小 转动 的 条 件 下 , 结 点 am 由 于 转动 引起 的 位 称 可 表示 为 ， 


1 E: r z, 
(Rei, а, ) x os = > бални — т м) =, — ty | (5 | 


xG) 
11.18 超 参 元 的 坐标 和 位 移 


я: 
н 
а; 
т |= [N N; -- М, | | (11.5,9) 
: 
йа; 
其 中 
a = [а © w о) АП (т=1,2,+=<›л) 
НА Е, 
М Ü 4 Ма > h. —А 3 ti 
М-|0 N 0 М Sm - М ты (11.5. 10) 


Ü 0 М, М.Е ла, 一 N.S =m. 
单位 向 量 wiyez: 可 按 下 式 定 多 E: 


ЕХ Fa, Vy x< Ti, 
Ti = — — Z, = —— (11. 5.11) 
| | ix V | ' | Уз, X Dul 
因而 有 : 
д, 0 
1 
ти |, | = —— — — Аж 
Z Ау," | Аз 
Цар 
lz; Ау? + Аз, 
да = |272, | == ИШЕН 一 Ar; Ay, 
г. м р 1 
у. таз 一 Ат, Ат, 


式 中 i 是 z 轴 方 向 的 单位 向 量 , 如 果 VW, 和 i 平行 , 则 可 取 уІЛІҢІН 8 fs aj Ву 为 v1;。 
从 以 上 可 见 , 由 于 引信 壳 体 理论 的 变形 假设 ,所 讨论 单元 的 结 点 位 移 参 数 是 zxX5 个 。 
而 定义 几何 形状 的 参数 是 nxX2Xx3(>nXx5) 个 ,所 以 称 此 单元 为 超 参 单元 ， 


4ю. 
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11.5.3 ”应变 积 应力 的 确定 
为 引 和 人 壳 体 理论 中 法 线 方向 应 力 为 零 的 假设 ,应 在 以 法 线 方向 为 z' 轴 的 局 部 坐标 系 


zx'yz' 中 计算 应 变 和 应 万 ， 
首先 在 жылады 例如 ， 
ар 
3 - а i+ A Haa 
э, (11.5. 12) 
7 өү Кә! Тәр 


B ijik Ery 方向 的 单位 问 量 。 利 用 上 述 两 个 向 量 , 可 以 得 到 法 线 方 向 的 向 量 
ШҚ. 


i j k 
дг пу dz 
агаг саса 
V. = за n BE аё дё (11. 5. 13) 
Jz ду да 
2) д} 9) 
或 
3z) (ax) fayaz 9y ax 
де ду 96 ӘЛ, а? 96 
_. |9У ду| |2z 2z 0192 
V: = 22 x ЕР = ӛң ЭЁ 2624 (11,5,14) 
«| |ж| [а= ау 2хӘу 
дё Әт дё əy дд 26 
m V, 确定 以 后 ,x 、y 方向 的 单位 向 量 可 以 按照 和 以 前 相同 的 规则 确定 , 即 
_ xV. _ Ұрхт 
у 一 ЕХ У; | балет У, > Ха | (11.5. 15) 
同时 令 
T: | V, | (11.5. 16) 
这 样 就 得 到 总 体 坐 标 系 уе 和 局 部 坐标 蒜 zy 之 间 的 转换 关系 为 
X=0X X =8'X (11.5.17) 
其 中 


Х-|ху Г X = БАСАРЫ 


А £ H. 
8--іо19>%:|-- ” то. “| (11,5, 18) 


1 лә Ж 


AUF REMA 2222411 


— --ғ -ғ 


看 и U то 是 局 部 坐标 系 z yx 方向 的 位 移 分 量 ,根据 壳 蛋 理论 的 ау =Ü 的 很 iX 
{ЕТТ т Kk ЯР BË PF , Р ЖЕУ E P 


ди 

дт 

£, ду 

ду 

Е 
4 __ ди дф 
є = |Y; | = Зу Таз (11, 5. 19) 

Fyr д4” | дщ 
У, gz” ду 
ЕРИ Әте) 
дъ l да” 


为 了 最 后 以 结 点 参数 а, Жое, ТААТ НЕ, ВАНН Е SE И ,将 
总 体 坐 标 系 内 仔 移 的 候 导 数 转 换 为 局 部 坐标 系 内 位 移 仿 导数 ,它们 之 间 的 关系 是 


ди диг Jw du дъ дъ 
да Br дг дх dx ду 
ди дау dw Ән дъ dw 
= 81 | - 一 一 
ay әу ay |“ 2) зу ау (11, 5. 20) 
ди ди дш ди дъ ди 
аг да дг дс dz dz 


其 次 是 将 vw Азу z 的 偏 导数 转换 为 对 自然 华 标 ,3,5 的 偏 导 数 ,这 在 第 4 章 中 已 
讨论 过 ,转换 关系 是 


ди Әз дш ди до ди 
dr ёт ді © 96 294 
ди до dwj а | да оди ðw 
Әу ду ду = J 39 97 g (11. 5.21) 
ди до дш да 90 ди 
де ах д ӘС 96 92 
其 中 
az ду əz 
де 95 96 
Вл ду әз 
J = ТЕКТЕРІ (11.5. 22) 
д ду да 
дё 9 95 


将 (11.5. 2) 式 代入 上 式 可 计算 ,再 利用 (11,5.9)(11.5.10) 和 (11.5. 20) 【11.5. 21) 等 
式 , 最 后 可 将 e 表示 成 


‚59 Жая» 


F ...... Шот сы С ` 
а: 
, 7 7 ғ а: 
£ = |B; B; + В, | | (11. 5,23) 
: 
la, 
局 部 坐标 系 x ，y ,x 中 的 应 力 利 用 平面 应 力 型 的 弹性 关系 可 以 表示 为 
g аи ву ту), туу т, = Ве” (11,5,24) 
其 中 
| о» 0 t 
| 1 0 0 
| — v 
Е | 5 Ü Ü 
р 一 _ (11. 5,25) 
1 一“ | 一 0 
对 Т 
1 一? 
称 AR 


AP E 是 材料 弹性 模 量 和 泊 桑 比 , 最 后 两 个 与 剪 应 力 pn* т, 有 关 项 中 的 系数 = 
i.2, 这 是 为 了 考 处 甬 应 力 沿 厚度 方向 个 均匀 分 布 的 影响 而 引入 的 修正 ， 

最 后 可 以 指出 ,本 小 节 开 始 提出 的 确定 Y; 的 方法 是 比较 一 般 的 。 可 以 用 于 (11. 5. 4) 
ЕТЖ ЖЕУ VW. 不 是 沿 法 线 方向 和 壳 体 厚度 不 是 常数 的 情况 。 如 果 Ys 是 沿 法 线 方向 目 壳 
体 摩 度 是 常数 的 情况 , 则 壳 体 中 夯 上 各 点 的 V, 可 以 较 方便 地 利于 各 结 点 的 V3; 桂 值得 
Pj, BE 


V; = УУМ, СЕ, рУ, (11. 5. 26) 
显然 ,上 式 的 计算 量 要 比 511.5. 14) 式 少 很 多 。 


11.5.4 单元 刚度 和 矩阵 和 载荷 向 量 的 形成 


单元 刚度 算 阵 和 载 襟 回 量 的 计算 公式 和 第 4 章 等 参 元 的 公式 相 问 。 载 荷 辣 量 可 以 直 
КАНА 4. 2)~(4.4.5) 式 进行 计算 。 至 于 单元 刚度 矩阵 ,只 需 将 (4. 4.1) 式 中 总 体 坐 标 
系 的 BTDB, 代 之 以 户 部 坐标 系 的 В ОВ , 即 


Қ" = | | | втрв | J | 44545 (11, 5. 27) 
EFB A D 分别 是 壳 体 局 部 坐标 系 的 应 变 抵 阵 ( 见 (11.5.23) 式 )》 和 弹 姓 矩阵 ( 见 
(1. 5. 25) 式 )。 


需要 指出 的 是 ,可 以 证 明 超 参 亮 元 在 引 人 一 定 的 几何 假设 以 后 和 位 移 及 转动 各 自 独 
立 播 仁 的 元 元 是 相互 等 价 的 。 因 此 ,在 形成 单元 刚度 矩阵 时 ,局 样 需 要 保证 政 的 非 奇异 


ЖОЖ RAMA _ _ _ 413. 
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MK, 的 奇异 性 。 而 且 进 一 步 的 研究 工作 还 指出 ” ,对 于 作为 三 维 晓 化 实体 元 的 超 参 壳 

元 ,(11. 5. 19) 式 所 表达 的 应 变 分 基 е, .ty 和 7 实际 上 包含 着 沿 厚度 ( 即 局 部 坐标 > ) 33 
甸 分 布 和 线性 分 布 的 两 部 分 。 后 者 是 充 体 的 弯曲 应 变 , 它 相当 于 Mindlin 板 中 的 曲率 变 
化 x 引起 的 应 变 ; 前 者 是 壳 体 的 薄膜 应 变 , 是 壳 体 中 面 内 的 变形 {在 板 弯 曲 问 题 中 , 它 被 
忽略 ?所 引起 的 。 通 过 最 网 分 析 , 可 以 辨认 ,薄膜 应 变 能 项 各 剪 切 应 变 能 项 相同 , #E 22 Pñ rh 
也 具有 疝 组 数 的 性 质 。 因 此 和 它 相 关 的 刚度 矩阵 也 应 是 奇异 的 。 否 则 ,在 壳 越 来 越 菏 时 ， 
七 了 世 会 造成 “ 锁 死 "现象 。 因 为 这 锁 死 是 由 过 分 的 虚假 薄 腊 应变 能 引起 的 ,所 以 称 之 为 薄 
“Е”. 

J tE К ВОЗЕ АРЕ, Н.Ж ВУ “И ЭЕ” ЖИТДИ “Н УЕ”, ДАЈ) Ei, Е Mindlin Ж 

л, УЕР Pr 22 ЕН rik haji АРТЕ & лл. 文献 [3] 对 9 结 点 超 参 壳 
元 建议 了 一 种 假设 应 变 的 方案 。 文 中 对 sev 和 7 的 弯曲 应 变 部 分 和 薄膜 应 变 部 分 以 
及 横 剪 应变 y-… 和 7yv= 采 用 不 同 取样 点 的 插值 表示 。 只 是 对 于 一 般 形 状 的 超 参 过 元 ,加 
个 推导 过 程 和 表达 格式 由 当 复 杂 。 因 此 ,从 实用 角度 考虑 ,现在 较 普遍 采用 的 还 是 减 缩 积 
分 方案 。 例 如 对 于 8 结 点 和 9 结 点 的 超 参 壳 元 ,在 总 ?7 和 “3 个 方向 都 采用 2 点 积分 ， 
般 情况 下 ,用 于 薄 索 或 中 厚 沉 均 能 得 到 较 满意 的 结果 。 如 果 在 &.n 方 向 采用 3x3 精确 积 
分 ,发 现 对 分 析 厚 板 和 厚 过 时 能 得 到 较 好 的 结果 ,代用 于 分 析 薄 板 和 薄 沉 时 ,结果 不 好 ， 
原因 是 在 皮 度 变 小 时 ,发 生 了 * 锁 死 "现象 。 而 改 用 2X2 减 缩 积分 ,精度 得 到 明显 的 改进 ， 
且 节 省 了 计算 时 间 。 


1155 ”应 力 的 计算 


当 解 出 位 移 以 后 ,利用 (11. 5. 23) 和 (11. 5. 24) 式 可 以 计算 e’ 和 a 。o' 通 常 是 工程 实际 
感 兴趣 的 ,因为 它 有 清晰 的 物理 意义 。 但 是 应 当 指出 ,由 (11.5.24) 式 算出 的 中, 横 前 
jw. т, Ж кашкан, SP ШАСЫ 
表 而 上 ze ту 二 0, 在 中 面 上 它们 的 数值 为 平均 剪 应力 的 1.5 倍 ,所 以 应 按 此 对 从 
(11.5. a DRE Ra? 进行 修正 。 然 后 可 根据 需要 计算 主 应 力 或 总 体 掌 标 系 中 的 应 
Ле 。 后 者 的 计算 公式 是 


“ДАТ (11.5.28) 


例 11.7 图 11.19 所 示 为 一 简 支 方 板 ,承受 均匀 载荷 ,由 于 对 称 , 取 出 1/4, 用 8 结 点 
起 参 党 元 进行 计算 。 对 于 不 同 的 厚度 跨度 比 (r/a) ,图 中 列 出 了 3X3 和 2X2 高 斯 点 的 计 
算 结 果 。 当 板 较 厚 时 ,两 种 积分 方案 给 出 的 计算 结果 比较 接近 ,并 和 薄板 理论 解 相 比较 ， 
显示 出 考虑 横向 前 切 的 修正 效果 。 但 当 板 比较 薄 时 ,3X3 积分 由 于 引起 虚假 的 前 切 应 变 
能 ,使 计算 位 移入 小 。 但 用 2X2 减 缩 积分 ,给 出 的 计算 结果 与 理论 解 符合 得 很 好 ， 这 是 
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因为 超 参 壳 元 用 于 平板 分 析 时 ,是 和 Mindlin WHAEA. WA Mindlin 板 的 五 , 奇异 性 
的 充分 条 件 (10. 4. 13) 式 对 此 算 例 进行 检查 , 则 发 现 采 用 3x3 积分 时 ,Mn,d,=4X9X 
2—72> N(=—44), PRE К, 奇异 性 的 充分 条 件 。 而 采用 2x2 УТЕ, M n, а, =4х4Хх 
2-32<М(-44) ME K, 奇异 性 条 件 ， 


图 11.19 和 莘 立方 板 在 均 勾 载荷 作用 下 中 央 截 面 措 度 


例 11.8 图 11,15 所 示 的 圆柱 壳 尺 项 , 现 用 8 结 点 超 参 过 元 进行 计算 。 图 11. 20 给 
出 采用 不 同 网 格 划 分 时 并 分 别 用 3x3 积分 和 2X2 积分 的 结果 。 为 进行 比较 ,图 中 还 表 
示 出 利用 扁 沉 理论 得 到 的 解析 解 。 左边 3X3 积分 的 结果 和 和 解析 解 相 差 较 大 ,而 右边 2Xx? 
减 缩 积分 的 结果 ,由 于 消除 了 虚假 的 欧 切 应 变 能 ,和 解析 解 十 分 接近 ,甚至 只 用 一 个 单元 


и спа 


уд 


2Xx2 和 分 


u AA IX ia) 
А ВЕ 2х МВ) 
ç ЗА ме? 
о е аха) 


图 11. 20 Bilis PIN f KEHAT Ht 


PIE ZARRA 


也 得 到 较 好 的 结果 。 此 例 不 仅 说 明 超 参 壳 元 对 于 弹性 薄 壳 (此 例 中 Кас. ОТУ ВЕ Н 
很 好 的 结果 ,而 且 有 和 较 高 的 计算 效率 ， 

具 以 上 关于 超 参 数 沉 元 的 讨论 中 可 以 看 出 , 它 是 基于 主 从 目 由 并 原理 从 三 维 等 参 
实体 元 赔 化 而 来 。 优 点 是 能 用 于 薄 党 ,中 厚 完 以 及 变 厚度 党 等 一 般 情况 ,同时 在 建立 
其 表达 格式 的 过 程 中 未 涉及 具体 的 壳 体 理 沦 ,从 而 避免 了 一 般 形 状 壳 体 的 复杂 的 几 和 柯 
关系 。 因 此 它 的 表达 格式 和 建立 于 这 体 理论 的 单元 相 比 要 简单 一 些 。 基 于 以 上 理由 ， 
超 参 元 在 沈 体 结构 分 析 中 得 到 比较 广泛 的 应 用 。 但 是 也 应 看 到 , 它 和 等 参 元 相 比 仍 比 
较 复 来 ,四 为 在 其 应 变 和 应 力 计算 中 不 仅 涉及 自然 坐标 和 总 体 坐 标 之 间 的 转换 ,还 比 
等 参 元 增加 了 总 体 坐 标 和 局 体 坐 标 之 间 的 转换 ,这 将 增加 程序 的 复杂 性 及 实际 计算 的 
工作 量 。 我 们 在 9, 1 节 关 于 结构 有 限 元 的 概论 中 曾 指出 ,在 用 实体 元 分 析 板 壳 结 构 
时 ,为 避免 不 同方 向 刚度 相差 过 大 而 造成 的 困难 ,还 可 采用 基于 相对 自由 内 原理 的 板 
这 元 。 以 后 将 这 种 单元 称 之 为 相对 自由 度 板 壳 元 , 它 的 表达 格式 和 超 参 元 相 比 就 比较 
简单 ,下 节 将 给 予 简 要 的 介绍 ， 
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相对 目 由 度 亮 元 是 将 相对 自由 度 概念 引 人 等 参 实体 元 得 到 的 。 现 以 图 11, 21(a) 所 
т 16 结 操 等 参 元 为 例 , 说 明 它 的 具体 构造 方法 ， 


图 11.21 三 维 等 参 元 和 相对 自由 度 壳 元 
16 结 点 三 维 等 参 元 的 坐标 和 位 移 插 值 表达 式 如 下 


(11. 6. 1) 


436. 


416 #2 FARD _ 


а 15 ші 
о |= Мо (11. 6. 2) 
TU =i Ti 
对 于 楼 边 中 结 点 : 
м = 0 Еур) +) C= 9,11,13,15) 
(11.6. 3) 
N, = аа PAER) G = 10,12,14,16) 
对 于 顶 绪 点 : 
М, = м; см, +N) (2 = 1.2.5.8) (11. 6. 43 
其 中 


N; - ETONE: тр) + ә 
No N BIRMA 1 ARR ЖЛ РА k d RRA. Міс-і 为 例 , 则 有 
N, = N: — ОМ, + №) 
ЯҒЫ F S| tE ЕНЕН НИН Жоел. 0) AAA 8 F WL HIS AQ AR SE zx, 、yi ,zj， 
М и.о, ле, MAAGA М, ЖЛЕЗИ РУ HIS X TA ВА, 
А H тел ААА HI28 ЈОН PEBE E Pi TE ХУ ЖЕНЫ ASE z;. 


уез ЖИНАЙ n uw. ЕПСІНІН ЕЗЕШТ. 
1 


т, = оС — ы) 
(1-- 1,2,3,4,9,10,11,12) (11.6.5) 
1 
хна 一 可 (ze 十 区 42 
- 1 
H = 0ш “на? 
ti = 1,2,3,4,9,10.11,12) (11, 6, 6) 


ТИЕ 一 Fu, + Hga) 


其 余 坐 标 yor 及 位 移 v ow ВШ АҚ. ЖМ КЕ a BS) z... 
Yi (i 二] 2,3,4,9,10,11,12) 是 原 等 参 元 结 点 i 和 和 结 点 i 十 4 的 连 线 和 中 面 交 点 , 即 
ЖЕУ ИІН АА ВО ХЕ Ру и, оға ыы k А КОМ ІНІ 2;,у z, 是 原 等 参 元 结 点 і 
ЖАРҒЫНЫҢ х,у, э уы za ШЕЕ и, onw 风 是 相应 的 相对 位 移 。 这 样 一 来 ,三 维 
相对 目 由 度 元 元 可 以 表示 如 图 11. 21(by。 用 相对 帝 元 的 绪 点 坐标 和 嫩 点 位 移 表 示 原 等 
参 元 的 结 点 坐标 和 结 点 位 移 , 则 有 


„ВИЖ 党 体 问题 A 
ии “е G 1,2,3,4,9,10,11,12) (11.6.7) 
Т = T, — Л, 
ит иин | (г = 1,2,3,4,9,10,11,12) (11.6.8) 
Ица = Ча — М, 
对 于 y. z Жо, ш, 有 类 似 的 表达 式 。 将 以 上 各 式 代 人 (11.6.1) 和 (11.6.2) 式 ,可 以 得 到 
о, [x 
у|= ХУ, (11.6.9) 
z mi т, 
а 
о |= УМ, |а, (11. 6. 10) 
: = 3 


其 中 

N, = N, №. 
М = №, + № 
以 上 两 蕊 是 单元 内 坐标 和 位 称 改 由 相对 结 点 坐标 和 相对 结 点 位 移 插 值 的 表达 式 。 进 而 将 
它们 代 人 应 变 和 矩阵 和 单元 刚度 矩阵 表达 式 的 算法 步骤 和 诛 等 参 元 完全 相同 ,最 后 得 到 求 


解 方程 为 


| С = 1,2,3.4,9,10,]1,12) 


Ка = P (11.6.11) 
其 中 
к-Ую Р-УР 


ү. -( | | В'рВ | J | 4ё4д$ 
| 


一 ] 


| NF |J | dédrdt н 


| 
ШЕРІ ‘不 作用 于 在 = 二 1 面 ) 


+ `"... 
以 上 各 式 的 意义 及 有 关 矩 阵 的 定义 可 参看 (4, 4. 1) 一 (4.4.7) 式 ,这 里 不 再 重 述 。 
从 以 上 讨论 可 见 , 相 对 自由 度 沈 元 实际 上 仍 是 等 参 元 ,只 是 对 原 结 点 位 移 作 了 一 个 简 
单 的 线性 变换 ,用 相对 位 称 代 替 了 原来 的 绝对 位 移 , 以 克服 等 参 元 直接 应 用 于 党 体 分 析 
时 , 因 不 同方 向 刚度 相差 过 大 而 在 数值 上 过 到 的 困难 。 它 不 同 于 基于 主 从 自由 度 原 理 的 
起 参 完 元 , 超 参 沉 元 是 引信 了 沉 体 理论 的 假设 ,缩减 了 自由 度 ( 将 上 下 表面 结 点 对 的 6 个 
日 由 度 ,缩减 为 中 面 结 点 的 5 个 自由 度 一 一 3 个 位 移 和 2 个 转动 ), 因 此 必须 进一步 采用 
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ЖРА АК ВОГ ЗЗР ЛУ ЈЛЗ b 25 28 JI АА. EA TE т А 
仁 局 部 坐标 的 变换 。 而 想 对 目 由 度 元 元 则 仍 采 用 原来 等 参 元 中 建立 于 总 居 坐 标的 三 维 应 
AMERRE ,因此 不 必 引 和 总体 坐标 和 局 部 坐标 之 间 的 变换 ,从 而 使 表达 格式 保持 比较 简 
单 的 形式 。 在 文献 L4j] 中 在 应 用 相对 自由 度 沉 元 时 , 仍 采 用 局 部 坐标 内 的 广义 平面 应 力 刑 
МУМ КА, 当然 也 就 同时 需要 引 人 土 述 坐 标 变换 。 我 们 认为 不 一 定 有 此 必要 

最 后 应 该 指出 ,因为 相对 自由 度 壳 元 的 本 质 和 超 参 沈 元 相似 ， ТҮТІГІН 
象 , 超 参 壳 元 中 所 采用 的 措施 同样 可 以 用 于 现在 情况 ， 

冯 于 相对 日 由 度 鞠 元 的 可 应 用 性 ,还 有 两 点 可 以 提 及 。 因 为 它 的 结 点 自由 度 是 三 维 实 
体 元 结 点 自由 度 的 线性 组 合 , 未 引入 超 参 壳 元 中 的 转动 自由 六 , 因 此 它 和 三 维 实体 元 的 联结 
可 以 非常 方便 地 实现 。 这 点 在 下 一 节 讨论 了 其 他 党 元 ,包括 超 参 壳 元 和 实体 元 的 联结 问题 
以 后 束 可 以 更 清楚 地 认识 到 。 巩 外 也 正 因为 它 未 引 作 转动 自由 度 ,因此 更 适用 于 包括 大 
转动 在 内 的 大 位 移 的 描述 ,这 点 将 在 第 16 童 讨论 几何 非 线 性 问题 时 再 进一步 加 以 图 述 ， 


17 ”过 元 和 实体 元 的 联结 


在 很 多 工程 实际 问题 中 ,常常 遇 到 三 维 连 续 体 和 薄 壁 板 壳 组 成 的 结构。 如 图 11.22 
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11.22 容器 封冻 和 接管 结构 图 11.23 ETEN 
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所 小 ,在 轴 对 称 容器 封 头 上 有 一 圆柱 过 接管 。 在 柱 壳 和 封 头 的 联结 区 域 , 为 降低 应 力 集 中 
的 影响 ,结构 圭 加 了 补 强 。 对 于 这 种 结构 进行 有 限 元 分 析 时 ,合理 的 方案 是 在 封 头 种 柱 党 
部 分 东 用 轴 对 称 卉 元 ,而 在 它们 的 联结 区 十 未 用 轴 对 称 实 悼 元, 有限 元 模型 如 图 11, 23 所 
示 。 但 是 这 随 种 类 型 单元 结 点 的 型 式 和 配置 不 可 能 一 致 ,为 保证 交界 面 土 的 位 移 协调 ,就 
要 研究 和 解决 不 同类 型 单元 的 联结 问题 ， 


1171 交界 面 上 位 移 的 多 点 约束 方程 


1. 轴 对 种 帝 元 和 实体 元 的 联结 

个 失 -: 般 性 地 可 以 图 11. 24 所 示 交 界面 为 例 ,其 中 交界 面 和 壳 体 中 面 的 法 线 相 一 教 ， 
KATER EEAS 1,2,3。 在 总 体 坐 标 内 定义 的 结 点 位 移 参 数 是 i sT s ts Us 
из sva 5 壳 元 的 结 点 2 ,…- 般 情况 下 可 能 有 3 个 也 是 在 总 体 坐 标 内 定义 的 位 移 参 数 , 即 <, 


ЯҒЫ із А 


图 11.21 两 种 类 型 单元 的 联结 


为 保证 交 兴 面 上 位 称 的 协调 性 ,首先 是 对 这 两 种 不 同类 型 单元 在 交界 面 上 协调 条 件 
的 提 法 应 该 是 恰当 的 。 建 立 于 弹性 力学 理论 的 实体 元 对 位 移 场 函数 未 提出 进一步 假设 ， 
而 建立 于 极 壳 理论 的 板 壳 元 则 假设 中 面 的 法 线 变形 后 仍 保持 为 直线 ,上 且 忽略 其 长 度 的 变 
化 。 对 于 图 ИЕН ,恰当 的 提 法 是 要 求 变形 后 实体 元 和 过 元 交界 面 上 各 点 位 移 
哲 答 二 于 该 面 方向 ( 即 平行 于 壳 体 中 面 的 方向 ) 的 分 量 应 相同 , 即 两 类 单元 在 该 面 仍 保持 
贴 合 。 但 不 能 要 求 两 类 单元 交界 面 上 各 点 位 移 沿 平行 于 该 而 方向 ( 即 垂直 于 壳 体 中 面 方 
器 ) 的 分 量 相同 ,因为 板 壳 埋 论 中 已 忽略 该 方向 位 移 的 变化 。 如 果 要 求 两 类 单元 在 该 方向 
位 移 一 致 ,这 就 将 板 壳 理 论 中 的 假设 也 引入 了 实体 元 ,也 就 是 要 强迫 实体 元 在 交界 面 上 该 
方向 的 应 变 为 零 。 这 个 不 愉 当 的 强制 条 件 将 会 使 实体 元 在 交界 面 附近 产生 相当 大 的 附加 
应 力 , 从 而 使 计算 结果 失真 ， 
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基于 以 上 讨论 ， 对 于 图 11. 24 所 示 情 况 ， 除了 и; Әу 明显 地 应 和 wz те 相 一 致 外 ， 其 
他 位 移 参 数 不 能 是 完全 独立 的 。 如 果 将 实体 元 的 位 移 参 数 竺 换 到 >” ШІН Е Н Ju ВВ 
ЖАЖА ғ”. ”中 , 则 可 按 下 式 计 算得 到 
а. cosh ап? ғи, 

一 к= 1,2, . í. 
| | | ІМ (i = 1,2,3) (11.7.1) 


u — sinf совФ 
式 中 心 а AIERZA BL Fla H J EANA НИВО В, 而 өл ur u; 应 保证 交 
者 面 在 变形 后 仍 保 持 为 直线 ,并 和 壳 体 截面 在 转动 及 ' 品 相 押 调 。 上 述 各 个 位 移 协 调 条 件 
可 一 并 表示 为 


н; == ме T: = Ve 
(11, 7. 2) 
0р = uw + +B Vy = 15 — 5b 
其 中 
Ti ”一 一 t sin? + u cos 
上 式 还 可 小写 为 下 询 形 式 ， 
й) 一 Ну | 
Th то | 
C= |. за? — us) + cosin ста в, k (11,7. 3) 
一 sin%( u, — ws) 十 сой (оу - по) + >B: | 


ЕТЕ РИШ ЕР 9 Tu Ж (и ,vi sU изә O) > моу эур "之 同 的 约束 方程 。 
2. 三 维 空间 过 元 和 实体 元 的 联结 
不 和 失 一 般 性 , 现 以 三 维 等 参 实 体 元 和 超 参 壳 体 元 为 例 进 行 讨论 ， 图 11. 25 ЖЕЖ 
界面 两 边 的 两 个 不 同类 型 的 单 光 ,ia) 是 16 Ал. СЕ Вел. № 
Jla) h E=] 面 和 单元 (b) 的 $= 一 1 而 相互 联结 


ЕЕ 
Ия 
ж“ 路 面 的 法 钱 


(а) (b) 


图 11. 25 不 同类 型 单元 的 联结 


FIF ЖМЖ _ 


= am- т 1 r ær опит ғға стт s rr = 


为 以 后 叙述 方便 ,单元 (a)5 一 1 面 上 的 绑 点 导 用 1,.1,.2,,2,.3, , 3, 表示 ,它们 的 结 点 
МЕЖЕ uou sw GS l slot 3, ;单元 (bh) 二 一 1 面 上 的 结 点 叶 用 1,2,3 表示 ,它们 
S KS uu u, n 8 (i 一 1,2,3)。 两 个 单元 中 и.т, ш, 都 是 总 体 坐 标 内 的 
МВ а В ИЕА A 1, 和 i 的 向 量 vw;, 统 与 之 相 垂直 的 两 个 向 量 w;; 和 wi 的 转动 ( 见 
11.5 节 》。 

为 建立 两 个 单元 结 点 位 移 参 数 之 间 的 约束 方程 ,首先 将 各 个 结 点 位 移 人 参数 转换 到 局 
部 坐标 系 m .wa px 中。 其 转换 关系 是 


ы м, 
v, |= А |o | (2=1,,1,.'#,3,,1,72,3) (11.7.4) 
w TE 


其 中 uu w Жш, үт, 05 的 位 移 分 量 ,并 且 
{\, іс; ің 
(11.7.5) 


А 一 Ган, ©», їз; | 一 Въ Maa, а 


H, АНЕ ГЕ 
类 似 于 前 面 关 于 轴 对 称 壳 元 和 实体 元 联结 时 协调 条 件 的 怡 当 提 法 的 讨论 ,对 现在 的 
两 类 单元 ,局 部 坐标 系 内 结 点 位 移 参 数 之 间 的 约束 方程 应 是 


H, 


й # r , 
, «+ На ғ Vea F Un 
= — - рл — 
2 2 


w= — 2 -一 (i = 1,2,3) (11.7.6) 
А F 
— Ta U, ше Hau Мур 
p t, i t, 
上 式 也 可 以 表示 为 
М и + и 
t, 2 
y Va F Vis 
| 2 
4 f 
C= ш— "ша -0 (і-- 1,2,3) (11.7.7) 
В O Ua Un 
š, 
a — Н и» 
" 


如 末 交 界面 上 ,和 党 元 的 结 点 i 相对 应 的 在 实体 单元 上 有 3 个 结 点 记 ,is ,名 ,它们 分 
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-- 


МЕНИН БЕНЕН. НОО АЕ Аф ЛЕ ЛЕ ЭЗ ЖИЫ ЛИЯ ЖЕЛГЕ ЛИЙ 
当 表 示 应 为 


= Ü (11, 7.8) 


О) 
依 此 凑 扒 ,可 以 列 出 和 亮 元 等 个 结 点 相对 应 的 实体 元 具有 更 多 结 点 情况 的 约束 方程 。 

上 上述 的 约束 方程 是 针对 等 参 实体 元 和 超 参 充 元 的 联结 列 出 的 ,但 其 原则 和 方法 是 一 
般 通 用 的 ,也 就 是 说 该 约束 方程 可 用 于 其 他 形式 的 实体 元 和 壳 元 的 联结 。 


1172 引入 多 点 约束 方程 的 方法 
在 实际 计算 程序 中 ,引入 上 述 约束 方程 时 有 两 种 方案 可 供 选 择 ， 
1. 罚 函 数 法 
ЛЫМИ Мал БМ AEGA ИАЕА 02 ра, ВП 
П' — П+-у°С'С 


Нн JH ЖЕР ЖЇР ЖӘНЕН» ра, Е ДЕ ЖАНА ВЕ Bt 22 56 # Jin 
而 得 到 。 由 0 =0,w 193 
(Қ, +aK,)a = Q 

其 中 a,Q ЖОНШЕН АМУР Ы ТЕЛІ Е.К, EAR AR A PL И ЕКЕ ПЕ, 
K, # H FILAR Jy ЖЕТП КЕЛЕЕ EE КЕ, 

Ж СУОЛ ир АЗ АНИ ЕК ДАНА ЯШ Ly tE 3 t НАИ 
场 。 利 用 此 方法 时 ,一 个 重要 问题 是 神 数 a 的 选择 。 理 论 上 说 ,a 越 大 , 约 东 方程 就 能 越 
好 地 得 到 满足 。 但 是 由 于 K, 本 身 是 奇异 的 ,同时 计算 机 有 效 位 数 是 有 限 的 ,a 过 大 将 会 
导致 系统 方程 病态 而 使 计算 失效 。 一 般 情 况 下 e НАЕК, 中 的 对 前 元 素 大 10 -- 10" 
倍 , 所 以 约束 方程 只 能 近似 地 得 到 满足 ， 

2 直接 引信 法 


以 图 11.24 所 示 轴 对 称 壳 元 和 实体 无 的 联结 为 例 , 由 于 交界 面 上 9 个 位 移 参 数 之 间 
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存在 约束 方程 (11， г. 3) 式 ,所 以 它们 只 有 个 是 独立 的 ， 如 果 选 择 ит „иа ‚ну suy „Во Е 
为 独立 的 位 移 参 数 , 则 实体 元 的 Ü v  Ф ЖСН, s Uy n Наз Uo s Мат Uh ) 和 它们 之 间 存 在 以 下 
转换 关系 


cos 0 sin $ — зіпӘсовФ — z sin$ 
н t + 
В sinf 0 — singcosy cos: Ф g cosf м 
1 Ж 
-一 Ну (11. ғ. 9) 
Фо Ú Ü Ü ] $ 
ғ т 
tt. "a? — al Sogi 
0 соз? sin Ф sin#cos$ 5 віһФ 8, 
Us 
0 sinf - sin#cos% cos $ — соз 


直接 引入 法 是 将 上 列 转 换 关系 式 引 人 实体 部 分 的 刚度 矩阵 和 载荷 向 量 ,经 转换 后 的 
实体 部 分 的 刚度 矩阵 和 载 褒 向 量 可 按 通常 的 步骤 .与 沉 体 部 分 的 害 阵 或 向 量 集 合成 系统 
的 刚度 起 阵 和 载 苟 问 量 ,从 而 得 到 系统 的 求解 方程 组 。 

对 于 岗 11.25 所 示 三 维 超 参 沉 元 和 实体 元 的 联结 ,实体 单元 的 每 个 结 点 对 有 6 个 位 
移 人 参数, 在 转换 到 局 部 坐标 vw тога ДЕ ui шн эши эм Ueo Wao ES JGR A 
结 点 对 有 5 个 位 移 参 数 , 在 转换 到 局 部 坐标 系 以 后 是 uovo w ,ol,8;。 这 11 个 位 移 参 数 
之 间 应 满足 5 个 约束 方程 (11, 7. 6) 式 ,因此 它们 当中 只 有 6 “ӘЖЕ УЫ. Шави 
изби Wie ш Ua н ЭЙ М. ФК, Шз лый 5 个 位 移 参 数 可 用 它们 表示 为 


9 0 = 9 0 | 
м 
t, 
, ° > Ü $ % 000, 
т), , 
1 1 Т 
м.1= 10 0 < 0 0-1, (11.7.10) 
H ip 
l o a =L o oz 
В; t, í, р 
1 TË! a 
0-40 в 4 
š, t 


ЕХО А-те Jü AY REI BE 35 BE TI # ОГВ С E BJ f НЩ B£ PL ЯГА 
系 ) ,对 它们 作 进一步 的 转换 ,然后 和 实体 元 的 则 度 抵 阵 和 载 苟 向 量 (交界 面 上 的 位 移 自 由 
度 也 已 转换 到 局 部 坐标 系 ) 进 行 集成 ,从 而 得 到 系统 的 求解 方程 。 

需要 指出 : 在 此 例 中 ,上 述 独 立 位 移 参 数 的 选择 方案 不 是 唯一 的 。 例 如 可 选择 G, 


442222222 %2% АЯ 0-2 


= 


о кила B. б FEE KE и, O, эйи э a Уаз и, ЖЕЖ, ХЕЖИМТИЕРЖО 
Та” А.Б ЖЕ EM P Eu e. Jam ЈЕЛ a] F Tj ЕСЕ. ЕЗІ АЛЕ Н р 28 m 
元 变 界 面 上 的 多 点 约 东 方程 得 到 精确 的 满足 ， 


1173 ”过渡 单元 


Surana 曾 先 后 提出 用 于 轴 对 称 应 力 分 析 和 和 三维 应 力 分 析 的 过 渡 单 元 以 解决 不 同类 
型 单元 的 联结 问题 “1 。 他 所 考 上 处 的 实体 元 是 等 参 元 ,这 元 是 赔 化 过 元 ( 超 参 壳 元 ) ,而 过 


渡 单 元 实际 上 是 这 两 种 单元 的 结合 .以 轴 对 称 问 题 为 例 , 相 匹配 的 这 3 种 单元 的 形式 如 
图 11. 26 ртк”. 


(b) л; (e) л: 


H 11.265 相 匹配 的 单元 形式 


图 11.27 ЖЕ АНЕ л ЕТЕР. НАЗ НІ Ел a 
的 过 小 元 的 坐标 和 位 移 捕 值 表示 如 下 : 


0 X, T, 

y|= DNE y| + D NE + 2, (11.7.11) 
z =, Z, J] {шщ 

u I и, , ц. Е — iy |[а, 

: = X Npp е |+ > Ny) | ©, + ы. ык 4 (11.7.12) 
w T w) 77 ӘРЕ лы — па | (В 


* 轴 对 称 超 参 壳 元 就 是 11. 5 节 讨 论 的 二 维 超 参 志 元 在 轴 对 称 情 况 下 的 表达 形式 。 在 厚度 为 常数 时 ,如 引 人 壳 体 
理论 所 允许 的 一 守 假设 ,可 以 将 轴 对 称 超 参 壳 元 转化 为 11. 3 节 讨 论 的 挠 诬 和 截面 转动 各 自 独 立 揪 依 的 轴 对 称 碗 元 ， 


11 ЖР 
ВИЖ ARAA т 


— -- ---- ра. 


Ж m 是 过 渡 单 元 中 和 实体 元 相关 的 结 点 数 ,n 一 m 是 和 竺 元 相关 
元 的 结 点 总 数 。 


图 11, 27 三 维 过 渡 元 的 一 些 可 能 形式 


从 (11.7.11) 和 (11,7.12) 式 订 见 ,建立 过 渡 单 元 的 几何 和 位 移 插值 表达 式 是 没 
有 困难 的 。 值得 注意 的 是 ,在 形成 单元 刚度 矩阵 时 将 如 何 确定 积分 点 的 应 变 和 应 
力 。 我 们 知道 ,对 于 实体 元 可 以 在 总 体 坐 标 系 x,y,z 内 利用 几 徊 关系 由 位 移 确 定 弹 
性 力学 问题 的 全 部 应 变 分 量 , 即 ee, E Ya У,у. 而 对 于 壳 元 ,利用 几何 关系 只 
能 确定 局 部 坐标 系 x ,，y ,= 内 的 5 个 应 变 分 量 , 即 6 ,ey ,yw a Yoo s Yeo, 若 要 得 到 
er , 则 应 利用 壳 体 基本 假设 一 =0, 从 而 得 到 су = „бк, te), 如 果 利 用 几何 关系 由 
位 移 插值 表达 式 计算 e. ,只 能 得 到 є, =0 的 结果 ， 这 是 由 于 在 建立 壳 体 单元 的 位 移 
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插值 表达 式 时 已 经 引入 “ 壳 体 的 法 向 位 稀 w'($, 芒 在 厚度 方向 的 变化 是 可 以 锅 上 略 的 ， 
即 ш (Dw САН. 

在 过 渡 元 中 ,由 于 一 部 分 位 移 插 值 晴 数 取 自沉 元 ,也 就 将 上 述 关 于 法 向 位 移 的 假设 引 
人 本 位 移 的 手 值 表达 式 。 这 样 一 来 ,即使 在 过渡 元 中 靠近 实体 元 的 部 分 积分 点 ,在 利用 此 
НЖЖ EEE, Vay t Ya Ya ОҚ еу ‚е, Vw Ye ,Yor ) 时 ,也 会 由 于 在 靠近 壳 元 部 
分 引入 了 :二 0 这 一 过 分 强制 的 约束 ,而 在 局 部 区 域 产生 不 合理 的 附加 应 力 。 所 以 
Surana 在 他 的 文章 中 指出 :在 过 渡 元 中 ,如 何 确定 应 变 和 应 力 仍 是 一 个 需要 研究 的 问题 ， 
在 他 的 算 便 中 ,一 般 都 规定 材料 + 二 0, 可 能 正 是 为 了 回避 上 述 问 题 ,因为 这 时 实际 的 8. 
(=v Ве )) 也 真正 等 于 零 。 

我 们 认为 ,在 建立 过 小 元 的 刚度 抢 阵 时 ,所 有 高 斯 积分 点 均 应 采用 超 参 过 元 的 应 力 应 
变 关 系 。 如 果 在 进行 应 变 计 算 以 前 ,将 和 实体 元 相 联 结 一 端的 实体 元 型 的 结 点 位 移 参 数 
参照 多 点 约束 方程 所 表达 的 关系 式 转 换 为 沉 元 型 的 结 点 位 移 参数 ( 即 中 面 位 移 和 转动 )。 
则 过 渡 单 元 实际 上 就 是 通过 多 点 约束 方程 和 实体 元 相 联 结 的 壳 元 ,并 说 明了 用 直接 引入 
法 引信 人 多 点 约束 方程 的 方法 和 过 小 元 方法 两 者 在 本 质 上 是 一 致 的 。 

例 11.9 混合 使 用 实体 元 和 壳 元 求解 受 内 上 灶 贺 柱 壳 的 径 向 位 移 ( 图 11.28). AR 
十 :Ry =10cm,t=0. 1ст,Е << 3. 0х 10? МГа,у-0,р--100/х MPa. 


图 11.28 РЕНЕА Вл! 


模式 A 中 实体 单元 采用 三 角形 单元 , 壳 元 采用 11.3 节 的 二 次 曲 边 壳 元 ,丙种 单元 通 
过 约束 方程 联结 。 

模式 B 中 实体 单元 采用 6 结 点 等 参 元 , 壳 元 采用 超 参 元 ,两 种 单元 通过 过 渡 元 联结 。 

在 计算 中 为 考虑 实际 情况 并 与 实体 元 (计算 中 压力 是 作用 于 内 表面 的 ) 相 一 致 , 壳 体 
部 分 也 是 将 压力 作用 于 内 表面 。 

按压 力作 用 于 内 表面 ,引入 必要 修正 的 壳 体 理论 薄膜 解 为 


RIE хана с 
РК а Кш _ 0.9929 
tE Зл 
PPARA ТА ЖЭР 3 11. 4, 可 以 看 到 ,这 两 种 模式 都 得 到 和 和 解析 解 符 
合 得 很 好 的 结果 ,在 两 种 单元 的 交界 面 附近 都 未 出 现 不 会 理 的 误差 ， 
表 11.4 ЧИЛЕНТИМЕНІН 8 cm 


= 0,105 572 em 


ныт 0818 位 移入 


> 


了 0, 105 577 3 0, 105 575 
В „1095 578 
Ü . 105 572 10 0,105 568 
1 „105 576 2 0. 105 574 
2 . 105 573 
6 . 105 571 9 0,105 570 
1 . 105 578 1 0,105 575 
2 ,105 572 
4 0. 105 571 8 0, 105 568 


9111.10 岁 11.29(a) 所 示 是 悬臂 梁 ,尺寸 和 载荷 均 列 于 图 上 。 材 料 弹 性 常数 E= 
3X 10°МРа,и=0.0. ЖАЗ 种 有 限 元 模型 进行 计算 。 模 型 A,B,C 的 单元 型 式 及 划分 分 
别 如 图 11. 29(5) ed 所 示 。 图 11.30(ay 一 (由 分 别 表 示 此 算 例 的 计算 结果 。 其 中 
图 11. 30(a) ЖИЕ ww 沿 板 长 度 的 变化 ,图 11. 30(b) 表 未 挠 度 四 在 zz 一 2 一 2.25cm 区 
域内 的 快速 变化 ,图 11. 30(cy 和 图 11. 30(d) 分 别 表示 二 ?em 和 了 =1.75cm 截面 上 位 移 
и ПЕН ЛЕ. ТЕ z=2cm 截面 处 ,模型 А,В 和 模型 C 的 结果 相差 很 多 ,这 是 由 于 模 
型 А,В 在 梁 左 端 较 厚 处 采用 了 实 休 元 ,能 够 较 好 地 反映 出 截面 上 位 称 e 沿 高 度 的 变化 ， 
而 模型 C 全部 采用 板 亮 苍 , 不 能 反映 出 截面 突变 的 影响 。 但 是 此 影响 是 局 部 性 的 ,在 
二 1.75cm 截 面 上 已 大 大 前 纶 。 


Жж... rr: g -- —— —— ая“ rr: == --- —-  — -4- ттт ғ- --- 
r "= - 
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pj | Р=3М/ст 


0.7 


— x ЖЕН 11 P=! 20kN/cm 


(a) 


10 + 1645 


ри: r; ж 
Zt Z sa 


тыл. ылын — — С) 
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„ра др Ий 
Zt Z е 


В 11.29 ЖИЕН FR u Bs XU 


несіп 


AUF RAMA 


一 一 一 - 一 一 一 Í -= 


ð | 2 3 
хоп 
(а) ИШ НИК ККК, (b) АНЕ 由 请 概 长 的 变化 
0.3 реУМкт 


р> 


0 01 02 03 04 0 01 02 03 04 
гіст г/т 
(с) 位 移 w 沿 截 而 高度 的 变化 (=2cm) (d) О u ЕТ A НО Е Сх бот) 


图 11.30 ЖИЗА л! ДТ ЖШ 
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11.8 ” 壳 元 和 梁 - 杆 元 的 联结 


在 工程 实际 中 ,有 很 多 板 壳 和 染 - 杆 共同 工作 的 组 合 结构 。 图 11. 31 屁 一 个 超大 型 石 
油 赃 铅 芍 拱 形 项 盖 , 它 是 由 径 向 和 环 向 肋 加 强 的 二 维 党 体 结构 。 类 似 地 ,在 飞机 和 潜艇 中 
有 轴 向 和 环 向 肪 如 强 的 圆柱 形 或 圆锥 形 的 索 体 结构 。 对 它们 进行 有 限 元 分 析 , 就 必须 研 
究 壳 元 和 梁 - 杆 元 的 联结 问题 。 


А тача чаг + 
ы È Eit rt . ғ К, 
- 
а м ЕЛЫ 
„ЕЕ руини 


И с 2 
4 
NN 
ПОР N N NN 
Ж ФР РА ІШЕ SSS SA 

ТАМА О Š 


Л 
= 


x КОЛ Са 
22 ТШ SN 
ТОП шт NN 


на 


图 11. 31 Н BJ HE E Tri m 


用 于 加强 板 壳 结构 的 , 通 蚌 是 三 维 空间 的 曲 荣 - 杆 构件 ,相应 地 ,要 求 构造 三 维 空 间 
的 曲 梁 - 杆 单元 (以 后 简称 为 三 维 曲 荣 元 ) ,这 比 第 9 章 所 述 的 直 梁 - 杆 元 要 复 效 一 些 。 H 
构造 原理 和 方法 与 三 维 超 参 元 相 类 似 , 因 此 将 空间 的 曲 守 - 杆 元 的 构造 放 在 本 章 超 参 充 
元 的 后 面 , 于 本 市 予以 讨论 ， 
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11. 32 КЕ i" ЯН WERKA — #5: |н] 76, ТЕЛЕ ЕНИ АЖЖ 9 А 
HHE RAR -ARRE ЕЗИ ША. PEA ЖЕН F 3 rB Cy Ж) Ж ТЩ ЛАН 
FH. HERTE пие TEIDE ЦИК. WFE — Ж, == |Ë] H ЖЕЛІ ЕН 
以 简化 为 曲线 坐标 内 的 一 维 间 题 。 但 是 不 同 于 直 梁 单元 ,在 曲 梁 单元 中 , 拉 压 、 弯 曲 、 扭 转 
几 种 变形 和 应 力 状态 是 相互 耦合 的 。 正 如 曲面 壳 元 中 薄膜 状态 和 弯曲 状态 是 相互 耦合 
的 ,不 像 平 面 壳 元 那样 可 以 各 自 独 立 , 互 不 燃 合 。 因 此 : 维 曲 梁 元 的 构造 方法 不 同 于 和 直 
梁 - 杆 元 ,而 更 类 似 三 维 超 参 学 元 ， 

1. 几何 形状 和 位 移 函 数 的 表示 

在 图 11. 32 所 示 的 单元 中 建立 自然 保 标 ,3,5, 其 中 才 膏 单元 中 心 谎 方向 ,7 和 分 齐 
沿 截 面 的 两 个 对 称 轴 方向 。x ,y ,x 是 建立 各 个 截面 的 局 部 笛 下 多 坐标 ,Vr V. V. 分 别 


.ЯПЖ Ма 0000 дз 


是 zz',y ,z 方向 的 单位 向 量 。 每 个 单元 可 以 有 个 结 感 , 结 点 i(i 一 1,2,…,n) 的 几何 参 
数 是 结 点 在 总 体 坐 标 x,y,z 内 的 位 置 zi,y z ;截面 局 部 坐标 在 总 体 坐 标 т, у, 方向 的 
单位 同 量 Уг, VU Vi (VU Vi VY 中 共有 有 个 分 量 , 但 只 有 4 个 是 独立 的 ,以 及 截面 的 高 
Жа, 和 宽度 #5,, 共 9 个 参数 。 每 个 结 点 的 位 移 人 参数 和 三 维 空间 的 直 梁 - 杆 元 一 样 ,是 6 个 
CRA 3 个 位 移 和 3 个 转动 ) 参 数 , 但 与 直 梁 - 杆 元 不 同 的 是 位 移 参 数 不 是 在 局 部 坐标 系 内 定 
义 的 ,而 是 类 似 于 赵 参 完 元 ,直接 在 总 体 坐 标 系 fyztzyyyz 方 向 的 单位 向 量 分 别 是 e... 
ее) ИХ. BA ii 二 1,24 呈 ,nn) 的 位 称 参 数 是 uso xu 19,,,0,,9, ,它们 分 别 是 总 
体 坐 标 系 内 的 3 个 位 移 分 量 和 3 个 转动 分 量 。 


图 11.32 EREE 


单元 内 每 一 点 在 总 体 坐 标 系 内 的 位 置 可 以 由 各 个 结 点 的 几何 参数 通过 插值 函数 得 
到 , 即 


zp ME x | Vy, Уу, 
EPD = DN + NaN vi, + PDN Уу, 
(ёр) 1 z, m Vi, T у, 


(11. 8. 1) 


222222222... Я%2А5 专题 部 分 


其 中 М, (E) E. — št у} ВН H 818 PQ 27 Fr ‚Уу, ‚Уу, ЖШ Уг, +V ey Vin тена i 村 单位 
向 是 YY 和 VY, 的 x,y,z 方 向 的 分 量 。 


单元 变形 后 ,单元 内 每 一 点 在 总 体 坐 标 系 内 的 位 移 则 由 各 个 结 点 的 位 移 参 数 插值 得 
#1, Вр 


и(Е, 1, 5) я и, „ Ü, Уе, 
(6,0 = УМК lo, + >a N.C б. х | | + 
wpol 7 ш, 0. (у, 
| ы) [уй 
КУЗ ЛД; биж vs (11.8.2) 
л бы] V. 
其 中 
Üa Vir 0, Vie — 8. Уе, 0 Vi, -УУ | 18. 
Өх М | = 16, Vu, — A, Vya |= |— Ме, 0 Үз; 1|9; 
д; ұла Бы Ұс Ма лас. клр, 0 9. 
8., Ж 6, Уу, — б Уу, 0 Из Vi 
0. х |У, |= А Уз, — ba уу = |у, о Vu, 110, 


б. үз, б, Уу, — Opa Уу, Vs =V 0 Ж 
分 别 表示 由 于 结 点 i 的 转动 8 ,所 引起 的 单位 向 量 Vy ЖП Vy 端 部 的 位 移 在 总 体 坐 标 系 内 的 
各 个 分 量 。 
如 将 (11. 8. 2) 式 进一步 表示 为 标准 的 矩阵 形式 , 则 有 


81 
u 
a: 
u =[N Мон N,] ` (11.8.3) 
9 : 
а, 
其 中 
tt. = (и, t” те, 8. 0, a, |E (т = 1,2 тә} 
№; = 
; Pavi tehy NY Vv L Бу 
Ni Ü O Ü N, (ауе. Буу, ) N. (ауу БЫУ) 
0 М; 0 -м ами +-bVis]) Ü N, (Газу, + куу.) 


оом м‹(-аў%, + муу) -м ауы жуу!) 0 


IS лан | 


一 一 --- а. — -- = ға ғғ." ua Jr mm === — r 一 — — 


2. 应 变 和 应 力 的 确定 
根据 梁 单 元 的 基本 假设 ,需要 确定 的 是 局 部 坐标 系 ,yz 内 的 应 变 分 量 e. Yayo 
y 及 应 力 分 量 g т, Toe 。 应 变 分 晤 可 从 以 下 几 柯 关系 得 到 , 即 


‘| 一 эку? (11. 8.4) 


RP ww ро w EARERR z .yz 方向 的 位 移 分 量 , 它 们 可 以 利用 坐标 转换 关系 ,从 总 
体 坐 标 系 内 的 位 移 分 量 поло 得 到 。 式 中 的 3 ,3 ,3 04) ,3 是 局 部 坐标 系 内 位 称 


的 导数 。 它 们 可 以 利用 坐标 转换 ,从 总 体 坐 标 系 内 的 9 TB sis СЕ, Си, оо 29, 
до dw ди ди 


于 ,下 ,和 ,下 得 到 。 具 体 转换 公式 和 超 参 过 元 中 的 转换 公式 相同 , 见 (11. 5. 20 式 )。 最 
后 可 以 得 到 


Е, 
и. У\В'а; = Ва“ (11. 8.5) 


其 中 ,下 是 局 部 坐标 系 内 的 应 蛮 矩 阵 ,a* 是 单元 位 称 向 量 , 即 
B'= [B] B + B] 


а= (а, а) … a, 
应 力 分 看 和 应 变 分 量 之 间 的 弹性 关系 是 
ағ Е 9 0 Ey 
туу |= |0 G/k 0 Ху |= DB'a* (11. 8. 6) 
ЛА: 0 0 САУ 


RP D ЖЕКЕШЕ, AAA £ R ЖО В JEE ЖКО, 9.2.4 0). 

在 得 到 М.В ЯП D 以 后 ,三 维 空间 曲 梁 的 有 限 元 分 析 全 部 可 按 标准 步 又 进行 ,这 里 不 
再 重复 。 

从 以 上 讨论 可 见 , 构 造 三 维 窗 间 曙 滩 的 原理 .方法 以 及 各 个 公式 的 推导 过 程 和 三 维 空 
间 曲 面 沈 元 是 类 同 的 。 正 如 超 参 壳 元 在 中 面 是 平面 时 可 以 赔 化 为 Mindlin 板 单元 一 样 ， 
曲 滩 单元 在 中 心 线 是 直线 时 则 可 以 赔 化 为 Timoshenko 潜 单 元 。 此 点 读者 可 以 作为 练习 
加 以 证 实 ，。 


CC 人 CC г 
"run T 


人 
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11.82 板 谢 元 和 梁 - 杆 元 联结 的 多 点 约束 方程 


不 失 一 般 性 的 以 图 11.33 所 示 的 9 结 点 超 参 充 元 和 3 结 点 三 维 曲 梁 元 的 联结 为 例 ， 
来 讨论 两 者 的 联结 问题 。 


图 11.33 超 参 壳 元 和 三 维 曲 梁 元 的 联结 


如 图 11. 33 所 示 , 在 壳 元 的 结 点 7,9,5 的 下 表面 上 联结 3 结 点 梁 元 , 梁 元 的 结 点 1" ， 
27,37 分 别 种 亮 元 的 结 点 7,5,9 相对 应 ， 现 以 过 元 的 铺 点 7 和 梁 元 的 铺 点 1" 为 例 , 讨 论 
如 何 建立 两 疹 交 界面 上 的 位 移 协 调 条 件 。 在 总 体 坐 标 系 内 壳 元 结 点 ? 的 位 移 参 数 是 m, 
т уул в ЕЛЕНА 1 " 的 位 移 参 数 是 uit vu" yun" „Вл“ TSE г, Ж SF DS 28 й л: 
闻 的 位 移 约 束 条 件 ,首先 将 总 体 坐 标 系 内 的 结 点 位 移 参数 转换 到 局 部 坐标 系 。 需 要 指出 
的 是 , 充 元 在 结 点 7 和 梁 元 在 结 点 1 的 局 部 坐标 系 的 方向 是 相同 的 ,所 以 可 以 统一 采用 
粱 元 的 局 部 坐标 系 y ,x 。x' 轴 沿 梁 元 中 心 线 ,y ЛШ z 轴 分 别 沿 堆 面 的 横向 对 称 轴 
和 纵 同 对 称 轴 。 经 坐标 转换 后 ,可 以 得 到 梁 元 结 点 1' 在 局 部 坐标 系 内 的 位 移 参 数 u, 
әб" Юд „бу, ,0 ， 壳 元 结 点 7 在 局 部 坐标 系 内 的 位 移 参 数 и, un ЖІ бу. 
бу ,但 不 能 得 到 和, 。 这 是 因为 原来 壳 元 结 点 7 的 位 移 参 数 a, 和 局 是 绕 与 法 线 ( 即 现在 
的 x 办? 相 垂 直 的 两 个 轴 的 转动 ,所 以 经 坐标 转换 后 只 能 得 到 和 .和 0 ,而 不 能 得 到 0... 


为 了 进一步 建立 位 移 协调 条 件 的 需要 ,可 从 中 面 内 过 结 点 7 沿边 界 的 切线 的 转动 一 u, |， 


ЖОЖ ЯЖЯӘЯЖ000000 486, 


得 到 Ду ' Вр 
в. 9%, (11.8. 7) 


ж-т Ж Ju fE Ж ЕЕ fu Ж ЯП ЛЕЛЕ g£ ИГЫ ЖЕЗ. CD EE BU л Б дін 
点 ? 的 中 面 法 线 和 梁 元 上 通过 结 点 1 ° 的 纵向 对 称 轴 z 在 一 条 直线 上 ,和 且 壳 元 法 线 上 的 7， 
АЕ Ju J ЫН ЕНІ; 点 相 联 结 。 变 形 后 该 直线 仍 保持 为 直线 , 即 连 线 7 一 7, 一 1; 
—1 仍 是 一 条 直线 ,月 点 7, 和 点 1” 仍 保持 联结 。(2) 变 形 前 亮 元 的 包含 该 法 线 在 内 的 
边界 横向 截面 的 切 平 击 和 染 元 的 通过 结 点 1 ”的 截 平面 是 在 一 个 平面 内 ;变形 后 它们 
仍 保 持 在 一 个 平面 内 。 但 沉 元 的 底面 和 梁 元 的 项 面 在 梁 亢 的 宽度 方 同 ( 即 局 部 坐标 
系 的 了 方向 ) 上 ,两 个 面 庶 允 许 有 一 定 的 滑动 。 这 是 因为 梁 理 论 中 假设 宽度 尺寸 2 在 
党 形 过 程 中 保持 不 变 ,而 壳 元 底面 在 其 目 身 平面 内 是 可 以 变形 的 .。 АЖ ЖК л, Ж 
面 和 梁 元 质 面 之 间 在 y 方向 不 能 滑动 , 则 给 过 元 施加 了 不 合理 的 约 东 ,将 会 产生 很 
大 的 误差 。 因 此 两 类 单元 在 交界 上 的 位 移 协 调 条 性 应 是 在 局 部 坐标 系 х,у r 中 ， 
бл] 7, 点 和 梁 元 的 1 点 的 3 个 位 穆 分 量 相 等 ,以 及 壳 元 结 点 7 和 梁 元 结 点 1' 的 
3 个 转动 分 量 相 等 , 即 : 


ит, = к; т, = 01; ш, = wi’ 
(11.8.8) 
Ж 一 8,1: ДА 一 Әл” 07 一 0," 
为 了 进一步 用 壳 元 和 滩 翅 的 千 点 位 移 参 数 表 示 上 述 的 位 称 约 东 条 件 , 根 据 过 元 和 梁 
元 的 几何 方面 的 假设 ,可 以 表达 为 
и", 一 u 7 十 „> бл 91, 一 7 一 > б ш", 一 ез 
‹11.8.9) 
и = из - Вуд о ш Б. шу = 


2 2004 
将 上 式 代 回 (11. 8. 8) 式 并 考虑 (11, 8. ОХ ЖАЙЛЫ Жн) Яр АЕ фк Ж Р ЛЖ л. {у Ж # [Б] 
的 约束 方程 , 即 


1 , 
н”, 19 ù 0 а + z) Ü ит 
Ди 1) т 
өз 0 1 0 — Lea +0 0 0 ; 
ғ 2 U y 
TE ү" 
е, | 0 01 0 О 0 В. (11.8. 10) 
9 0 0 0 ] 0 0 й ез 
v] ” 
М 0 0 % 0 1 Ü ди 
г] д 
0 0 0 0 —1J `%3 17 


对 元 元 的 结 点 9 和 梁 元 的 结 点 3° ,以 及 对 过 元 的 结 点 5 和 梁 元 的 结 点 2" 可 以 建立 类 他 


436 . 


PIR ERA 


一 -一 r-r 一 一 -一 一 — --- 


于 (11. 8. 10) 式 的 约束 方程 还 考虑 到 3 实际 上 是 用 沉 元 的 结 点 位 移 参 数 表示 的 ,并 将 


和 位 称 参 数 转 则 到 总 体 坐 标 系 ,因而 最 后 建立 的 党 元 各 梁 元 结 点 位 移 问 量 之 间 的 约束 方程 
可 以 表达 为 
ar = Ca: (11. 8. 11) 
Ка, Жа ЗЯ поли аа Ж n EL СЕ о l) 62 ЕРЕ. 
а =[ай- ар ше | 
а =| m" шо те Ви б В | (1=<=<=1',2`°,3°) 
а 一 Lan ад а! 
al =[u, w 2 
计算 中 ,在 梁 元 的 刚度 矩阵 K; 形成 以 后 , 按 下 式 进 行 转换 
Ki = СКС (11. 8. 12) 
将 转换 后 的 梁 元 刚度 第 阵 К; RG pu BJ RJ ЕЕ PE K: Ж ТЛ}, ЖЛЕ a| Bi ҰН ( Bl RJ Л; 
дож Ла Ноел.) НУРИ БЕН РЕКС, 
K' — K; + K; 
H F 38 BJ Bš КЇЛ REE IT AE ДИЛЕ СН HJ] RE E ЕЕ, ЖА J ИПИ AV bJ Ж 1а] b) ЕЕ 
A RERED IE, 
111.11 四 边 简 支 的 方 板 的 边 长 a 二 2m, 厚 度 :一 0.02m。 材 料 弹性 常数 Е=2.1х 
10° MPa,v 一 0.3。 中 心 受 集中 载 菩 PP 二 10N。 洪 工 轴 方向 布置 了 4 根 y 方 向 的 矩形 肪 ,如 
图 11. 34(a) 所 示 。 出 于 结构 的 对 称 性 , 双 1/4 用 2X2 网 客 进行 有 限 元 分 析 。 板 采用 3 Z 
氮 超 参 元 元 , 鹏 采用 3 结 点 空间 曲 荣 元 。 有 限 元 模 错 如 图 11. 34(b) 所 示 。 为 考察 胁 的 加 
强 作 用 , 肋 的 截面 尺寸 分 别 采 用 了 0.002mXxQ 002m,0.02mX0.02m,0.05m X0. 05m, 
0. 1йтжхО, 05m, 


(а) 儿 何 示意 图 (b) ЛЕ 
图 11.34 ЧЛ ЛШ Л # 3 Ер Ж {ЕН 


O RUF хма 


Bi 3 H] АЕ] ЛУР ҤЕ {КЕН i BJ ЖЕЛЕ ws 以 及 板 的 加 强 作 用 等 计算 结果 列 于 
3% 11.5, 
3 11.5 不 同 截面 尺寸 的 肋 的 加 强 作 用 


ША лахт H RRE xe... гп 加 强 作用 (一 | 


0.002 0, 002 0. 302 1x10] 0. 13и 


0. 02 х0. 09 0, 247 4510 2 18. 2% 


0. 05 ХО, 05 0,764 2106 74.7% 


RP ws ДЕЛА Н ДИЛАН ЛИ rh ИАЛ» ПЖ чу --0.011 60 x Ра  х12(1-)/ 
Ее -0,3016х10 mm。 为 了 便于 比较 , 表 中 的 ә, 是 有 限 元 计算 结果 ,ww — 0. 302 5 X 
10“my* 比 洲 板 理论 解 稍 大 ,可 能 是 超 参 壳 元 考虑 了 前 切 变 形 影 响 的 结果 


11.9 № 


元 体 和 平板 的 相同 点 是 在 风 何 上 一 个 方向 的 尺度 远 小 于 其 他 两 个 方向 的 尺度 ,因此 
在 力学 分 析 中 引入 了 相同 的 基本 假设 。 不 同 点 必 平 板 的 中 面 是 平面 ,而 壳 体 的 中 面 是 昌 
夯 。 正 因为 如 此 ,平板 中 薄膜 应 力 状 态 和 弯曲 应 力 状 态 互 不 耦合 ,分 别 成 为 平面 应 力 问 题 
和 平板 咨 曲 问题 研究 的 对 象 。 而 亮 体 中 这 丙种 应 力 状 态 是 瑟 相 看 合 的 ,同时 为 了 引入 力 
学 上 的 假设 ,方程 必须 建立 于 中 而 的 曲线 坐标 系 内 ,这 就 导致 壳 体 理论 和 方程 的 复杂 性 ， 
并 使 得 在 构造 壳 体 单元 时 遇 到 更 多 的 麻烦 ,特别 是 构造 建立 于 薄 壳 理论 的 单元 ， 

构 咨 薄 尝 单元 的 困难 是 因为 沉 体 的 场 函 数 中 包含 着 3 个 位 移 分 量 (平板 单元 中 只 有 
一 个 位 移 分 量 ), 因 此 在 构造 薄 壳 单元 时 ,为 了 满足 单元 交界 面 上 C, 连续 性 的 要 求 ,将 比 
薄板 单元 更 为 麻烦 。 此 外 ,为 使 建立 于 曲线 坐标 系 的 插值 函数 满足 完备 性 (主要 是 指 包含 
刚体 运动 模式 ) 的 要 求 也 经 常 遇 到 困难 。 从 本 章 11. 2 节 讨 论 的 基于 薄 壳 理论 的 轴 对 称 壳 
元 ,基本 上 可 以 理解 薄 壳 单元 的 上 述 特点 。 因 此 本 章 除 简单 的 轴 对 称 截 锥 菠 壳 元 和 平面 
元 元 以 外 ,未 进一步 涉及 其 他 形式 的 薄 壳 单元 。 尽 管 在 有 限 元 发 展 过 程 中 出 现 了 很 多 形 
式 的 薄 壳 单元 ,但 从 实用 角度 出 发 ,本 章 更 多 讨论 的 是 和 Mindlin 板 单元 相 类 似 的 С, 型 
壳 体 单元 。 

位 移 和 转动 各 自 独立 插值 的 轴 对 称 壳 元 和 从 三 维 实体 元 赔 化 而 得 到 的 超 参 过 元 本 质 
上 都 是 Mindlin 型 单元 。 区 别 是 前 者 先 对 结构 引信 壳 体 的 力学 假设 ,然后 进行 有 限 元 离 
散 ; 奋 后 者 是 先进 行 有 限 元 离散 而 后 引入 尝 体 的 力学 假设 。 这 是 由 数学 推导 和 单元 构造 
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的 方便 与 否决 定 的 。 即 使 如 此 , 超 参 壳 元 的 表达 格式 仍 比较 复 条 ,特别 要 注意 在 建立 其 表 
达 格 式 的 过 程 中 , 几 种 不 同 坐 标 系 的 各 自作 用 及 其 相互 转换 关系 。 这 两 种 单元 都 考虑 了 
前 切 变 形 的 影响, 能 够 应 用 于 注 完 和 中 厚 索 的 分 析 。 但 是 和 Mindlin ЖАН ТОНЫ, B Т 
刚度 矩阵 的 不 同 组 成 部 分 具有 不 同 的 数量 级 关系 ,在 应 用 于 薄 壳 情况 时 有 可 能 导致 * 剪 切 
锁 死 "和 “薄膜 锁 死 ?。 上 一 章 中 有 关 Mindlin 板 单 元 产生 * 前 切 锁 死 ”的 原因 和 和 避免 方法 
揭 讨 论 原则 上 可 以 推广 应 用 于 现在 的 情况 . 

相对 自 出 度 壳 元 原则 上 仍 是 := 维 实体 元 ,只 是 引 人 和 人 相对 自由 度 概念 可 以 避免 三 维 实 
体 元 用 于 亮 体 结 枸 时 由 于 不 同方 向 的 刚度 差别 过 于 莱 殊 而 带 来 的 数 秆 计算 上 的 困难 。 其 
表达 格式 的 形式 比 超 参 充 元 简单 。 今 后 将 看 到 ,用 于 大 变形 情况 此 点 更 为 明显 ,所 座 它 也 
基 一 种 有 实用 价值 的 单元 形式 。 

本 章 最 后 两 节 分 别 讨 论 了 充 元 和 实体 元 及 过 元 和 梁 - 杆 元 的 联结 。 前 者 是 壳 元 在 其 
柑 向 截 画 上 和 实体 元 相 联 结 , 而 后 者 则 是 过 元 的 顶 面 ( 或 底面 ) 和 深 元 的 底面 (或 顶 面 ) 相 
联 缚 。 研 究 不 同类 型 单元 联结 的 首要 问题 是 正确 地 建立 它们 交界 面 上 的 约束 方程 。 注 意 
不 能 将 仅 用 于 一 种 单元 的 力学 简化 不 适当 地 强加 于 与 其 相 联 结 的 另 一 种 单元 , 即 不 能 将 
党 元 中 忽略 法 线 长 度 变化 的 假设 强加 于 实体 元 ,也 不 能 将 梁 元 中 截面 形状 不 变 的 假设 强 
加 于 党 体 的 表面 ,否则 将 会 由 于 过 分 的 约束 而 导致 相 当 关 的 误差 。 其 次 是 引信 约束 方程 
的 方法 .证 函 数 法 是 近似 方法 ,而 直接 引信 法 是 精确 方法 。 但 究竟 选择 哪 种 方法 ,以 及 应 
用 彰 接 引入 法 时 约 东 方程 如 何 具体 表达 ,取决 于 算法 实现 时 的 方便 和 精度 的 要 求 。 过滤 
元 法 也 是 一 种 实现 充 元 和 实体 元 联结 的 方案 ,需要 注意 的 是 刚度 矩阵 中 实体 部 分 的 应 力 
应 变 关 系 的 正确 选择 。 


关键 概念 

Ж R Л. Mindlin Җ Ж 3 Ж 5, Mindlin Ж Ж, 
PREA È л, ЛИЛ, 

Ж $- д sÇ 相对 自由 度 训 元 三 维 曲 梁 元 

多 所 约束 方程 直接 引 入 法 і Ж ЖЯ. 

复习 题 


1.1 和 平板 理论 相 比 较 , 壳 体 理论 在 力学 的 基本 假设 和 应 力 应 变 状态 方面 有 什么 
相同 点 种 不同 点 ? 

1.2 轴 对 称 薄 过载 锥 单元 的 结 点 位 移 参 数 和 位 移 插值 函数 是 什么 ?各 建立 于 什么 
坐标 系 ? 为 什么 要 建立 不 同 的 坐标 系 ? 

1.3 轴 对 称 薄 壳 截 锥 单元 的 位 称 函 数 是 否 满足 有 限 元 的 收敛 性 条 件 ? 


кж AARM | 


11.24 位 移 和 转动 各 自 独 立 播 值 的 输 对 称 过 元 的 结 点 位 移 参 数 和 位 移 捅 值 函 数 是 什 
27 建立 于 什么 坐标 系 ” 和 薄 壳 截 锥 单元 相 比 较 , 有 和 什么 相同 点 和 不 则 点 ? 

11.5 上 题 所 述 单元 的 位 移 琐 数 是 否 满足 有 限 元 的 收 伊 性 条 件 ? 

1.6 上 题 所 述 单元 和 Mindlin 板 单 元 相 比 较 有 什么 相同 点 和 不 何 点 ? 

1.7 上 题 所 述 单 元 是 否 会 发 生前 切 锁 死 "7? 为 什么 ? 以 轴 对 称 的 截 锥 壳 元 和 曲 边 
壳 元 为 鲍 ,如何 正确 选择 刚度 矩阵 的 积分 方案 ? 

11.8 将 平面 党 元 用 于 充 体 结构 分 析 有 何 优 缺 点 ” 会 遇 到 什么 问题 ? 如 何 解 决 ? 

1.9 比较 平面 完 元 中 平板 弯曲 状态 采用 薄板 单元 和 Mindlin Ж 88 й) НИ 
ма. 

1.10 ХАНМЕН? ИЕП PF48 X A Ж тля = Hk IH 22 
单元 为 超 参 元 ? 为 什么 ? 

11.11 超 参 元 中 共 采 用 了 几 个 不 同 的 坐标 系 ” 各 有 什么 作用 ? 如 何 进行 相互 转换 ? 

11.12 在 4.3 市 中 名 指 出 超 参 元 的 插值 沙 数 一 般 十 不 满足 完备 性 要 求 的 ,能 否 证 明 
本 草 讨论 的 超 参 元 的 插值 函数 是 满足 完备 性 要 求 的 , 即 它 是 包含 刚体 运动 和 常 应 变 的 位 
BRAI. 

11.13 WAER А Н 7670? 它 和 三 维 实体 元 有 和 何 区 别 ? 为 什么 能 用 于 壳 体 
结构 分 析 而 不 会 遇 到 数值 计算 上 的 困难 ? 

11. 14 ”如何 应 用 多 点 约束 方程 的 方法 于 两 类 不 同形 式 单元 的 联结 ? 以 壳 元 种 实体 
元 玉 完 元 和 染 元 的 联结 为 例 ,前 明 什 么 是 正确 建立 多 点 约束 方程 的 关键 点 ? 

11.15 如何 计算 两 类 不 同形 式 单 元 交界 面 上 的 独立 位 称 参 数 的 数目 ? 如 和 何 选择 外 
立 位 移 参 数 ? 不 同 的 选择 对 后 继 的 计算 有 和 何 影响 ? 

11.16 用 昼 函 数 法 或 直接 引 人 法 将 多 点 约 柬 方程 引入 结构 方程 ,在 数 信 算法 上 有 何 
区 别 ? 

11.17 如 何 构造 联结 实体 元 和 壳 元 的 过 渡 单 元 ”在 形成 它 的 刚度 失 阵 时 应 注意 什 
么 问题 ? 

11.18 比较 多 点 约 东 方程 法 和 过 渡 单 元 法 的 异同 点 和 优 缺 点 ,能 否 论 证 两 者 在 一 定 
条 件 下 是 相等 效 的 ? 


复习 题 


11.1 对 于 (11. 3.11) 式 所 表述 的 截 锥 这 元 的 K , 如 采用 1 点 高 斯 积分 , 求 其 显示 表 
达 式 ， 

11.2 对 于 411.3.12) 式 所 表述 的 下 分 别 采 用 1 点 和 2 点 高 斯 积分 , 求 其 显 式 表 达 
式 ;并 讨论 为 什么 必须 采用 1 点 积分 才能 避免 “前 切 锁 死 *。 
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.和 


1.3 导出 (11. 3. 26) 式 的 1/R, 表达 式 ， 
11.4 求 (11.3.21) 式 中 的 了 BDB; 的 显 式 表达 式 。 
1.5 对 于 两 种 截 锥 壳 元 ,分 别 用 (11,.2,.26) 和 (11.3.14) 式 计算 当 载 项 为 均匀 外 压 
户 时 的 结 点 载荷 癌 量 。 
1.6 凡 轴 对 称 壳 县 轴 对 称 载 荷 为 例 , 从 (11. 2.11) 式 出 发 ,分 析 可 能 出 更 哪 几 种 常 
Ду ЖЕ (BU є, EK IM K. K.) МИЛИ FK, 
11.7 列 出 11.2 和 11.3 节 两 种 蕉 难 亮 元 用 于 非 轴 对 称 载 荷 时 的 表达 格 却 。 
11.8 推导 和 给 出 超 参 元 的 应 变 矩 阵 BOL 5. 23) 式 的 具体 表达 式 。 
1.9 推导 和 给 出 超 参 元 的 单元 载荷 向 量 。 
11.10 如 果 将 超 参 元 用 于 平板 分 析 , 表 达 格 式 如 何 简化 ? 可 否 证 有 明 它 和 Mindlin Ж 
单元 是 等 价 的 , 
1.1 如 果 将 三 维 曲 染 单元 用 于 等 截 曾 直 梁 分 析 , 表 达 格 式 如 何 简 化 ?可否 证 明 它 
和 Timoshenko 梁 单 元 与 受 拉 压 及 扭 轴 村 单元 的 组 合 相 等 效 ” 
11.12 如 有 4 结 点 轴 对 称 实体 元 和 轴 对 称 壳 元 相 联 结 , 列 出 交界 面 上 的 约束 方程 。 
11.13 图 11,.25 所 未 的 三 维 实体 元 和 超 参 涡 元 的 联结 问题 中 ,如 果实 体 元 结 点 对 
1,7, 和 壳 元 结 点 :的 位 移 参 数 中 ,选择 и, › о, › тш, а, Ba 作为 独立 参数 ,如 何 建立 类 似 
(11.7. 10) 式 的 约 东 方程 ? 并 列 出 形成 求解 方程 的 算法 步 豫 。 | 
11.14 ЗЯ А B лЗ K u BJ EK Ы ДУШ H pR K WW 35 Ee B) Ж: 
ЭЖ. 
11.15 过 小 单元 中 ,如 采 所 有 积分 点 都 采用 超 参 壳 元 的 应 力 应 变 关系 , 试 导 出 它 的 
表达 格式 ,并 证 明 它 在 一 定 条 件 下 和 直接 引 人 多 点 约束 方程 的 方法 相等 效 。 


= -- --- — — -一 -= rr 
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АЧ ЭЕ ЖЕ 65 ДЕЛ, K 8842 326) K k TR AARAA x Z 
程 的 各 自 特点 。 

求解 跌 态 热传导 有 限 元 方程 的 直接 积分 方法 的 基本 概念 ,建立 社 环 计算 公式 的 入 法 ， 
ПАЖ ЛАҚ ЖАЙ А Аа Ж, 

求解 豚 态 热传导 问题 的 模 芒 党 加 法 的 基本 概念 和 求解 步 了 又。 

玩 择 直接 积分 方法 中 的 时 间 砷 长 前 原则 ， 以 及 自动 选择 时 间 步 长 的 方法 和 应 用 。 

热 应 力 的 概念 ,求解 方法 以 及 实际 分 析 中 应 注意 的 问题 ， 


121 引言 


在 石油 化 工 .动力 .核能 等 计 多 重要 部 门 中 ,在 变温 条 件 下 工作 的 结构 和 部 件 ,通常 都 
存在 滥 度 应 力 问 题 。 在 正常 工 况 下 和 仓 在 稳 态 的 温度 应 力 。 在 月 动 或 关闭 过 程 中 还 会 产生 
随时 间 变 化 的 瞬 态 温度 应 力 。 这 些 温度 应 力 经 党 占有 相当 的 比重 ,甚至 成 为 设计 和 运行 
中 的 控制 应 力 。 要 计算 稳 态 温度 应 力 或 朋 态 湿度 应 力 首 先 要 确定 稳 态 的 或 朋 态 的 温 
度 场 。 

由 于 结 构 的 形状 以 及 变温 条 件 的 复杂 性 , 依 革 传统 的 解析 方法 要 精确 地 确定 温度 场 
往往 是 不 可 能 的 ,有 了 眼 元 法 却 是 解雇 上 述 问 题 的 方便 而 有 北 的 工具 。 在 进 人 热传导 问题 
有 限 元 法 的 具体 讨论 以 前 ,首先 将 热传导 问题 的 基本 方程 作 一 扼守 的 介绍 。 

在 一 般 三 维 问题 中 , 瞬 态 温度 场 的 场 变 量 凡 +,y,z, 由 在 直角 坐标 中 应 满足 的 微分 方 
程 是 


ак 22) -2 (А) -ра-о (ЖП) (12.1.1) 


ф=% ED 边界 上 ) (12.1.2) 


Б, и, HÈ sz Í == q ‘在 边界 上 》 (12.1.3) 


ЖҮ 


第 2 篇 专题 部 分 


- -- = 一 一 аға ағ. -.. 一 -. -- — 一 а-а — — --- 一 -一 


Ë, Э? Hh, а? +k. ОЎ hl Ф) (#E DP, 边界 上 ) (12.1. 4) 

T dy З= 
式 中 ,wo 是 材料 密度 (kg/m’);c 是 材料 比热容 (J/ Се K); ЖЕМІН (5) Е, , 8, k, 是 材料 
ШЗ 个 主 方向 (x,y,z ОНА ЕЖ ОУ/ ап КУ); де Ост,у bi 是 物体 内 部 


的 热源 密度 CW/kg) зл, on on 是 边界 外 法 线 的 方向 余弦 1 弛 一 #(P, 门 是 在 吓 边界 上 的 给 
ЖШ а DORÉE r, 边界 上 的 给 定 热流 密度 (到 /rm2) А ЖОНАЯНА ЖЖ ( W / m° < 
К);#, = (Ги) WT Г, 边界 ,在 自然 对 流 条 件 下 ,页 是 外 界 环境 温度 ;在 强迫 对 流 条 件 
下 ,多 是 边界 层 的 绝热 壁 温 度 。 

微分 方程 (12. 1. 1) 是 热量 平衡 方程 。 式 中 第 1 项 是 微 体 升 温 需 要 的 热量 ;第 2,3,4 
项 是 由 +,y Не 方向 传人 微 体 的 热量 ;最 后 一 项 是 微 体 内 热源 产生 的 热量 。 微 分 方程 表 
明 . 微 体 升温 所 需 的 热量 应 与 传人 微 体 的 热量 以 及 微 体 内 热源 产生 的 热量 相 平 衡 . 


(12. LOREEN 边界 上 给 定 温度 $CT,1), 称 为 第 一 类 边界 条 件 , 它 是 强制 边界 条 
件 。(12. 1. ТЕ Г, 边界 上 给 定 热流 量 gCT,t), 称 为 第 二 类 边界 条 件 , 当 g=0 时 就 是 
绝热 边界 条 件 。(12. 1.4) 式 是 在 Г, 边界 上 给 定 对 流 换 热 的 条 件 , 称 为 第 三 类 边界 条 件 。 
第 二 ,三 类 边界 条 件 是 自然 边界 条 件 。 DALAL =r HEWA., 

当 在 一 个 方向 上 ,例如 xz 方向 温度 变化 为 零 时 ,方程 (12. 1. 1) 就 退化 为 二 维 问题 的 热 
传导 微分 方程 ， 


отъ) к eQ =o (fE Q Р) (12, 1.5) 


> Әу 
这 时 场 变量 Фу ОЖ «РЕ. P ay Б АЛАН ЖЫ 


$= #(Ги) (ТЕ Г, 边界 上 ) (12.1.6) 

Ё, д? +Ë, aa, = а Г.) (ТЕГ. WAE? (12.1.79) 
іг ду 

Ë, a, + k, CLAN = АР, -H (ЖГНЕ) (12, 1.8) 
МА ду 


对 于 轴 对 称 问 题 ,在 柱 坐 标 中 场 函 数 虞 rz 应 满足 的 微分 方程 是 


Ф а dp а 29 
per тыз (а 3) оға = 0 (ЕП Р) (12.1.9) 
边界 条 件 是 
$= (Гу) GED H БУ 
; a$ р 2 _ 
, 55". t Земи ДОГ,) (fE D, УЖ E) (12. 1.10) 


2% a$ 
Ë, зло + Ë. дъ = h($% — $) СЕ Г. 边界 上 ) 
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在 (12,1,5) 一 (12.1.10) 式 中 ,各 项 符号 意义 与 (12,1,1) 一 《12. 1.4} 式 中 的 相同 ， 
求解 肯 态 温度 场 癌 题 是 求解 在 初始 条 件 下 , 即 在 
#(х,у,,0) = ñ (r, yz) (12.1.11) 
ЖК НЕВА ЕНЛЕЛИЛ КЕНИЯ $, $ó u ДЕ ЛЕ kp Fm a) B) ЖЖ, 


WRF 9.4.9. X 38695 Q 不 随时 间 变 化 , 则 经 过 一 定时 间 的 热 交换 后 ,物体 
内 各 点 温度 也 将 不 再 随时 间 而 变化 , 即 
9% 
Z= 
ХЕ] PHS A fE h ЖЗНЕ ИЛЕ А БӘЛЕТ. H021. 1) 式 , 考 虚 (12, 1. 12) 式 的 情 
Ou ,得 到 三 维 问 题 的 稳 态 热传导 方程 , 即 
д аф 3 за а 9$ 
пета 55) а (зе) ед - 0 GEQ) (12.1.13) 
由 (12. 1.5) 式 可 得 二 维 问题 的 稳 术 热传导 方程 , 即 


Ze Eie ера -о E R A) (12.1. 14) 


H (11. 3, 9) 式 可 得 到 轴 对 称 问题 的 稳 态 热传导 方程 , 即 
2 (kr ө + (ие 28) род = 0 (ЖП) (12. 1.15) 

求解 稳 态 温度 场 的 问题 就 是 求 满足 稳 态 热传导 方程 及 边界 条 件 的 场 恋 量 ó, H k E 
ЖЕШ РЕЖ. ГІН 396. 

Жж ЖЕ ЕЕ ЖОН НЕ ПЕ ЕЕ] [Н] Эс Ж, 它 的 场 方程 是 线性 自 伴 随 的 ,直方 
程 的 等 效 积 分 形式 的 僻 辽 金 提 法 ,可 以 建立 与 方程 相等 效 的 变 分 原理 (参见 1. 3.1 T Bl 
1.7), ЕНШЕЕН РАСЕ ВСАА Е — Br. пиперка e la] БТН 
同 ,采用 С, 型 揪 值 函数 的 有 限 元 进行 离散 以 后 ,从 泛 函 取 驻 值 可 以 直接 得 到 有 限 元 求解 
方程 。 前 面 弹性 力学 问题 中 所 采用 的 单元 和 相应 的 插值 函数 在 此 都 可 以 使 用 。 主要 的 不 
AETHERE ,在 弹性 力学 问题 中 , 场 变量 是 位 移 , 是 向 量 场 ; 在 热传导 问题 中 , 场 变量 是 
ще ,是 标量 场 。 因此 稳 态 滥 度 场 问题 比 弹性 静 力学 问题 相对 简单 一 些 ,在 本 章 中 不 准备 
EHTE HHE. 

АЕ F (Е 8, ВВЕ АУ ЗБЕ ВЕ БЕ EL, ВК АРЕ] В, ar A E ER JE; zÉ ШП 
过 金 提 法 在 空间 域 有 限 元 离散 后 ,得 到 的 是 一 阶 常 微分 方程 组 ,不 能 对 它 吉 接 求解 ， 求解 
方法 原则 上 和 下 一 章 将 讨论 的 动力 学 问题 类 同 ,可 以 采用 模 态 亚 加 法 或 直接 积分 法 ， ЇН 
从 实际 应 用 方便 考虑 , 喝 多 的 是 采用 直接 积分 法 本 章 闭 重 讨论 求解 瞬 态 热传导 问题 的 
直接 积分 方法 ,包括 它 的 算法 步骤 和 和 解 的 稳定 性 问题 ;并 且 将 介绍 一 种 在 实际 分 析 中 很 有 
意义 的 ,能 自动 选择 时 间 步 长 的 方法 ， 在 讨论 直接 积分 法 有 关 解 的 稳定 性 和 步 长 选择 方 
法 时 也 涉及 模 态 看 加 法 的 基本 概念 。 


0 (12. 1.12) 
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ЖЕ НЕ ТЕ ЖАНЕ ЫН ШИН k ЯР #8 48 НЧ ДЕЛУ ІН, АЕ Ж 
本 烙 式 外 ,还 将 简要 介绍 一 些 实际 分 析 中 需要 考虑 的 问题 。 
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1. 稳 态 热传导 问题 的 变 分 原理 


在 1.3.1 节 的 例 1.7 中 利用 加 权 余 量 的 匣 辽 金 方法 已 导出 了 与 二 维 稿 态 热传导 微分 
方程 相等 效 的 变 分 原理 。 对 于 三 维稳 态 热 传导 问题 的 微分 方程 (12. 1. 13) 式 和 边界 条 件 
《12. 1. 2 一 (12.1.4) 式 ,遵循 相同 的 步 又 可 以 建立 与 其 相等 效 的 变 分 原理 。 这 里 不 作 具 


nD = | [rel +605) +т®(&)- 
оов |ай—| «аг |, h(t. - 2 #)ваг (12.2.1) 
两 以 验证 ,从 上 述 泛 函 的 驻 值 条 件 oH (9) = 0 на 5 D) EK {у ЖЕЙ, J. ев 


问题 的 微分 方程 和 边界 条 件 。 亦 即 表 示 泛 函 的 变 分 是 和 该 微分 方程 及 边界 条 件 相 等 效 
的 。 因 此 利用 并 (办 二 0 可 以 建立 有 限 元 的 求解 方程 。 


2. 有 限 元 离散 


将 求解 域 2 离散 为 有 限 个 单元 体 ,在 典型 单元 内 各 点 的 温度 可 以 近似 地 由 单元 的 
£ KA Wd FE $, 插值 得 到 


$ = $ = SIN,Gz,y, = МИ (12. 2. 2) 
其 中 n R Bj s АЕ ДК, Мау) В C, 型 插值 函数 , 它 亦 具有 下 述 性 质 : 
0 (уя i) 
№, Ú г” pg) 一 a Ga 
Z; y | сире (12. 2.3) 
ЖН. 
уум = 


将 (12.2. о АЯУ Ж, ёп -0, if 148 Е Së ПАД EB НО ЗЕ КА. 
元 求解 方程 
К# — P (12.2, 4) 


ЖОЖ МЕТАН 0 ш 


一 一 - — 


式 中 下 是 热传导 矩阵 , 它 是 对 称 矩 阵 ,在 引入 给 定 温度 条 件 以 后 ,KK 是 对 称 正 定 的 ;# = 
(9, Фо, 基 结 点 温度 列 阵 ;P ЖЕЙУ {р ЭЕ, ЖЕКЯ P 的 元 素 分 别 表示 如 下 ， 


ам, ам, ам, ам; ӘМ, ƏN, 
К, =j (4 ar да ? ду ду ke Jz Jz 40 + 
>| AN,N,dr 《12. 2. 5) 
РГ 
Р, = ХІ. Маг + >l. N hf di + У | моа (12. 2.6) 


(12.2. 5AP KSR ІЛЕ Bi pu xi АЕ РЕНО ИМ, а I E <= ЖА 2 6 348 
АМЕ ЕНЕ. (12.2. 6) 式 中 的 3 项 分 别 为 给 定 热 流 . 热 交换 以 及 热源 引起 的 温 
度 载荷。 可 以 看 出 热传导 年 阵 和 温度 载荷 列 阵 都 是 由 单元 相应 的 矩阵 集合 而 成 。 可 将 
(12.2.5) 及 (12.2.6) 式 改写 成 单元 集成 的 形式 ; 


K, = > K; + > H; (12, 2. 7) 
Р, = ЭУР + oP + УР» (12.2, 8) 
其 中 
[ъам aN, „әмәм, ，aN ам, 
K: -| 327097 а +h арй (12,2, 9) 
H; = | аммуаг (12.2. 10) 
Г, 
P. = | „Маг (12. 2. 11) 
Г) 
РИ -Í ма $ dp (12. 2. 12) 
г ri 
Ps = | Мооаг (12, 2, 13) 


以 上 就 是 三 维稳 态 热传导 问题 的 有 限 元 方程 。 相 应 地 可 以 给 出 二 维和 轴 对 称 稳 态 热 
传导 问题 的 有 限 元 方程 。 稳 态 热 传导 问题 的 有 限 元 求解 方程 屁 线 性 代数 方程 组 ,可 以 玫 
第 6 章 所 讨论 的 各 种 解法 求解 。 需 要 指出 的 是 ,如 同 弹性 力学 问题 ,在 集成 系统 刚度 矩阵 
以 后 ,还 需 引入 至 少 限制 “刚体 运动 的 给 定位 移 条 件 。 对 于 稳 态 热传导 问题 ,在 集成 系统 
刚度 窍 阵 以 后 ,还 需 引 和 至少 给 定 一 个 点 温度 的 条 件 ， 
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如 前 所 述 , 热 传导 问题 属于 C 问题 ,并 且 由 于 温度 场 是 标量 场 ,每 个 结 点 只 有 一 个 未 
知 参 数 , 因 此 单元 构造 相对 比较 简单 。 第 3 章 讨论 中 所 列举 的 各 种 C, 型 单元 都 可 以 应 用 
于 热传导 癌 题 的 有 限 元 分 析 。 但 是 实际 工程 中 需要 进行 热 应 力 分 析 的 结构 ,很 大 一 类 属 
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于 壳 体 或 壳 体 和 实体 组 合 的 结构 ,例如 电力 、 核 能 .石化 等 工业 部 门 大 量 使 用 的 容 般 和 管 
道 即 是 这 类 娃 构 。 为 使 温度 场 和 热 应 力 的 分 析 能 刊 用 同一 网 格 进 行 , 必 须 有 和 板 亮 应 力 
单元 相 匹 配 的 板 亮 温度 单元 。 

原则 上 可 以 利用 在 厚度 方向 设置 两 个 结 点 的 实体 元 对 板 壳 结构 进行 离散 。 但 是 和 板 

应 力 单 毛 类 似 , 对 于 温度 尝 元 而 言 ,也 应 注意 避免 由 于 厚度 方向 和 其 他 两 个 方向 的 传导 
知 阵 的 系数 相差 过 大 而 引起 数值 上 的 困难 。 对 此 ,用 于 板 壳 应 力 单元 的 引 人 主 从 自由 诬 
或 相对 自由 度 的 方法 也 完全 适用 。 不 过 对 于 温度 板 元 元 ;这 两 种 方法 完全 是 等 价 的 。 

引入 相对 自由 度 的 方法 ,对 于 最 一 般 的 三 维 壳 元 ,完全 可 以 仿效 11.6 节 的 做 法 。 只 
ВАН В uov о Ў АУ [аот НА В ó, 所 代替 ,表达 格式 
更 为 简化 了 。 俩 如 (11. 6.6) 式 现在 应 该 表示 为 

$, = Leh а) 


Е | (т = 1,2,3,4,9,.10,11,12) (12, 2, 14) 
Piga = > ($, +%# ы) 


Жр $... E F ЖШШЕ АА КИЛЕ ПЧ) ЖЕНЕ, ТКЖ РШ ЕЛІМ деи и; 是 上 下 
表面 结 点 对 温度 差 之 半 , 代 表 上 表面 结 点 温度 和 各 中 面 结 点 温度 之 差 , 也 即 相 对 温度 。 

Ж нн КЕРЕ К.Е РЕ C, 和 热 载 向 量 玉 可 以 按 标准 步骤 导出 ,这 
里 不 一 一 列举 。 可 以 指出 ,如 引 人 新 的 结 点 参数 


ф, = 28, — -16- Š...) (1 = ],2,3,4,9,10,11,12) (12. 2.15) 


式 中 上 是 沉 体 厚 度 ， Т 代表 上 下 表面 之 加 的 温度 梯度 。 它 和 元 蛋 应力 单 元 中 的 转动 自 
由 度 娄 似 。 但 是 壳 体 应 力 单元 3 个 相对 位 移 自由 度 经 类 做 上 式 的 改写 以 后 ,在 主 从 自由 
度 方 法 中 ,只 保留 2 个 转动 自由 度 ,厚度 方向 相对 位 移 锌 路 去 了 ,所 以 主 从 自由 度 的 壳 体 
单元 中 ,中 面 上 每 个 结 点 只 有 5 个 目 由 度 , 而 不 像 相对 自由 上 度 元 元 ,每 个 结 点 对 仍 保 留 6 


个 自由 度 。 但 现在 温度 这 元 ,不 管 是 采用 $$,,, 和 $$,, 还 是 采用 $$,/, 和 内 ,每 个 结 点 对 或 中 
面 结 点 总 是 2 个 结 点 参数 。 它 们 之 间 仅 是 表达 形式 上 的 区 别 , 而 其 实质 是 完全 相同 的 。 


俩 如 文献 [1] 就 是 采用 $,+, 和 不 作为 结 点 自由 度 构造 三 维 温度 党 元 的 。 

最 后 还 可 指出 ,上 述 温度 壳 元 ,由 于 厚度 方向 只 有 2 个 结 点 ,温度 梯度 是 常数 ,不 可 能 
同时 满足 上 下 边界 条 件 ,用 于 瞬 态 温度 场 分 析 ,特别 是 瞬 态 开始 阶段 ,可 能 产生 较 大 误差 。 
文献 [2 构造 了 一 种 在 厚度 方向 温度 为 二 次 分 布 的 壳 元 ,同时 在 导出 单元 矩阵 以 前 ,引信 
上 下 表面 的 边界 条 件 , 只 保留 中 面 结 点 温度 作为 独立 自由 度 进 入 有 限 元 求解 方程 。 此 种 
温度 壳 元 弃 具 有 更 高 精度 ,又 具有 很 高 的 计算 效率 ,在 实际 应 用 中 取得 很 好 的 效果 。 
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肯 态 温度 场 与 稳 态 温度 场 的 主要 差别 是 瞬 态 温度 场 的 场 函 数 温 庶 不 仅 是 空间 域 吕 
的 王 数 ,而 且 还 是 时 间 域 :的 画 数 。 

首先 建立 三 维 瞬 态 热传导 问题 的 微分 方程 (12. 1. 1) 式 和 边界 条 件 (12. 1. 2)， 
(12.1.37 和 (12. 1.4) 式 的 等 效 积 分 形式 . 即 


ЕСЕ а “2 (ь ме s) pQ а + 


| cg 一 dm 二 | Ts R а + Ё, 9 二 天 ЭФ -а)аг+ 
Г, З: dy dg 


А из (к, а. +k, ии, + Е, 36, -- АОФ, —$) jar = 0 (12.3.1) 
其 中 TE ил Ке АЕН ә JEE EPS, Клен Ly Г, 上 已 满 足 条 件 ф=#, 
则 to 一 0, 并 且 不 失 一 般 地 可 令 
w = w — иу = 09 (12.3.2) 
将 上 式 代 入 (12. 3.1) 式 ,并 对 其 中 第 1 个 域 如 内 积分 的 第 2 一 4 项 进行 分 部 积分 , 则 
可 得 到 


[wet A 


ед 40- |. ваг | Sth — ФАГ = 0 (12.3.3) 

利用 412. 3, 3) 式 可 以 建立 瞬 态 温度 场 有 限 元 的 一 般 格 式 。 首 先 将 空间 域 2 离散 为 

БА, ТЕЖЕП ҢА т рү АДЕ # 仍 可 以 近似 地 用 结 点 温度 史 插值 得 到 ,但 要 注意 此 
时 的 结 点 温度 是 时 间 的 函数 , 即 

%-%- Мору, Җа) (12.3.4) 


ТЕ р N, H E == |B| Ek BJ) В, Б БИГЕ ТУ НЇН] — В, ЛИН ЯШ Ж 
EE. EARRA 3.3) 式 ,并 考虑 到 ó$. 的 任意 性 ,就 可 以 得 到 用 来 确定 n 个 结 点 温 
度 的 有 限 元 求解 方程 

С%--К%-Р (12.3.5) 
这 是 一 组 以 时 间 上 为 独立 变量 的 线性 常 微 分 方程 组 。 式 中 心 是 热 容 上 矩阵 ,其 是 热传导 和 撼 
阵 :C 和 KK( 在 引入 给 定 温度 条 人 忻 以 后 ) 都 是 对 称 正 定 矩 阵 ;P 是 温度 载荷 列 阵 ,$ 是 结 点 温 


度 列 阵 ,$ (一 和 是 结 点 温度 对 时 间 的 导数 列 阵 。 ER К.С 和 的 元 素 由 单元 的 相应 的 
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ЕЖЕЛ, 
K, = УК. + Ун; 
с. - Уйсу (12. 3. 6) 
Р, = УРЫ + Ур: + ОР» 
же K ERIRE TAERE R H, ER ah Eki B Wk b SEE ВЕ, с) 是 


单元 对 热 容 年 阵 的 贡献 ,Pa E ЛАЙК E AI BE А.Р 是 单元 给 定 热流 边界 的 温度 
Ж.Р, 是 单元 的 对 流 换 热 边界 的 加 度 载 街 。 这 些 单元 的 第 阵 元 素 由 于 列 各 式 给 出 : 


K: =| Q ара th 3 БАЛА (12.3.7) 
H: = | aN.N,ar (12.3.8) 

С, = | peN,N,do (12. 3.9) 

Pa = (сомада (12. 3. 10) 

Р, = | маг (12.3.11) 

н = |. h$ N dr (12. 3. 12) 


至 此 ,已 将 时 间 域 和 空间 域 的 偏 微分 方程 问题 企 空 间 域 内 离散 为 N T AES, (z) 
的 党 微分 方程 的 初 值 问题 。 对 于 给 定 温度 值 的 边界 Г, E n 个 结 点 ,方程 组 (12. 3. ОД 
中 的 相应 项 应 引信 的 条 件 是 


ф = $, (і- 1,2,--,т) (12. 3.13) 
AP ЖГ, Е 1 ЛУ Б. 
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瞬 态 热传导 问题 的 有 限 元 求解 方程 (12. 3, 5) 式 是 一 阶 常 微分 方程 组 。 对 此 方程 组 的 
求解 ,在 各 种 数值 方法 的 著作 中 有 很 多 通用 的 和 特殊 的 解法 可 供 选 择 。 以 下 讨论 的 是 在 
有 限 元 分 析 中 通常 采用 的 两 种 基本 解法 , 即 直 接 积分 法 和 模 态 要 加 法 。 在 利用 (12. 3. 5) 
式 求解 瞬 态 温度 响应 的 实际 分 析 中 更 多 的 是 应 用 直接 积分 法 ,本 节 将 着 重 给 予 讨论 ， 但 
是 讨论 它 的 解 的 稳定 性 问题 和 时 间 步 长 选择 时 需要 应 用 模 态 登 加 法 的 基本 概念 和 算法 ， 
因此 对 模 态 部 加 法 也 将 给 予 扼要 的 讨论 。 

1. 求解 一 阶 常 微分 方程 组 的 直接 积分 法 


直接 积分 法 是 指 求解 常 微分 方程 组 之 前 不 对 它 的 形式 进行 变换 ,而 是 直接 对 它 进行 
数值 积分 。 它 通常 基于 两 个 基本 概念 ,一 是 将 求解 的 时 间 域 0<<t<< 卫 划分 为 若干 个 时 间 步 


ооа. ТЖ ARRERA да 
Кл. Н Az 时 间 区 域内 ,假设 风 和 $ 的 函数 形式 来 近似 方程 的 精确 解 ; 二 是 以 仅 
在 相隔 Ar 的 离散 时 间 点 上 满足 微分 方程 来 代替 时 间 域 内 任何 时 刻 上 都 满足 微分 方程 。 

在 以 下 的 讨论 中 首先 将 时 间 域 0~ 荆 等 分 (不 限于 等 分 ,这 里 是 为 了 讨论 方便 ) 为 M 
个 时 间 步 长 ,At 二 Ti/M, 并 认为 i==0 时 的 初始 温度 列 阵 各 是 已 知 的。 进一步 假设 r—=0, 
(= ДА, (=2AtD sts( 二 nAt) 了 时 刻 的 解 各 已 经 求 得 。 下 一 步 融 计算 的 是 1,,1 (= + 
AD 时 刻 的 由. 。 从 该 求解 过 程 建 立 起 求解 所 有 离散 时 间 点 场 函 数 的 一 般 算 法 步骤 。 

СО 用 加权 人 有余 量 法 建立 两 点 箱 环 公式 
对 于 只 有 一 阶 导 数 的 党 徽 分 方程 组 412. 3,5) 式 ,可 以 在 两 个 时 间 点 i 和 + ІН 


Ле 时 间 区 域内 ,假设 $$ 和 $ 采取 如 图 12.1 所 示 的 线性 插值 形式 , 即 


в HEAD = N,$,+ №, # (12. 3. 14) 
N, Мы 
п ны 


9-4 | 
2 (b) 
8-І | (с) 
а=! 
_ 2 
653 _ — ©) 


图 12.1 建立 两 点 循环 公式 的 播 值 散 数 及 权 函 数 


其 中 


£= 二 
Al | (0 = Еж 1) 
N, 一 1 一 上 Мы = & 


(12.3. Lat XJ [B] 上 求 导 ,可 得 
$ = N, $ №, É," (12. 3. 15) 
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其 中 


i : 1 
ты “ТМ 
H 3012.3, 14)? 式 的 近似 插值 ,在 时 间 区 域 Ar 内 ,方程 (12. 3.5) 式 将 产生 余 量 。 
对 于 这 一 时 间 区 域 , 典 型 的 加 权 余 量 格式 可 以 表示 为 如 下 形式 : 


| и C( М,%-- М, е, н) + К Nu 十 Мо $ 1) kuu Р |4& -一 Ü (12. З, 15) 
0 


当 求 解 配 值 问 题 时 ,如果 已 知 一 组 参数 更 , 则 可 以 利用 (12. 3.16) 式 近似 确定 另 一 组 
参数 上 。 将 (12.3. 14) 和 (12.3.15) 式 代 人 (12.3.16) 式 就 可 以 得 到 时 间 区 域 At ñi 25 
点 上 两 组 参量 的 关系 式 , 即 


(кү wede+c| w SA 十 (кү wa — jd — c| w °). 一 | upds = б 


(12.3. 17) 
APH ААЖ Ж. {ЕБ КИЕ Ө АМЕ Н ЖЕ KAA ОЕ С 不 随时 间 
ІП, (12,3. 17) п] БА ЗА АЕ ИА 9 8836 Н 0 — АЕ, ВП 


-- 


(С/А:--ҚӨ»%,,--Г-С/лі--КАа-д) Jé = P (12. 3, 18) 
式 中 
8 КЕЛЕСІ P = КЕЛІС (12,3. 19) 
一 种 很 方便 的 向 法 是 假定 采用 与 未 知 场 函 数 # 相同 的 插值 表达 式 , 这 时 将 得 到 
Р-Р.19+ Р.(1- 0) (12, 3.20) 


HA РИ 都 已 知 时 ,就 可 由 (12. 3. 18) 式 求 得 下 -- 时 刻 的 点 ,,。 这 就 是 两 点 循环 公式 ， 
可 以 更 明显 地 表示 成 


K$ - 0. (n= 0,1,2, M) (12.3. 21) 

其 中 
K = С/л:-+@К (12. 3, 22) 
О. = [C/At— 1-бК| 8 (1 -— WP, P, (12. 3, 23) 


HAER. M оњ, и] ИКО ЖКН А ИО # (20 5 BEBE В, е, 
内: 

(2) Ж: b SR 

利用 直接 积分 的 两 点 循环 公式 求解 瞬 态 热传导 问题 的 有 限 元 微分 方程 的 算法 步骤 可 
以 归结 如 下 : 

папи: 

中 ЕИХЯАЖНЕ CHIK; 

© AER: 
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— --- --а чм 


© 选择 参数 8 和 时 间 步 长 Ағ; 
@ 形成 系统 的 有 效 系 数 第 阵 关 一 CA 十 0 
© 三 角 分 解 EK,K=LDL"， 
对 于 每 一 时 间 步 长 ; 
中 JE | B Prii; 
D 形成 有 效 向 量 0 二 [C/At 一 (1 一 从 Kj$ ,二 (1 一 从 P, HP 
Ф EURES- LDE $ =0„\,. 
(3) 参数 8 的 选择 
以 上 通过 加 权 余 量 法 得 到 的 求解 瞬 态 热传导 方程 的 两 点 箱 环 公式 (12. 3, 18) 本 质 上 
是 一 组 加 权 的 差分 会 式 , 因 为 在 每 个 时 间 区 域 дері, АҒ, HADA OKIDA 
分 公式 为 
GHAD = (1—8) $ + 0%, (12.3, 24) 
8-6) = (ФФ) (12. 3.25) 
该 两 式 实 际 上 就 是 利用 时 间 区 域 az 内 线性 播 值 公式 得 到 的 (12. 3.14) 和 {12, 3. 15) 式 ,只 
是 坐标 参数 上 搞 成 2 而已。 
将 (12.3.24) 和 (12. 3.25) 式 代入 (12, 3,.5) 式 ,并 将 王 表 示 成 和 相同 的 差分 形式 ，, 则 
得 到 建立 于 (i, 十 8At) 时 刻 的 差分 方程 。 它 和 前 面 利用 加 权 余 量 法 的 两 点 循环 公式 
(12, 3,18) 起 相同 。 从 此 可 以 清楚 地 认识 9 的 物理 意义 ,8 的 取 值 决定 了 在 At 时 间 区 域内 
建立 差分 方程 的 具体 地 点 。 从 图 12. 1 和 出 的 一 组 权 画 数 及 相应 的 总 值 的 关系 也 可 以 看 


WO 的 物理 意义 。 图 12. 1 中 的 (a) DORREA nan; R ntl 上 加 权 , 得 到 的 是 


著名 的 前 益 分 公式 { 欧 拉 善 分 公式 ) ,中 心 差分 公式 (Crank-Nicholson 差分 和 公式) 和 后 差分 
公式 。(d} 是 在 时 间 区 域内 权 函 数 等 于 常数 ,其 结果 和 中 心 差分 的 结果 相同 。(e) 和 (人) 为 


伽 辽 金 型 的 权 函 数 , 其 结果 分 别 和 权 函 数 集中 在 4 十 志和 十 点 上 加 权时 相同 。 加 权 余 


量 靶 在 何 处 集中 加 权 ,也 就 是 要 求 在 该 处 微分 方程 得 到 满足 ,因而 的 取 值 将 直接 影响 到 
解 的 精度 和 稳定 性 。 

直接 积分 法 除 两 点 循环 公式 以 外 ,还 有 三 点 循环 公式 [和 %]。 它 的 $0) 表示 成 在 2At 时 
EKRAR ,由 ,外 .1 的 二 次 插值 函数 ,然后 利用 加 权 余 量 法 得 到 三 点 循环 公式 。 选 择 
不 同 的 加 权 阔 数 , 可 以 得 到 不 同 的 三 点 循环 公式 的 具体 方案 。 由 于 现在 求解 的 是 一 阶 常 
柚 分 方程 ,理论 上 说 不 必要 采用 三 点 的 循环 公式 ,实际 计算 也 表明 ,不 仅 计算 效率 低 于 两 
所 循环 公式 ,而 且 精 度 也 未 得 到 改进 ,甚至 常常 低 于 两 点 循环 公式 。 

例 12,1 利用 两 点 箱 环 公式 求解 瞬 态 热传导 方程 (12. 3. 5) 式 ,其 中 下 =1,C=1， 
P 一 0, 它 是 一 个 单 变量 的 方程 。 初 值 %=1.Ж ТЛ $= e, EAE At 分别 取 0. 5, 


PIR 专题 部 分 


0.9,1, 5 和 2.5。 对 于 每 一 个 时 间 步 长 Ar, 参数 9 分 别 取 0, 二 ,三 和 1 进行 数值 计算 . 


图 12.2 给 出 的 是 4=0.5 和 At 二 0.3 的 结果 ,图 12.3 给 出 的 是 A1=1,5 和 At 二 2.5 
的 结果 。 从 疼 12.2 可 以 看 到 ,在 时 间 步 长 取 At 一 0.5 В Az=0.5 的 情况 下 ,中 心 差 分 法 


(6= 记 的 精度 最 好 ,你 辽 金 法 (9 二 三) 次 之 ， 但 从 图 12. 3 可 以 看 到 ,当时 间 步 长 取 д/- 
1.5 时 ,前 差分 法 (=0) 的 解 出 现 振东 。 当 At 二 2.5 时 ,前 差分 法 (98=0) 的 解 无 限 增 长 
(不 稳定 ) ,中 心 差分 法 (9 一 也) 出 现 解 的 振荡 。 可 以 验证 ,如 果 时 间 步 长 取 At 一 3.5, 伽 辽 


金 法 {9= + } 也 将 出 现 振荡 。 但 不 管 时 间 步 长 取 什么 值 , 后 差分 法 (9=1) 的 解 总 能 给 出 没 


有 振荡 的 稳定 解答 。 关 于 解 发 生 振 沙 或 不 稳定 现象 的 原因 将 在 下 一 小 节 讨 论 ， 
Ре) 
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图 12.2 ЖИР ОА НД ЕСІ) 


2. A E 
(1) 和 将 征 值 问题 
《12.3.5) 式 的 齐 次 形式 是 


C$ + K$ =0 (12. 3, 26) 
雯 方 程 的 解 可 以 由 设 为 如 下 指数 形式 ， 


$= фе“ (12. 3,27) 
代入 (3.3.26}) 式 ,得 到 


1 


\ | А =1.5 4-2,5 
| | 0=0 9—-— а 
\ | 6 一 ү" 
. | 0=1 6 一 一 上 
Vi 


图 12.3 不 同时 间 步 长 对 初 值 问题 的 影响 (2) 


-оС--К)%-0 (12,3.28) 


tR TE ESETE MER 
|К-«С|--0 (12, 3. 29) 


显然 ,12. 3. 28) 式 是 广义 特征 值 问题 ,(12.3. 29) 式 是 它 的 特征 方程 ,通过 特征 方程 可 以 
确定 六 个 特征 值 w。 当 C 和 真是 正定 矩阵 时 ,ww 是 正 实数 ,并 自 0< ao, 6 <o, 


对 应 每 个 特征 值 ww ,从 (12. 3. 28) 式 可 求 得 一 组 相应 的 $$,, 称 之 为 特征 向 量 ,也 可 称 为 模 
T. 名 共有 NN 个 ,有 相互 加 权 正 交 的 性 质 , 靶 
#к#=0 (ер) 


_ (12. 3. 30) 
# C$ = 0 G= j) 
RE K ЯС S hI Ж ЕРЕН. HF =, М 
$K $ = C. 
(12, 3, 31) 


Сф K 


第 2 篇 专题 部 分 
齐 次 方程 的 一 般 解 可 以 表示 为 
(1) = SA ез (12. 3. 32) 


其 中 А, 是 任意 常数 。 
(2) HRE ТЫЛУ 


在 从 齐 次 方程 (12. 3. 261 式 解 出 特征 值 @ ЖЕ ЫЎ ДЕ, E| 1 8 ЖӘНЕ 
求 得 (12.3.5) 式 中 POZ ARE E. НИЕ НЕНЕФ ОЖ АНЫ 
向 量 的 线性 组 合 , 妈 


MU) 


$00) = У) Фу, (0 = Г.) (12. 3. 33) 
іші . 


式 中 у СОЕ НЕО р. ЕХМЕУЕБЖЕРИ ФЕ АМАЛЫ BF ШЫ? (y ( — 
[P ,克昌 并) 转换 为 在 模 态 坐标 中 定义 的 待 解 向 最 ус, НЕН л Ж N 
уа) уа (нн, 


将 (12. ззУ ARA 2.3. DA ВИЖ БЕСТЕН Ма ZJ — H Z SB B 
方程 组 , 即 
(Cy, + Ку, = P. (12, 3, 34) 
其 中 的 上 K, Ш(12.3.31)Ж.Р, 表示 如 下 


Р, = ФР (12, 3, 35) 
C12.3.34) 式 是 一 组 单 自 由 度 的 常 微分 方程 ,可 用 解析 方法 或 前 述 的 两 点 循环 公式 
(12.3.18) 式 求解 。 当 解 出 (DG=1,2,…,N) 以 后 , 代 四 (12. 3. 33) 式 ,就 得 到 瞬 态 响 
ПФ (40, 


123.3 解 的 稳定 性 


当 利用 时 间 逐 步 积 分 方法 求解 常 微分 方程 组 (12. 3. 5) 式 或 单 自 由 度 常 微分 方程 组 
(12.3.34} 武 时 ,讨论 解 的 稳定 性 问题 就 是 要 回答 在 时 间 步 长 А 取 不 同 数值 时 ,计算 过 程 
中 的 误差 会 不 会 无 限 增长 。， 对 二 一 定 的 积分 方法 ,如 果 时 间 步 长 取 任 意 值 ,误差 都 不 会 无 
眼 增长 , 则 称 浊 方法 是 无 条 件 稳 定 的 :如 果 时 间 步 色 只 有 满足 一 定 条 件 时 ,误差 才 不 会 无 
限 增长 , 则 称 此 方法 是 有 条 件 稳定 的 . 

讨论 解 的 稳定 性 问题 的 常用 方法 基 , 首 先 利用 x 阶 联 立方 程 组 (12. 3.5) 式 的 特征 疝 
量 将 方程 转换 为 n 个 互 不 克 合 的 单 自由 度 方程 (12. 3. 34) 式 ,然后 选择 其 中 一 个 典型 方程 
进行 讨论 。 
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对 于 两 点 循环 公式 解 的 稳定 性 条 件 , 利 用 一 组 互 不 厢 合 的 方程 (12. 3. 34) 式 来 进行 讨 
论 比较 方便 ,也 易于 理解 .因为 稳定 性 讨论 是 要 回答 误 善 的 影响 ,因此 只 需要 考虑 它 的 齐 
次 形式 ( 即 已 =0 情形 ) ,这 时 
Су + Ку, = 0 (12. 3. 36) 
显然 ,此 式 的 解析 解 是 
у, = Дес (12. 3. 37) 
其 中 ,4, ЕВЕ, =К/С,, 
从 上 上 忒 可 以 看 出 ,方程 (12.3.36) 式 的 解析 解 佰 大 于 堆 , 且 随时 间 不 断 庆 减 。 现 用 直 
接 积 分 法 对 (12. 3. 36) 式 求解 , 它 的 两 点 循环 公式 是 
(С,/ А + K (уа  +[— С/А--К,С0-910у),-0 (12, 3. 38) 
Не, (а ЖК», 2, 之 间 的 关系 可 表示 为 
(уда = Су А (12. 3. 39) 
因此 ,(12.3.38) 式 就 可 改写 为 
AC, A КВ) [САУ КО 9) = 0 (12. 3. 40) 
可 以 解 得 
y IZKI- DC 1- ол 10) 
I+ K.A C, 1 +- what 
为 使 方程 (12. 3. 36) 式 得 到 稳定 而 真实 的 解答 ,4 应 符合 以 下 要 求 ， 
(1) JALKI. AAR JA S RERA. E у, 将 僵 来 傅 太 ,在 实际 求 能 中 应 该 
防止 它 的 发 生 。 
(2) 4>0。 因 为 在 |4| <1 的 情况 下 ,如 果 4<0, 这 时 解 虽 然 稳定 ,但 具有 振荡 的 性 
质 , 这 不 符合 解析 解 (12. 3. 37) 式 所 表达 的 瞬 态 热传导 问题 解 的 物理 特点 ,因此 不 是 所 希 
现在 学 察 4 的 表达 式 (12.3.41) 式 ,因为 m 为 正 实数 ,0 所 981, 所 以 (12.3.41) 式 的 
最 天 但 为 正 值 且 小 于 1。 在 此 情况 下 ,要求 ;4 过 1, 则 只 要 求 (12.3.41) 式 的 右 端 必 须 大 
3—1, 8р 


(12, 3,41) 


А 1- wo MG — 8) >— 1 -- а A18 
或 写成 
в, АКЪ- 2902 (17. 3. 42) 


此 式 即 是 获得 稳定 解 的 条 件 。 可 以 看 出 , 当 9 计时 , 解 是 无 条 件 稳定 的 ; 当 0<9< 半 时 ， 
解 的 稳定 是 有 条 件 的 。 此 时 要 求 时 间 步 长 At 满足 以 下 条 件 


АР AL, = — — (12. 3. 43) 


‚ 455 


46 分 


式 中 的 At 称 为 临界 时 间 步 长 。 因 此 图 12. 1 КЕ 25 y (0--1 Y 3 MT Q W BS 3k (0— 
273) 以 及 中 心 差分 49= 172) 都 是 无 条 件 稳定 。 而 前 差分 (2=-0) 是 有 条 件 稳 定 , 必 须 控 制 
НІНЕ АСАР, С-2/өЭ ЕНЕ ЕНЕ 

5 — 181. 12.3. A4DAR 8, ЧЕН ЕҚ НІ АО, A; 需要 满 
足以 下 条 件 : 


№ =< (12.3, 44) 


否则 将 导致 4<-0。 这 表明 在 49 取 定 以 后 ,对 于 一 定 w ЩЕ А 过 大 ,数值 解 将 出 现 振荡 。 

НОНЧО АВ А 值 随 ww,aAt 变化 的 情况 。 从 图 中 可 以 大 出 ,后 差分 
9 二 1) 在 肘 间 步 长 很 大 时 仍 能 保持 解 的 良好 性 能 , 既 稳 定 又 不 振荡 ;而 对 于 中 心 差分 (9 一 
1/28 KAMI @ ки $ (9 —= 2/3), 当时 间 步 长 较 太 时 ,4 值 将 趋 于 一 1 和 一 1/2( 这 从 
《12.3.41) 式 也 可 得 到 )。A<0 意味 着 即使 解 是 稳定 的 ,但 却 是 控 落 的。 从 图 12.4 还 可 
看 出 ,当时 间 步 长 比较 大 时 ,后 差分 与 中 心 差分 等 相 比 ,具有 和 较 商 的 精度 。 虽 然 理 论 上 后 
者 比 前 者 具有 和 较 高 的 精度 ，。 
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图 12.4 不 同 循 环 公 式 随 时 间 步 长 的 变化 


图 12.4 所 示 以 及 (1i2.3.43)7 和 (12.3.44) 式 可 以 用 来 具体 解释 例 12.1 的 结果 。 该 例 
中 о--К/С--1,Аы--2/(1-20, [ЫШ ЫР #=0.,Ш] Az. =, МЫ Ат=2.57>М В, 
ЖЖ ЖП 12.3 所 示 的 无 限 增 大 的 不 稳定 现象 。 当 Al= 1.5 时 ,虽然 м< At, 解 是 稳 
定 的 ,但 从 图 12.4 看 到 , 当 Az2>1 时 ,<0, 所 以 解 出 现 如 图 12.3 ЮИ. НА 0= 
1/2 的 绑 采 ,可 作 同 样 的 解释 ,虽然 解 是 无 条 件 稳 定 的 ,但 当 At>>2 时 ,XA<0, 所 以 解 出 现 
振荡 。 

一 个 多 自由 庆 体 系 的 瞬 态 响应 问题 是 上 述 全 部 响应 模 坊 的 组 全, 并 且 响 应 的 主要 部 
分 通常 情况 下 是 低 阶 特征 值 o, 的 模 态 。 因 此 在 实际 计算 中 采用 无 条 件 稳 定 公 式 时 ,一 般 
名 选取 远 超 过 保证 高 阶 特征 值 е 的 解 不 发 生 据 茵 所 要 求 的 时 间 步 长 ( 即 ме 1/(1— 


ЖОЖ RRRA 00000020520 ду 


Фо) EIER F {Л BE Н В йк їй ҮННЕН ЧЕ ЖОЛУ НО ДЕА И. БШ 
时 应 适当 减 小 А, ЖНЖ КАЙНАР At 较 小 ,而 其 余 阶 段 Az 较 大 的 变 步 长 的 时 间 
积分 方案 ， 


1234 时 间 步 长 的 选择 


在 实际 问题 中 ,很 多 需要 进行 瞩 态 温度 场 分 析 的 时 间 区 域 包 括 两 个 阶段 ,第 一 个 是 外 
加 温度 环境 条 件 变 化 的 阶段 ,例如 机 器 的 起 动 阶段 。 第 二 个 是 从 外 加 温度 环境 条 件 停 下 
变化 开始 直至 设备 内 部 温度 场 达 到 稳定 不 变 的 阶段 。 前 一 阶段 的 时 间 长 度 由 工 况 条 件 活 
定 ;而 后 一 阶段 的 时 间 长 度 ( 记 为 i.) 事 先是 不 能 确定 的 。 由 于 实际 结构 的 材料 、 几 何必 
才 、. 各 种 加 热 或 冷却 的 边界 条 件 不 同 , 结 构 温 度 场 达到 稳 态 所 需 的 时 间 坟 可 能 相差 很 大 ， 
因此 时 间 东 长 Аг 的 选取 不 仅 应 考虑 解 的 稳定 性 要 求 , 也 应 参照 到 达 稳 态 所 需 的 时 间 。A: 
从 理 选 取 与 计算 精度 以 及 计算 量 密 亡 相关 。 在 实际 计算 中 可 以 首先 估算 结构 温度 场 到 
达 稳 态 所 需 的 时 间 1, ,然后 根据 i, 选取 合理 的 At, 在 计算 过 程 中 根据 解 的 精度 要 求 再 作 
适当 调整 ， 
温度 场 从 外 加 温度 环境 条 件 停 止 变 交 开始 到 达 稳 态 的 时 间 z, 可 以 用 以 下 的 方法 佑 
算 , 丁 态 温度 场 方程 (12. 3. 5) 式 的 解 可 以 看 作 由 两 部 分 组 成 , 即 齐 次 方程 组 的 一 般 解 和 方 
在 组 的 一 个 特 解 之 和 。 特 解 就 是 稳 态 温度 场 ,一 般 解 就 是 (12. 3, 32) 式 。 当 一 般 解 中 () 
趋 于 零 时 ,温度 场 即 趋 于 稳 态 。 由 于 只 需要 估计 到 达 稳 态 所 需 的 时 间 志 ,可 以 对 问题 作 以 
下 的 简化 .在 (12. 3. 32) 式 中 ,当时 间 足 够 长 时 , 较 大 的 特征 值 mw 对 应 的 e ИЕН 
于 零 , 这 时 可 以 近似 认为 一 般 解 主要 是 由 第 一 特征 值 及 特征 向 量 构成 , 即 


фа Фес: (12. 3. 45) 
ЖЗА ӘЛЕМІН 2, 应 满足 ето ss0。 若 近似 地 认为 e "s --0.01, Шанг, =A. 6, 即 得 到 
1 4:6 (12, 3. 46) 


所 以 估计 4 的 问题 就 归结 为 求解 最 小 特征 值 wm 的 问题 ， 
在 计算 机 程序 中 加 入 用 反选 代 法 5( 参 抑 13. 6. 1 节 ) 求 解 方程 组 (12. 3.26) Фу 


Ево 的 子 程序 是 很 方便 的 。 利 用 (12. 3. 29) 式 进行 计算 ,每 选 代 -一 次 将 使 计 еч в 
个 解 中 所 占 的 成 分 如 强 一 次 ,通过 若干 次 反 迭 代 就 能 求 得 最 小 特征 值 o, 的 较 好 近似 解 。 
具体 计算 步骤 如 下 

(D 开始 计算 

Q) КЖС. 

@ 按 所 给 边界 条 件 修正 К. 


第 2 篇 专题 部 分 


© Ape = 1 1 11, 


2) 计算 C$ ),， 
(2) 反 庄 代 若 干 次 全 二 0,1,2,…} ,对 于 每 次 反 适 代 应 作 


D 解 线性 代数 方程 组 于 (页 ) СО), REA u 


四 计算 СО 
@ 计算 ыу, ОМС, 
(Фф, СОЁ нз 
(ал аа бл) 
она Салды < 


:为 容许 误差 。 若 上 趟 成 立 , 则 计算 结束 ,w Со) ; 若 误差 不 满足 要 求 , 则 继续 以 
(5) сфу) Са _ 
(Фа. СОР, ын 

返回 由 作 下 一 次 选 代 。 

在 最 小 特 证 值 o 求 得 以 后 , 按 (12. 3. 46) 式 可 以 佑 算 到 达 稳 态 温 度 场 的 时 间 г, HE 
态 分 析 的 时 间 步 长 可 取 Аизеы/ N， 其 中 认为 估计 的 分 步 数 。 根 据 精 度 要 求 选择 ,通常 可 
取 六 一 20 一 30。 实 原 计 算 中 可 按 下 式 庆 上 断 是 否 刘 达 稳 态 


| 全 ме | < ет (12.3, 47) 


Кр, Ф, ЖЕНУ п В EA т -ІЗЕН НЕЕ. ВВ. | m 6.1 
ТЕ, A 1 和 多 的 范 数 ,er 是 一 小 数 ,例如 取 ет = 190. ШЖ er 取得 过 小 ,可 能 使 
(12. 3. 47) 式 很 难 满 足 , 从 而 使 计算 时 间 大 大 增加 。 当 然 er 取得 较 大 ,可 能 使 最 后 计算 得 
到 的 上 和 实际 稳 态 温度 场 %. 有 相当 大 的 益 别 。 所 以 建议 在 (12. 3.47) 式 满足 以 后 ,最 好 再 
进行 一 次 稳 态 温度 场 的 计算 5 即 在 (12. 3. 18) 式 中 令 C=0,9==1)。 为 减少 时 间 步 长 的 数 
Н ,根据 瞬 态 滥 度 场 变 化 的 特点 (参见 (12. 3. 45) 式 ) ,可 以 考虑 采用 时 间 步 长 逐渐 加 大 的 
变 步 长 的 算法 。 但 这 样 一 来 ,每 变化 一 次 时 间 步 长 ,需要 重新 形成 和 分 解 求 解 加 -的 系数 
EREC AHK ,这 一 计算 步 允 所 付出 的 代价 可 能 抵消 掉 因 分 步 数 减少 而 带 来 的 好 处 ， 
#12.2“ 用 有 限 元 方法 求解 下 列 一 维 瞬 态 热传导 方程 
24 аф 


Dr ü 


RARR: 


第 12 + 热传导 问题 ши 


2%. 0 z = 0 
е > 0 
ША o 
dT | -一 ; 

初始 条 件 : PCr0)=0 


ЖШ 20 个 长 度 为 {== 匣 ) 的 2 结 点 一 维 C, 更 单元 进行 空间 离散 。 典 型 单元 的 有 限 
元 方程 表示 为 
EY L К -0 
系统 方程 集成 后 ,用 模 态 释 加 法 和 3 个 参数 9 二 1/2,2/3,1 情况 下 的 两 点 循环 公式 求解 。 
为 了 采用 模 态 个 加 法 求解 ,首先 需要 解 出 方程 的 前 若干 阶 的 特征 值 w 和 特征 向 量 
$.( 解 法 参见 13.6 节 ) 。 为 了 和 解析 解 进行 比较 , 现 将 它们 前 10 阶 的 特征 值 列 于 表 12.1. 
表 12.1 一 瞧 轨 态 热传导 问题 的 特征 秆 


F Ir [Ë с, 
КІ 

有 限 元 解析 解 
1 0.618 I 0,617 
2 2. 488 2. 467 
3 5, 655 5,552 
4 10. 198 9, 870 
5 15. 229 15. 422 
6 23. 804 22. 207 
7 33, 375 30,226 
8 44.888 39, 478 
9 58. 678 49. 965 
10 75. 000 81. 685 


RP: o = xC L2CL= 4), É —cos Tx 

Mk 12.1 可 见 , 用 20 个 单元 ( 共 21 个 结 点 ) 对 长 度 工 进行 离散 ,有 限 元 计算 得 到 的 
低 阶 特征 值 和 解析 和 解 符 合 得 很 好 ,但 和 随 阶 次 ЛИЯ БЛАНК. ЖЕЗ 
以 理解 的 ,因为 解析 解 的 特征 模 态 $ = cos = ,在 LEEA: РИНЕ КВ: РУЖ. 


460 —-= а. — -- а. олт or ша — т=з лі ла стт rra ыл m ғғ 2-4. ое" ғғ а моят отта ш остаз шг -一 шт ғғ а 
пъ и Е 


=- — за д2 а --- —-— 一- .. — — =s — -.. а -一 一 一 — 


当 阶 次 越 高 ,用 21 个 结 点 的 $ 值 去 近似 描述 ,必然 误差 越 大 。 从 表 12, 1 还 可 看 到 ,有限 


元 的 解 总 是 山大 , 即 它 是 解析 解 的 上 界 。 


由 模 态 亚 加 法 和 两 点 循环 公式 上 2 分别 为 1/2,2/3,1,At 分 别 取 0.1 和 0.05) 讨 算出 
的 z=0 НАЛУ ODDATE 12.2。 表 中 循环 公式 的 结果 对 于 每 个 时 刻 分 列 为 两 


行 ,上 面 是 At 一 0.1 的 结果 ,下 面 是 At=0.05 的 结果 。 为 了 便于 比较 , 表 中 还 列 出 了 解析 


解 的 绪 采 。 括 号 内 的 数值 是 和 解析 解 比较 的 差 值 


从 表 12.2 可 见 , 模 态 屋 加 法 得 到 的 解 的 精度 很 好 , 当 ! 一 0.5 时 ,和 解析 解 相差 仅 为 
0.00], 即 0,1%, 这 是 由 于 与 解析 解 相差 较 大 的 高 阶 模 态 迅速 衰减 的 结果 。 至 于 直接 积 
分 当 0=1/2 和 9=2/3 时 ,如 取 Az=0. 1, Як, B 8 一 1/2 时 , 振 葛 相对 较 大 ;如 取 


Ат==0. 05, ИЕН Ж. Жї ШӘ ААГ ЕНЕ 12.4 和 (12.3.44) 式 给 予 解释 ， 


Ж 12.2 RARE Ф0,4),Аі--0.1,0.08 


МАЛА 


时 间 上 | 解析 解 Е lin 


0. 1 0.354(—0. 003) | 0.433(--0, 076) 
0, 332(-0.025) 
0,2 .Б03(--0.002) 0. 4004 — 0. 045) 
0.493(—0, 012) 
0,3 „&16(—0.002) | 0,6852(-Е0. 034) 
0.612(--0, 006) 
0.4 ‚112‹—0,002) | 0. 688(-—0, 026) 
0.710(—0, 004) 
0. 5 .797(— 0, 001) | 0, 818-0. 020) 
0. 795(--0, 003) 
0, 6 ‚873—0. 001} | 0. 857—0. 017) 
0. 872—0, 002) 
0,7 .943(--0.001) | 0,957(-Ғ0. 013) 
0,943(-60. 001) 
0.8 .008(-0.0012 | 0.998(--0,011) 
1.0084 --0.001) 
0,9 .0692-0,0012 | 1.079(--0, 009) 
1.069(--0, 001) 
1,0 .1274-0.001) | 1,120(--0, 008) 
1,127(-90.001) 


. 378( + 0. 021) 
‚ 344(—0, 013) 
‚486‹—0.019) 
.498(--0, 007) 
.813<-0.005) 
612—0. 006) 
.705(--0,0099 
.709(-0,005) 
‚ 191(—0, 007) 
. 793(—0. 005) 
.867(--0, 007) 
‚ 870(—0. 004) 
. 938( — 0, 008) 
.940С— 0. 004) 
.003(— 0, 006) 
.006<— 0. 0033 
. 0674 — 0, 003) 
. 067i — 0. 003) 
.123{—0, 
,125{—0. 


шө с> + с> Сз < — Фр л чә сз тә с>» 


In 一 上 


=F j e 


= кюч с сп O < < е е б о со ш е е е с шз 


мс «і р«ш 


9-1 


. 3110 —0. 
. 3324 —0, 
„472(0-0. 
‚4876—00. 
.891(--0, 
.6030--0. 
‚©9006 —0, 
.701(--0, 
. 7770 —0. 
„7870. 
.8550-0. 
, 864( —Q. 
.926(--0. 
‚935—0, 
,9330-9. 
- 0004 — 0, 
, 099—0. 
.062(-0, 
.114(—0, 
-1295--0, 


046) 
025) 
033) 
018) 
027) 
015) 
024) 
013) 
021) 
011) 
013) 
010) 
018) 
0095 
016) 
009) 
015) 
008) 
014) 
008) 


жиа ш 


另 一 方面 ,从 表 12. 2 还 可 以 看 到 ,对 于 At=0.05 的 情形 ,有 限 元 解 的 精度 以 9 一 时 


为 最 好 ,依次 是 9=2/3 和 01。 综 台 以 上 情况 ,直接 积分 法 中 通常 建议 采用 9=2/3, Ei 
模 态 过 加 法 通常 用 于 变温 持续 时 间 长 ,有 生 只 需 用 较 少 模 态 就 可 描述 实际 温度 变化 的 情况 ， 


124 热 应 力 的 计算 


当 物 体 各 部 分 温度 发 生变 化 时 ,物体 由 于 热 变形 将 产生 线 应 变 atA) Нра EM 
料 的 线 膨 胀 系数 ,是 弹性 体内 任 一 点 现时 的 温度 值 ,各 是 初始 温度 值 。 如 果 物 体 各 部 分 
的 热 变 形 不 受 任何 约束 , 则 物体 发 生变 形 将 不 会 引起 应 力 。 但 是 如 果 物 体 受 到 约束 或 者 
各 部 分 的 温度 变化 不 均匀 ,使 得 物体 的 热 变形 不 能 自由 进行 时 , 则 会 在 物体 中 产生 应 力 ， 
物体 由 于 温度 变化 引起 的 应 力 称 为 “ 热 应 力 "或 “温度 应 力 ”"。 当 弹性 体 的 温度 场 已 经 求 得 
时 ,就 可 以 进一步 求 出 弹性 体 各 部 分 的 热 应 力 ， 


1241 弹性 热 应 力 问 题 的 有 限 元 方程 


物体 由 于 热膨胀 只 产生 线 应 蛮 ,面前 切 应 变 为 零 。 这 种 由 于 热 变形 产生 的 应 变 可 以 
看 作 是 物体 的 初 应 变 6@ 。 对 于 三 维 问题 ,& 的 表达 式 是 
&— e(#— % [1110060] (12.4.1) 
其 中 ,a Е НЯНАВКЕЖ1/ Со ES ЈА; ЖЕММЕН 
度 场 。 $ 可 由 温度 场 分 析 得 到 的 单元 结 点 温度 8 通过 插值 求 得 , 即 可 按 (12. 2. 2) 式 计算 
得 到 : 


$ = ЛЕПТІ 一 N ° (12. 2. 2) 
在 物体 中 存在 初 应 变 的 情况 下 ,应 力 应 变 关系 可 表示 成 
с = (её) (12. 4. 2) 


将 (12. 4. 2) 式 代入 虚 位 移 原理 的 表达 式 (1. 4. 42), 则 可 得 到 包括 温度 应 变 在 内 的 用 以 求 
解 热 应 力 问题 的 最 小 位 能 原理 ， 它 的 证 函 表达 式 如 下 ， 


H (Си) = | (3 ЕТ Пе- в The, —- и ао | и таг (12. 4.3) 
将 求解 域 2 进行 有 限 元 离散 ,就 得 到 有 限 元 求解 方程 为 
Ка = P (12.4.4) 


沁 个 包含 温度 应 变 有 限 元 求解 方程 的 区 别 在 于 载荷 向 量 中 包括 了 由 温度 应 变 引 起 的 温度 
载荷 。 这 里 载荷 向 量 表 达 为 

P = P, + Pr + P,. (12.4.5) 
其 中 P Pr 分 别 是 体积 载荷 和 表面 载荷 引起 的 载荷 项 ,已 是 温度 应 变 引 起 的 载荷 项 ， 


人 


р, = У, в7пе,да (12.4.6) 


г 


Б. РА F Жүн Ж, ЖАЗАМ 7] [Н] ЖИ ЖП X; А {АГИ ЛУ ӘНІН ЖЕНЕ, ЕЙ l — m 17] 
М ЗЕБ ЖАҢ Яй НУЫ ЛЕ Ж {г Р, 以 外 , 则 是 完全 相同 的 。 稳 入 温度 应 力 计 算 在 温度 场 分 析 后 
进行 。 至 于 瞬 态 温度 应 力 的 计算 ,可 以 在 每 一 了 时间 步 的 瞬 态 温度 场 计算 后 进行 ,也 再 以 在 
整个 瞬 态 温度 场 分 析 完 成 后 ,再 对 每 -- 时 间 步 或 指定 的 阁 干 步 进行 ,这 可 根据 实际 需要 和 
计算 的 方便 与 咨 决定。 


1242 温度 单元 和 应 力 单元 的 匹配 


从 数据 准备 和 有 限 元 分 析 本 导 来 说 ,都 希望 温度 场 分 析 和 应 力 分 析 采 用 局 一 个 有 限 
元 网 格 。 为 了 和 板 壳 应 力 分 析 的 单元 相 一 致 ,12.2.2 节 介绍 了 壳 体 温度 单元 。 需 要 进 一 
步 指出 的 是 ,在 网 格 相同 的 条 件 下 ,还 有 单元 阶 次 的 匹配 问题 。 从 (12. 4. 2) 式 看 出 ,由 结 
点 位 移 计算 得 到 的 应 变 e 和 由 结 点 温度 计算 得 到 的 温度 应 变 es 出 现在 同 -- 个 关系 式 中 , 28 
Ее E Ще, 引起 的 ,它们 应 该 是 同 阶 次 的 。 但 是 s 是 由 位 移 场 取 导 数 得 到 的 ,而 6 是 直接 
由 温度 场 得 到 的 ,所 以 合理 的 匹配 ,对 于 C, 型 单 元 应 该 是 位 移 场 的 插值 消 数 比 温度 场 的 
播 值 函数 高 一 个 阶 次 。 例 如 二 维 问题 ,应力 分 析 采 用 8 结 点 二 次 单元 ,温度 场 分 析 采 用 4 
结 点 双 线 性 单元 。 另 一 种 替代 方案 是 温度 场 分 析 的 单元 播 值 函数 和 应 力 分 析 的 单元 播 值 
羡 数 阶 次 相同, 但 在 出 结 点 温度 计算 温度 应 变 时 采用 低 一 阶 次 的 插值 函数 。 例 如 二 维 
问题 ,应 力 分 析 和 温度 场 分 析 都 采用 3 结 点 三 角形 单元 ,它们 的 插值 函数 都 是 线性 的 ,但 
在 由 绑 总 温度 计算 温度 应 变 时 采用 常数 插值 盟 数 , 即 以 结 点 温度 的 平均 值 作 为 单元 内 的 
温度 来 计算 & ,实际 上 具 要 在 计算 单元 刚度 矩阵 和 温度 载荷 项 时 都 采用 1 点 积分 即 可 达 
到 此 要 求 。 将 此 方案 推广 到 应 力 单元 和 温度 单元 都 采用 二 维 8 结 点 二 次 单元 的 情形 , 热 
应 力 分 析 时 单元 刚度 矩阵 和 温度 载荷 项 如 果 采 用 2x2 积分 , 则 5 实际 上 已 采用 了 低 一 阶 
的 双 线 性 插值 是 数 进行 计算 。 但 是 如 果 采 用 3x3 积分 , 则 不 满足 se 和 se, 同 阶 次 的 要 求 ,从 
而 影响 计算 结果 的 精度 ， 

基于 以 上 分 析 , 在 5. 6 节 讨 论 的 非 协调 元 应 时 于 热点 力 分 析 应 该 是 比较 公理 的 选择 
之 一 。 仍 以 二 维 问 题 为 例 , 应 力 分 析 采 用 包 会 非 协 调 项 的 4 结 点 单元 ,温度 场 分 析 则 采用 
不 包含 非 协 调 项 的 4 结 点 单元 。 它 们 可 以 方便 地 采用 问 一 个 网 格 和 数据 准备 ,但 是 它们 
的 播 值 函 数 分 别 是 二 次 完备 的 和 双 线 性 的 ,能 满足 相 匹配 的 要 求 。 需 要 指出 的 是 ,在 进行 


热 应 力 分 析 时 单元 的 载荷 向 量 中 还 应 包含 | „ВТ Deda д. B ЕНН E 


矩阵 (参见 (5, 6.7) 和 (5. 6.8) 式 }。 当 包括 温度 载荷 时 , 非 协 调 单 元 的 求解 方程 仍 如 
《5.6. DAFI ,但 是 (5. 6.8) 式 表示 的 载 区 向 量 中 应 增加 温度 载荷 的 贡献 , 即 修 改 为 


Р. =] мома+ | мттаг-ы | B'De, dn 
п, r, д, 


OPE AREMA аа 


p: -| N! 40+ | м'таг | БІре,40 (12.4,7) 
n. г: д, 


其 他 如 (5. 6.9) 4005.6. 10) 式 保持 林 变 。 在 此 顺带 指出 ,文献 [5.9] 在 导出 非 协 调 区 有限 
元 格式 时 未 考虑 体积 力 了 所 以 (12. 4.7) 式 的 右 端 第 1 项 为 零 。 同 时 考虑 非 协调 项 在 单 
元 结 点 处 为 零 , 从 而 略 去 了 (12.4.7) 式 第 2 式 右 端的 第 2 项 ,所 以 给 出 的 有 限 元 格式 中 
P. 项 不 出 现 。 回 题 是 包括 有 些 通 用 程序 在 内 的 一 些 应 用 中 ,在 将 非 协 调 元 用 于 热 应 力 
分 析 时 , 仍 保持 P.” 一 0, 即 将 该 式 右 端的 第 3 项 也 忽略 了 ,这 在 理论 上 是 错误 前 ,实际 计 
算 将 会 产生 很 大 的 误差 。 

例 12.3 习 壁 圆 简 受 内 外 壁 温差 作用 的 热 应 力 计 算 !5， 由 于 对 称 , 只 取 1⁄4 用 三 维 
8 结 点 实体 单元 计算 (如 图 12.5 я). ИНМЕ .下 两 端 夯 定 且 保持 绝热 条 件 ,内 外 壁 
МВА T — 10 #l T. =40C ,初始 时 为 均 名 温度。 其 余 参数 为 :六 一 8cmr ,一 10cm， 
h=2cm,E=2,1X10 MPa,v=0.3,a=1.2X 10, НЕМІ 个 单元 , 周 向 5 个 单元 。 
径 辣 取 2 个 单元 和 4 个 单元 两 种 方案 。 计算 按 3 种 方案 进行 ,方案 А. 计算 温度 采用 常 
规 协调 元 .计算 应 力 采 用 非 协调 元 , 即 本 节 推 荐 的 方案 ;方案 B. 和 方案 A 的 区 别 是 计算 
іш E ЕНІ,(12.4.7 ҚЫ 2 式 中 未 引入 和 非 外 调 位 移 相 关 的 第 3 项 , 即 某 些 遂 用 程序 
采用 的 方案 ,方案 С. 计算 温度 和 应力 均 采 用 协调 单元 , 即 通 常 惯用 的 方案 。 计 算 结果 列 
于 表 12.3, 


图 12.5 JZ ES [R] ATP R gs wU 
表 12.3 JES FS É) ЖЕ ян ны? MPa 


周 向 应 力 | 误差/% | 周 向 应 力 


560.4 | 3.38 755.0 | 302 793.0 
-490,8| 1,84 1--835.2 | 670 | 一 688 8 
568.7 | 1 95 740.5 | 27.6 752.5 
—494.2! 116 |—821.1 | 64.2 |—6463 
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到 中 计算 结果 的 单位 是 MPa， 误 差分 别 是 它们 和 理论 值 比较 得 出 的 。 从 结果 可 见 ， 
方案 A 具有 很 好 的 精度 ,而 方案 B 和 C 则 有 很 大 的 误差 。 特 别 是 方案 了 由 于 理论 上 存在 
问题 ,结果 更 不 能 接受 。 从 网 格 划 网 时 的 收敛 性 考查 中 还 可 以 发 现 ,方案 A KERR Y 
案 C 收敛 很 慢 ,方案 B 则 基本 上 不 具有 收敛 性 。 因 此 本 节 指 出 的 在 计算 热 应 力 时 ,注意 
单元 插值 函数 的 匹配 和 和 非 协调 元 体积 载 符 项 中 应 包括 温度 载荷 ,这 是 非常 必要 的 ,只 有 这 
样 才 能 得 到 一 个 对 分 析 结构 温度 场 和 热 应 力 问 题 有 实际 意义 的 有 效 方案 。 
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材料 性 质 不 依赖 于 温度 的 稳 坊 温度 场 问 题 和 线 漳 性 静 力 学 问题 类 似 , 同 属 不 依赖 于 
时 间 的 平衡 问题 。 有 限 元 表达 格式 基本 相同 ,只 是 稳 态 温度 场 问 题 由 于 场 变量 是 标量 ,更 
为 简单 一 些 。 

瞬 态 热传导 问题 则 和 下 一 章 讨论 的 结构 动力 学 问题 类 似 , 问 属 依 丈 于 时 间 的 传播 问 
题 。 在 空间 域 有 限 元 离散 后 ,得 到 的 常 微分 方程 组 通常 可 用 直接 积分 法 和 模 态 夺 加 法 求 
解 。 从 实用 角度 考虑 , 瞬 态 热传导 方程 更 多 的 是 采用 直接 积分 法 求解 。 它 的 具体 求解 方 
案 及 解 的 稳定 性 和 时 间 步 长 选择 等 问题 是 关系 到 求解 过 程 的 稳定 性 . 收 敏 性 及 计算 效率 
的 基本 问题 ,因此 是 求解 瞬 态 热传导 问题 时 应 子 关 注 的 中 心 。 在 下 一 章 动 力学 问题 讨论 
以 后 ,将 会 对 这 几 个 基本 问题 有 进一步 的 认识 和 理解 。 本 章 重 点 讨论 的 基于 加 权 余 量 法 
建立 的 两 点 循环 公式 ,特别 是 其 中 参数 #7=1/2 的 无 条 件 稳定 算法 是 实际 分 析 中 被 广泛 应 
用 的 有 将 方案 。 

热 应 力 问 题 ,特别 是 由 于 设备 起 动 , 关 闭 以 及 热力 载 符 罕 然 变化 引起 的 瞬 态 热 应 力 问 
题 ,对 结构 的 强度 和 安全 性 至 关 重 要 ， 实际 分 析 中 ,通常 希望 用 同一 个 网 格 完 上 成 温度 场 和 
由 其 引起 的 应 力 场 的 有 限 元 分 析 。 对 于 适合 用 实体 单元 离散 的 结构 ,同一 网 格 的 要 求 可 
以 方便 地 实现 ,但 是 应 力 分 析 单 元 和 温度 单元 的 搬 值 范 数 应 有 一 个 合理 的 匹配 ,以 使 从 单 
元 结 点 位 移 计 算出 的 单元 内 部 的 应 变 和 了 从 结 点 温度 计算 出 的 单元 内 部 的 温度 ,再 由 单元 
内 部 的 温度 计算 出 的 温度 应 变 保 持 同 阶 的 精度。 而 对 于 适 人 台 用 板 壳 单元 进行 离散 的 结 
构 , 首 先 应 构造 和 板 羌 应 力 单元 相 匹 配 的 板 壳 温度 单元 ， 如 果 厚 度 不是 太 薄 ,为 简单 起 
见 , 可 考 由 直接 采用 在 厚度 方 加 只 有 2 个 结 点 的 实体 单元 ， 如 昌 厚 度 比 较 薄 ,为 避免 出 于 
不 同方 向 热传导 矩阵 系数 相差 过 大 而 引起 的 数值 计算 困难 ,可 考虑 在 厚度 方向 引 人 相 对 
自由 度 或 温度 梯度 作为 新 的 自由 度 的 单元 。 为 能 更 好 地 描述 有 瞬 态 变化 较为 激烈 且 温 度 在 
厚度 方向 呈 非 线性 分 布 的 情形 ,还 可 考虑 采用 在 本 章 12. 2.2 节 简要 提 到 的 壳 体 温度 
单元 。 

在 实际 分 析 中 ,很 多 情形 需要 考虑 材料 热传导 系数 k 和 热 容 系数 C 以 及 介质 间 的 换 
Ж ЖА 随 温度 的 变化 ,这 些 变 化 可 能 对 实际 温度 场 的 计算 结果 有 很 大 的 影响 。 由 于 此 
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问题 属 丁 物理 非 线 性 问题 ,这 里 暂 不 讨论 。 在 第 15 革 讨 论 物理 非 线 性 问题 有 限 元 方法 时 
曾 述 的 原则 和 方法 均 可 用 于 非 线性 温度 场 的 求解 。 

最 后 需要 指出 的 是 ,本 童 讨论 的 热传导 问题 的 稳 态 温度 场 和 上 朋 态 温度 场 有 限 元 分 析 
的 岩 达 巾 式 和 求解 方法 ,实际 上 可 以 应 用 于 其 他 场 问 题 的 分 析 。 例 如 电磁 场 问 题 ,弹性 招 
转 的 应 方 男 数 场 问题 ,小 流 的 压力 场 问题 等 。 


关键 概念 
两 点 循环 公式 КА mik 解 的 稳定 性 
条 件 稳定 无 条 件 稳定 自动 选择 时 间 步 长 


热 应 变 和 热 应 力 单元 播 值 通 数 的 匹配 


复习 题 


12.1 稳 态 温度 场 有 限 元 方程 和 弹性 静 力 学 有 限 元 方程 的 相同 点 和 不 同 点 ?这 两 类 
有 限 元 方程 中 ,各 个 方程 和 物理 量 的 对 应 关系 是 什么 ? 

12.2 热传导 问题 的 三 类 边界 条 件 各 自 和 弹性 力学 问题 的 什么 边界 条 件 相 对 应 ? 

12.3 用 态 热传导 问题 和 稳 态 热传导 问题 的 区 别 何在 ? 


12.5 什么 是 常 微分 方程 组 的 直接 积分 法 ? 它 的 基本 特点 是 什么 ? 

12.6 建立 直接 积分 常 微分 方程 组 的 多 点 循环 公式 时 ,如 何 选 择 局 部 时 间 域 内 离散 
时 间 操 的 数目 ”建立 多 点 循环 公式 的 具体 步 又 是 什么 ? 

12.7 直接 积分 一 阶 常 微分 方程 组 的 两 点 循环 公式 中 的 参数 98 具有 什么 意义 ? 对 解 
的 性 恋 和 结果 有 和 什么 影响 ? 

12,8 什么 是 常 微分 方程 解 的 稳定 性 ? 如 和 何 判定 直接 积分 法 的 稳定 性 ? 具体 步骤 是 
什么 ? 

12.9 什么 是 条 件 稳 定 ? 什么 旦 无 条 件 稳定 ? 在 实际 分 析 中 选择 条 件 稳定 或 无 条 件 
稳定 的 算法 时 ,各 应 注意 些 什 么 ? 

12.10 什么 是 求解 常 微分 方程 组 的 模 态 释 加 法 ? 它 的 具体 求解 步骤 是 什么 ? 

12.11 比较 模 态 登 加 法 和 直接 积分 法 的 相同 点 和 不 同 点 。 在 实际 分 析 中 如 和 何在 它 
们 之 间 进 行 选择 ? 

12.12 应 用 直接 积分 法 求解 瞬 态 响应 时 ,如何 根据 外 加 环境 条 件 选择 时 间 步 长 ? 

12,13 什么 是 日 动 选 择 时 间 此 长 ?有 和 何 意 尽 ? 如 柯 进行 ” 

12.14 БАЛАН? ТАЕН? 它们 在 什么 条 件 下 会 同时 发 生 ? 如 何 对 结 
构 的 热 应 力 进行 有 限 元 分 析 ? АРЖАНА? 
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12.15 对 结构 的 热 应 力 进行 有 限 元 分 析 时 ,网 格 划 分 和 单元 选择 应 注意 什么 ”为 
什么 ? 

12.16 如 何 构造 适合 板 壳 热 应 力 分 析 的 板 壳 温 度 单元 ? 

12.17 含 内 部 目 由 度 的 非 协 兽 元 是 否 适 合用 于 热 应 为 分 析 ” 如何 应 用 ? 应 注意 什 
么 问题 ? 


练习 题 


12,1 六 出 稳 仿 热 传 革 问题 的 变 分 原理 和 其 中 的 汉 隆 表达 式 (12. 2.1) 式 。 

12.2 НЯН в 结扎 平面 等 参 温 度 单 元 进行 稳 态 温度 场 分 析 的 求解 方程 。 

12.3 下 出 利用 3 结 点 三 角形 单元 对 辅 对 称 瞬 态 热传导 问题 进行 有 限 元 分 析 的 求解 
ле, 

12.4 将 在 厚度 方向 设置 两 个 结 点 的 三 维 实体 温度 单元 改 汉 为 相对 自由 诬 温 度 单 
元 ,并 导出 它 的 单元 热传导 矩阵 Е E I+ aQ |P. 

12.5 将 在 厚度 方向 设置 的 两 个 结 点 的 三 维 实体 温度 单元 改写 成 用 中 面 温 度 和 中 面 
温度 术 度 为 自由 度 的 壳 体 温度 单元 ,并 导出 它 的 单 工 热传导 矩阵 . 热 容 矩 阵 和 热 载 向 量 . 
并 证 明和 和 上 题 导出 的 相对 自由 度 温度 单元 的 等 效 性 ， 

12.6 对 于 例 12.2 中 表 12.1 和 12.2 所 列 的 结果 , 试 利 用 图 12.4 和 (12. 3. 43) 及 
(12.3.44) 式 进行 分 析 和 人 解释 . 

12.7 0] -- АРҒЫ СӘЛ ЖИ WF BP S RTA AEF, знам 
采用 2 结 点 单元 ,时 间 域 积分 果 用 可 取 不 同 数值 的 两 点 循环 公式 。 

12.8 用 上 题 编 制 的 程序 计算 以 下 问题 的 瞬 态 响应 ,并 比较 不 同 单元 数 ,8 值 .At 的 


.99 129% _ 
方程 ， et а “зы PRO=0 

; (00040 
边界 条 件 ， ; 2% -1 

£ 1 л=7 — g і с> 心 


О г< Ü 
PEL.) = 
ф 


£ 0 
初始 茶 件 : #(х„0) = 50%) 
其 中 =t, Е--5. 00-0,4-5.%-<2,%(т)-0.1-10. 


0 0 
я 8, 只 是 z= 上 的 端点 :人 一 
12.9 问题 12.8, 只 是 z= 上 的 端点 条 件 疏 为 ，$( 上 ,7) ав г>0 
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其 中 ; һ-4.%,-2, 

12.10 扩展 第 7 章 所 附 教 党 程序 ,增加 计算 二 维稳 礼 温度 场 和 热 应 力 的 功能 。 

12.11 用 上 题 扩 展 的 程序 ,计算 厚 壁 图 简 受 内 外 壁 不 同 的 热 对 流 条 件 作 用 的 稳 态 温 
度 场 和 热 应 力 。 圆 简 的 上 .下 表面 目 由 且 绝 热 ;: 内 外 壁 半 径 分 别 为 : ri 二 100ст, r = 
110cm; 放 热 系 数 分 别 为 二 0.07 ЯП h, =0. 02(cal/ (em + s С) 外 界 环 境 温度 分 别 
为 ， Т, ==70 С, T. =20C Уве. Е--2,1Х10МРа, v=0.3,k=0. 1саі/ (ет < 
s * С),а=0. 000 1, КМ ВЕРНО ОК Ж ДЕЙ P RIV J tà 36 BJ UE N: Зе Җ Ж] 2 ЖЮ 
影响 ,并 利 解 析 解 的 结果 相 比 较 ， 
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。 动力 学 问题 的 特点 及 建立 其 有 限 元 方程 的 原理 和 人 步 又 。 

* 求解 动力 学 运动 方程 的 两 种 直接 积分 方法 (中 心 差分 法 和 Newmark 法 ) 的 基本 假设 ， 
建立 逐 贞 积 分 公式 的 方法 ; 荔 法 特性 和 应 用 条 件 。 

用 振 型 俩 加 法 求解 动力 学 鞍 动 方程 的 基本 概念 .求解 步骤 及 其 和 直接 积分 法 的 比较 。 

求解 大 型 系统 动 坊 特性 方程 (给 阵 特 征 值 问题 ?的 几 种 常用 算法 (反选 伐 法 T S B| š 
Ai EHe EA mik, Lanczos 法 ) 的 求解 步骤 和 算法 特性 以 及 它们 之 间 的 相互 
比较 。 

减 缩 大 型 动力 系统 自由 度 的 两 类 方法 (Guyan Ж ЖЯ 3p h + 554915) 65 Б А5. Ж 
ЕРЖЕӨЛЕЖ 5, 


13.1 引言 


动力 学 问题 在 国民 经 济 和 科学 技术 的 发 展 中 有 着 广泛 的 应 用 领域 。 最 经 常 遇 到 的 是 
结构 动力 学 问题 , 它 有 两 类 研究 对 象 。 一 类 是 在 运动 状态 下 工作 的 机 械 或 结构 ,例如 高 速 
ДЕЕ Н) НАЛ, ‚УЛЕА, .离心 压缩 机 ,往复 运动 的 内 燃 机 ,冲压 机 床 , 以 及 高 速 运行 的 车 辆 、 飞 
行 器 等 。 它 们 承受 着 本 身 惯 性 及 与 周围 介质 或 结构 相互 作用 的 动力 载荷 ,如 和 何 保证 它们 
运行 的 平稳 性 及 乏 构 的 安全 性 是 极为 重要 的 研究 课题 。 已 一 类 是 承受 动力 载荷 作用 的 工 
程 结构 ,例如 建 于 地 面 的 向 层 建筑 和 三 房 , 化 工厂 的 反应 塔 和 管道 ,核电 站 的 安全 壳 和 热 
交换 从 ,近海 上 程 的 海洋 石油 平台 等 ,它们 可 能 条 受 强风 水流 ,地 震 以 及 波浪 等 各 种 动力 
载 倚 的 作用 。 这 些 结构 的 破裂 .倾覆 和 夫 坊 等 破坏 事故 的 发 生 , 将 给 人 民 的 生命 财产 造成 
巨大 的 损失 。 正确 分 析 和 设计 这 类 结构 ,在 理论 和 实际 上 都 是 具有 重要 意义 的 课题 。 

动力 学 研究 的 舅 一 重要 领域 是 波 在 介质 中 的 传播 问题 。 它 是 研究 短暂 作用 于 介质 边 
界 或 启 部 的 载 千 所 引起 的 位 移 和 速度 的 变化 如 何在 介质 中 向 周围 传播 ,以 及 如 何在 界面 
七 反 财 析出 等 的 规律 。 它 的 研究 在 结构 的 抗震 设计 、 人 工地 震 勘 探 \ 无 损 探 伤 等 领域 者 
有 三 演 的 应 用 背景 , 困 此 也 是 近 20 多 年 来 一 直 受 到 工程 和 科技 界 密切 关注 的 课题 ，。 
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在 进入 本 章 主 要 内 容 的 讨论 以 前 , 先 对 弹性 动力 学 问题 的 基本 方程 和 动力 学 有 限 元 
方法 的 基本 格式 作 一 简要 的 搬 述 和 讨论 。 


三 维 弹 性 动力 学 的 基本 方程 是 ， 
平衡 方程 ,十 天 一 p46.6 一 jw 二 9 CE V RA) (13.1.1) 
LAFE ey =p ык) (ТЕУ RA) (13.1, 2) 
物理 方程 d; = НОИ (Ж v р) (13. 1. 3) 
边界 茶 件 меи, Es 边界 上 ) (13.1.4) 
Gn. = T; ОЖ WFE? (13.1. 5) 
初始 条 忻 u (T y, z Ü)—u, (r iy, z) 
“(ту z ОУ ви Отуу» 2) (13. 1.6) 


(13.1.1) 武 中 ,是 质量 密度 ,六 是 阻尼 系数 ,we 和 za, 分 别 是 xz; 对 :上 的 二 次 导数 和 一 
次 导数 , 即 分 别 表示 守 方 向 的 加 速度 和 速度 ;一 pu 和 一 As 分别 代表 惯性 力 和 阻尼 力 。 
它们 作为 体积 力 的 一 部 分 出 现在 平衡 方程 中 ,是 弹性 动力 学 和 和 静 力 学 相 区 乔 的 基本 特点 
之 一 。 以 上 各 式 中 的 各 个 符号 和 第 1 章 所 述 的 弹性 静 力 学 方程 的 相同 ,只 是 由 于 在 现在 
的 情 这 于 ,载荷 是 时 间 的 图 数 ,因此 位 移 . 应 变 、 应 力也 是 时 间 的 函数 。 也 正 因为 如 此 , 动 
力学 问题 的 定 解 条 件 中 还 应 包括 初始 条 件 (13. 1. 6) 式 。 

现 以 三 维 实 体 动力 分 析 为 例 , 用 有 限 元 法 求解 的 基本 步骤 如 下 ， 

(1) 连续 区 域 的 离散 化 

在 动力 分 析 中 , 国 为 引入 了 时 间 坐 标 , 处 理 的 是 四 维 (zyyvz' 世 问题 。 在 有 限 元 分 析 
中 一 般 采 用 部 分 离散 的 方法 , 即 只 对 空间 域 进 行 离散 ,这 样 一 来 ,此 步骤 和 静 力 分 析 时 
на. 

(2) 构造 插值 函数 

由 于 只 对 空间 域 进行 离散 ,所 以 单元 内 位 移 “oa 的 插值 分 别 表示 为 


иблоуаж, t) 一 NIN, (г, уух), lE) 


і-- 1 


о(х,5,2.0) — УМ (е, узж), lr) (13.1.7) 
1-1 


тё ж, y z. E) = У! N (хуу. а Ct) 
.=1 


或 写成 
и = Ма (13.1.8) 
其 中 
u(r ys Tt) 
и = (ту | 
ЭЛЕКТРЛІ? 
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М 一 [ N. М, m N, | № = МІ б = 1.2» n) 


мА) | 
8; 
a” = А а = pk) (I = 1,2, n) 
Ter О, 
а. 


上 列 各 符号 的 意义 与 静 力 分 析 情 形 相间 ,只 是 结 点 参数 a На 现在 是 时 间 的 函数 

(3) 形成 系统 的 求解 方程 

平衡 方 各 (13.1.1) 式 及 力 的 边界 茶 件 (13.1.5) 式 的 等 效 积 分 形式 的 催 辽 金 提 法 可 袁 
WAF: 


|. + f.— ш. — иду — | du, Con, ~ Tds =0 (13.1.9) 
对 上 式 的 第 1 Ж див, dV 进行 分 部 积分 ,并 代入 物理 方程 , 则 从 上 式 可 以 得 到 
Kun a + ди ри, + Qa pu dV 


- [Bufdv + | uT. (13. 1. 10) 


книжни ЕНУ ЖИА (13.1. 8) ВИА F a =н. то иу =) КА ЕЖ. 
意 到 结 点 位 移 变 化 名 的 任意 性 ,最 终 得 到 系统 的 求解 方程 (在 动力 学 问题 中 ,又 称 运 动 方 
程 ? 如 下 : 

Ма“) + Ca (2) + Каб) = 000) (13. 1.11) 
Крава закаваны ЖЕЕ, M,C KAQ) ЗЕ 
系统 的 质量 逢 阵 .阻尼 年 阵 .刚度 算 阵 和 结 点 载荷 向 量 , 并 分 别 由 各 自 的 单元 矩阵 和 向 量 
集成 , 即 


M = Ум: C = >С 
г (13. 1.12) 
K 一 之 /于 Q= Х0 
其 中 
М = |, oN'NdV с- (сам мау 
к = | втрвау (13. 1.13) 
А 


g = ЕШ +| N: ras 


МСК ЯШ 0° 分 别 是 单元 的 质量 矩阵 .阻尼 矩阵 .刚度 矩阵 和 载荷 向 量 。 
如 果 忽 赂 阻尼 的 影响 , 则 运动 方程 简化 为 


第 13 章 动力 学 问题 
мас) + Кай) = Qi) (13. 1.14) 
如 果 上 式 的 右 端 项 为 零 , 则 上 式 进 一 步 简化 为 
Ма (:) + Кабр) — 0 (13,1,15) 
这 是 系统 的 自由 振动 方程 ,又 称 为 动力 特性 方程 。 因 为 从 它 可 以 解 出 系统 的 固有 频率 和 
ВАЖИ, 


(4) 求解 运动 方程 

运动 方程 (13. 1. 11) 或 (13. 1. 14) 式 的 求解 方法 是 本 章 着 重 讨论 的 内 容 , 详 艳 13.3, 
13. 4 等 市 ， 

(5) 计算 结构 的 应 变 和 应 力 

БАЗА (13. 1. 11) 或 (13. 1. 14) 式 解 得 结 点 的 位 移 向 量 a C) Б, HM n[ #J H 
(13.1, 209113. 1.32? 式 计算 所 需要 的 应 变 E (ОМА Ле (г), 

从 以 上 步骤 可 以 看 出 ,和 静 力 分 析 相 比 , 在 动力 分 析 中 ,由 于 惯性 力 和 阻尼 力 出 现在 
平衡 方程 中 ,因此 引入 了 质 基 短 阵 和 阻尼 矩阵 ,最 后 得 到 的 求解 方程 不 是 代数 方程 组 ,而 
是 党 微分 方程 组 。 其 他 的 计算 步骤 和 静 力 分 析 是 完全 相同 的 。 

(13.1. 13) 式 六 达 的 厦 量 搜 阵 和 阻尼 第 阵 只 是 实际 分 析 中 常 采用 的 形式 之 一 ,其 他 表 
达 形 式 及 此 一 般 性 质 将 在 13.2 节 进 一 落 讨 论 

关于 二 阶 常 微分 方程 组 的 解法 ,原则 上 可 利用 求解 党 微分 方程 组 的 常用 方法 (例如 
Runge-Kutta 方法 ) 求 解 , 但 是 在 有 限 元 动力 分 析 中 ,因为 矩阵 阶 数 很 高 ,用 这 些 常 用 算法 
一 般 是 不 经 济 的 ,所 以 上 只 对 少数 有 效 的 方法 感 兴趣 ,和 前 一 章 关于 一 阶 常 微分 方程 组 的 求 
解 方 法 相同 ,这 些 方 法 可 分 为 陋 类 , 即 直 接 积 分 法 和 振 型 秋 加 法 。 

直接 积分 法 是 直接 对 运动 方程 进行 积分 。 而 振 型 琶 加 法 是 首先 求解 一 无 阻尼 的 自由 
振动 方程 , 即 动力 特性 方程 413.1.15) 式 ,然后 用 解 得 的 特征 向 量 , 即 固有 振 型 对 运动 方 各 
СІЗ. ОХТА. МЕНРЯЕЛИЕЖЯШ Je EE BE ШАН ИЕР, ЕНШІ 
KB Ат. ВАЛЕ B H ЛЕ На ah) МІН ЗЕН as DH, A m 8 ЖЫ] Ей 
Ж. ЖЖ 13.3 013.4 节 将 分 别 讨 论 直 接 积 分 法 和 振 型 登 加 法 的 特点 和 步骤 。 并 于 
13.5 市 对 利用 数值 积分 方法 求解 运动 方程 时 解 的 稳定 性 问题 进行 必要 的 讨论 。 

应 当 指出 : 求解 动力 特性 方程 (13. 1. 15) 式 , 除 作为 用 振 型 受 加 法 求解 运动 方程 的 必 
要 步骤 以 外 , 它 自身 也 是 动力 学 问题 的 重要 组 成 部 分 。 因 为 它 能 给 出 系统 的 动力 特 忻 ( 固 
АЖЕ) .这 在 结构 分 析 和 设计 中 常常 是 不 吕 角 少 的 内 容 。 动 力 特性 方程 
(13. 1.15) 妇 的 求解 在 数学 上 属于 矩阵 特征 值 问 题 。 存 限 元 分 析 中 的 大 型 失 阵 特征 值 问 
起 的 求解 方法 是 备 受 重视 的 研究 课题 ,这 将 在 13.6 节 给 予 专门 的 讨论 。 

和 静 力 分 析 相 比 ,动力 分 析 的 计算 工作 量 要 大 得 多 ,因此 提高 误 率 , 季 党 计算 工作 量 
的 数值 方案 和 方法 是 动力 分 析 研 究 工 作 中 的 重要 组 成 部 分 。 为 此 在 本 章 13.7 节 将 扼要 
地 介绍 两 种 得 到 普遍 应 用 的 减 缩 自由 度 的 方法 , 即 Guyan 减 缩 法 和 动力 子 结构 法 ， 


471 


人 


Guyan 减 缩 法 的 基本 思想 是 将 系统 的 自由 度 ( 位 称 分 量 ) 分 为 两 部 分 ,一 部 分 称 主 目 由 
庶 , 另 一 部 分 称 从 自由 度 。 后 者 按 一 定 的 关系 依赖 于 前 者 ,从 而 使 求解 系统 运动 方程 的 计 
算 工 作 量 有 所 减少 。 

动力 子 结 构 法 的 基本 思想 是 将 子 结构 法 内 于 动力 分 析 。 它 和 静 力 于 结构 法 的 区 别 
是 : 最 后 进入 系统 运动 方程 的 自由 度 除 各 子 结构 交界 面 上 的 自由 度 外 ,还 包括 以 各 子 结 
构 的 主要 振 型 为 坐标 的 自由 度 。 但 是 总 的 自由 度数 仍 大 大 少 于 原 系 统 的 自由 度数 。 
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13.21 协调 质量 矩阵 和 集中 质量 矩阵 
FE 013.1. 13) K B КАН Sa. gu Eh ре 
М = | PN NdV 
FR А P E E SB PE Sk, — ЖКО Et EB ЕЕ, X ЖЕГЕ Ж Sh Hi E H: , #fil Ë HI R| EE kp БЕ PT ЛЫ ДЕ ПЕ Ж 
(if 4 hik) K Pr АЛАНИН РАЖЕ-ЖН. КЛ ВВ КЛ РИБКА НЕ 
ОИЕ. E ESE Е rh ЕЕ Е , РЕЙ И B FE БОЕ АХА 
ЯР. 


将 单元 协调 质量 矩阵 M 转换 为 单元 集中 质量 矩阵 M: , 即 对 M 进行 对 角 化 的 方法 ， 
有 多 种 方案 可 供 选 择 。 以 下 分 实体 单元 和 结构 单元 进行 讨论 ，。 


1. 实体 单元 
现在 介绍 丙种 常用 的 方法 , 即 
(1) 第 一 种 方法 
в Е Ma ' О, 
am, om Ване o=o (13. 2.1) 
Ü (J = :) 


其 中 ,n。 e BB UB Н, ЮЛЕ ЕЕ. M: 中 每 一 行 的 主 元 素 等 子 M: 中 该 行 所 
Бле ж, ЕЕ. 
(2) 第 二 种 方法 


(МО, = e р «| АМУ у= (13. 2. 2) 
0 (G > 0) 

此 式 的 力学 意义 是 ; M; 中 每 一 行 的 主 元 素 等 于 M: 中 该 行 主 元 素 乘 以 缩放 因子 a , тр 

+J. HT a 根据 质量 守 征 原则 确定 , 即 M; 中 对 应 于 每 一 方向 的 所 有 自由 度 的 


13 5 Ф" h 
оыс. 28% Ялта о, 
元 素 之 和 应 等 于 整个 单元 的 质量 。 对 于 实体 单元 , 则 有 
У (мо, = «У мо, = WI, = ул. (13. 2. 3) 


其 中 ,4 代表 单元 在 几何 空间 的 维 数 ,VY。 ДЕО, 
例 13,1 计算 平面 应 力 ( 应 变 ) 单 元 的 协调 质量 矩阵 МОЕ РАЖ Е М; Нд 
形式 采用 第 2 章 2. 2 节 所 讨论 的 3 结 点 三 角形 单元 ， 
(1) 协调 质量 和 矩阵 
ҮННЕН 
N = [ N. М; N, JÍ (13. 2. 4) 
其 中 I 是 2x2 单位 矩阵 。 
N, = (а +b, су А (із 1,2,3) 
系数 achoe 见 (2.2.7) 式 ,上 4 是 三 角形 单元 面积 。 
按 (13. 1. 13) 式 可 以 算得 单元 的 协调 质量 矩阵 
1 1 


: 1 
1: 1: 1 
2i FiO g 
1 Е! О 
иа ° 2 Ра Š 
М = = (13.2.5) 

Ü l: 0 1 ф 1 

=. 4 2; 4 

l Bj goil 

г 0 Е 0 Е 0 

1: 1: 1 
92119 119% 
H# í h,W= nA 是 单元 的 质量 ,i 是 单元 的 厚度 ， 
(2) 集中 质量 矩阵 
D 控 513. 2. 1) 式 计算 ,得 到 集中 质量 矩阵 为 
1 0:0 0:0 0 
0 1:0 0:0 O 
у 10 011 0:00 
М; = — . 
) 3lo oio 10 0 (ТЗ, 2.6) 

0 0:0 011 0 
0 010 0:01 


此 式 的 力学 意义 是 , 在 单元 的 每 个 结 点 上 集中 二 的 质量 。 
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@ 按 (13.2.2}) 式 形成 集中 质量 和 矩阵 ,并 由 013.2.3) 式 可 以 得 到 央 子 a 二 2, 这 样 得 到 
的 集中 质量 知 阵 仍 如 (13.2. Де. 

EART 3 缚 点 三 着 形 单元 ,按照 (13. 2. DAA. 2. 2) 式 形成 的 质量 矩阵 完全 相同 
但 是 对 于 一 般 形式 的 单元 并 不 是 如 此 。 例 如 对 于 8 结 点 矩形 单元 ,利用 (13. 2. 1) 和 
C13. 2, DINA) M. 进行 对 角 化 ,所 得 到 集中 质量 柴 阵 M; 就 不 相同 。 对 于 角 结 点 ， 

HI (13. 2, DRAME 


(МО, =— TW (i = 1,2,3,4) 
HH (13. 2. 2) 式 得 到 的 是 
(MD. = УИ: (i= 1,2,3,4) 


对 于 边 中 结 战 ， 
H (13. 2. 1) 式 得 到 的 是 


(MD, = SW (3 5.6,7,8) 
由 (13, 2.2) 式 得 到 的 是 


(Mi), = SWI G = 5,6,7,8) 


从 以 上 土 结 琳 还 可 看 到 ,在 采用 (13. 2, 1) 式 时 ,在 角 结 点 上 CM), 是 负 值 ,这 在 力学 上 是 不 
合理 的 ,同时 也 将 对 计算 精度 产生 不 良 影响 。 因 此 在 实际 分 析 中 ,更 多 的 是 推荐 用 
(13.2.2) 式 来 计算 集中 质量 第 阵 . | 

2. 结构 单元 

对 M 进行 对 角 化 常用 的 简便 方法 是 忽略 M: 中 对 应 于 转动 自由 度 的 元 素 。 对 于 M: 
中 与 位 移 自 由 度 相关 的 元 素 则 采用 (13.2. 1) 或 (13. 2. 2) 式 进行 处 理 。 例 如 对 于 9. 2 ЗН 
所 启 论 的 2 结 点 经 典 深 单元 .协调 质 基 年 阵 和 集中 质量 矩阵 如 下 所 示 ， 

(1) 协调 质量 矩阵 


мн 8 ЖЕ 
N=, Ni М, М, М,1 (13.2.7) 
其 中 
N — ЗДІК 2 3 д, 1 
№ = 1 Z= Kun: КБ = 4—74 окт 
3. 2, 1, 1 
№, 一 r Ст М, = -一 72 Тұ” 


НЕЛЕР 13) 式 可 以 算得 单元 的 协调 质量 抵 阵 为 
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-156 —22 54 13 
42 — 13 -ай 
М = а 对 156 221 
称 4р 
其 中 ,! 是 单元 长 度 ,W= 二 eiA 是 单元 的 质量 ,A 是 截面 面积 ， 
(2) фл тн ре 
略 去 与 转动 自由 度 的 相关 项 ,并 对 与 位 移 自由 度 相 美的 项 用 (13. 2, 1) 或 (13. 2. 2) 式 
进行 对 角 化 处 理 , 就 得 到 


(13,2,8) 


(13, 2.9) 
00 


0 0 
此 起 的 万 学 意义 是 在 每 个 结 点 上 集中 1/2 的 单元 质量 。 该 方法 同样 可 以 应 用 于 其 他 的 梁 
KR ,过 等 结构 单元 。 

在 实际 分 析 中 ,协调 质量 矩阵 和 集中 质量 矩阵 都 有 应 用 ,一 般 情况 下 ,两 者 给 出 的 结 
ЖАН 2, СІЗ. 13)? 式 可 以 看 到 质量 矩阵 积分 表达 式 的 被 积 画 数 是 插值 冰 数 的 
平方 项 , 鲁 刚度 和 抢 阵 则 是 其 导数 的 平方 项 ,因此 在 相同 精度 要 求 条 件 下 ,质量 矩阵 可 用 较 
低 阶 的 插值 函数 ,而 集中 质量 矩阵 从 实质 上 看 , 正 是 这 样 一 种 替换 方案 。 圭 换 的 好 处 是 使 
计算 得 到 简化 ,特别 是 采用 直接 积分 的 显 式 方案 ( 见 13.3 节 ) 求 解 运动 方程 时 ,如 时 阻尼 
眠 阵 也 采用 对 角 师 阵 , 可 以 省 去 等 效 刚 度 和 矩阵 的 分 解 步 又 ,这 点 在 非 线 性 分 析 中 将 有 更 明 
显 的 意义 。 

为 外 ,从 (13.2.9) 式 可 以 看 到 ,对 于 结 点 参数 中 包含 转动 的 梁 , 和 格 , 壳 一 类 单元 ,由 于 
集中 质量 矩阵 中 上 略 去 了 与 转动 相关 的 项 ,如 果 采 用 显 式 直接 积分 方法 求解 运动 方程 ,还 可 
以 使 方程 的 自由 度数 相应 地 城 少 ,从 而 提高 计算 效率 ,而 此 种 简化 对 振动 的 低 阶 频率 成 分 
的 精度 影响 很 小 ， 

最 后 沛 要 指出 ,虽然 质量 矩阵 M 在 理论 上 昆 民 定 的 ,但 通常 需要 在 计算 中 对 M = 


ТОРУМ 进行 精确 积分 才能 保证 此 性质 ,如 果 计 算 中 采用 低 阶 的 积分 , 则 М SL EE ау 
异 的 ,这 将 使 后 继 的 动力 分 析 发 生 困难 ,因此 在 选择 Mr 的 积分 阶 次 时 应 予 注意 ， 
1322 ЖЕЖ Е 

(13. 1.13) 式 所 表示 的 单元 阻尼 矩阵 为 


С“ = | nN ' NdV 
Ve 


0 
wO оо 
2 1 

0 


шо го с со 
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# T +I BM] ШЕ РЕН) Н] FE BE Eq B 29 МН БЕ. E ERE EH JE. AE HE T лета 
ERR EA 15138 r ЛЕН J ОУ ОА. ЕТ uB ЕРЕ it] ЫЖ. 
ERE TAk Ж ЕРМЕ ЕНЕ pl gn h ИЕР BE ДЕ ИЫН J 88 Н] 

简化 为 这 种 情况 ,这 时 阻尼 力 可 表示 成 xDs ,这 样 一 来 ,可 以 得 到 单元 阻尼 矩阵 
С° = „| Втрвду (13. 2. 10) 


此 单元 阻尼 矩阵 比 语 于 单元 出 度 和 矩阵 。 

在 以 后 的 讨论 中 ,将 知道 系统 的 固有 振 型 对 于 MM 和 外 是 具有 正 交 性 的 ,因此 固有 振 
型 对 于 比例 于 МЯК 的 阻尼 第 阵 C 也 是 具有 正 交 性 的 。 所 以 这 种 阻尼 甜 阵 称 为 比例 阻 
尼 或 振 型 阻尼 。 今 后 还 知道 ,利用 系统 的 振 型 矩阵 对 运动 方程 进行 坐标 变换 时 , 振 型 阻尼 
短 阵 经 伙 换 后 和 质量 短 阵 及 刚度 矩 隆 的 情况 相同 ,将 是 对 角 逢 阵 。 这 样 一 来 ,经 变换 后 运 
动 方程 的 各 个 目 由 度 之 间 将 是 互 不 耦合 的 ( 见 13.4 W ,因此 每 个 方程 可 以 独立 地 求解 ， 
这 将 对 计算 带 来 很 大 方便 。 

ВВ , (18. 1. 1379113. 2. 10) 式 中 的 比例 系数 ,在 一 般 情 况 下 是 依赖 于 频率 的 。 
因此 在 实际 分 析 中 , 变 精 确 地 决定 阻尼 和 矩阵 是 相当 困难 的 。 通常 允 许 将 实际 结构 的 阻尼 
Ж РЕЧИ MAK 的 线性 阻 合 , 即 

С = aM + BK (13. 2.11) 
其 中 ,8 是 不依 赖 于 频率 的 常数 。 这 种 振 开 阻尼 称 为 Rayleigh 阻尼 。 


13.3 直接 积分 法 


在 前 一 章 的 讨论 中 已 表明 ,直接 积分 是 指 对 运动 方程 不 进行 方程 形式 的 变换 而 直接 
进行 逐步 数值 积分 。 通 常 的 直接 积分 法 是 基于 两 个 概念 ,一 是 将 在 求解 域 9 过 :< 二 荆 内 的 
任何 时 劾 t 都 应 满足 和 运动 方程 的 划 求 , 代 之 仅 在 一 定 条 件 下 近似 地 满足 运动 方程 ,例如 可 
以 仅 在 相隔 Az 的 离散 的 时 间 点 满足 运动 方程 ;二 是 在 一 定数 目的 At 区 域内 ,假设 位 移 
a EE a WEE a 的 函数 形式 。 

在 以 下 的 讨论 中 ,假定 时 间 :=0 的 位 称 u EE u ШЖ u, 已 知 ;并 假定 时 间 求 解 
域 0~ 了 本 被 等 分 为 个 时 间 间 隔 Az( 二 T/n)。 在 讨论 具体 算法 时 ,假定 0,At,2A1,… 8 
刻 的 解 已 经 求 得 ,计算 的 目的 在 于 求 :十 At 时 刻 的 解 。 由 此 求解 过 程 建立 起 求解 所 有 离 
散 夺 间 点 的 解 的 一 般 算法 步 又， 


1331 中 心 差分 法 


对 于 数学 上 是 二 阶 常 徽 分 方程 组 的 运动 方程 (13. 1. 11) 式 ,理论 上 ,不 同 的 有 限 差分 
表达 式 都 可 以 用 来 建立 它 的 逐步 积分 公式 。 但 是 从 计算 效率 考虑 ,这 里 仅 介 绍 在 求解 某 
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些 问 题 时 很 有 效 的 中 心 差 分 法 。 在 中 心 差分 法 中 ,加 速度 和 速度 可 以 用 位 移 表 示 , 即 


" 1 
й, = Ай Се T 28, + аны) (13, 3.1) 
a, "== C г ШҮ, “Мары? (13, 3, 2) 
时 间 :At {у  # aoao F| Fi FF B] z КЕ sh ВЕНИТЕ ДЕ, ЕН То 
Ма, + Ca, + Ka, = 0, (13. 3. 3) 


而 得 到 。 为 此 将 (13. 3. DACI. 3. DARA ERITA Г» НЕЕ ДҚ 

(БиС) до (трае (дя 

ACARA а „На, А Е ИЖ а, ИД E EO R ЕНІН 

间 点 解 的 递 推 公式 ,这 种 数值 积分 方法 又 称 逐 步 积分 法 。 需 要 指出 的 是 ,此 算法 有 一 个 起 

步 问 题 。 央 为 当 1 一 0 时 ,为 了 计算 as, 除了 从 初始 条 件 已 知 的 ao 以 外 ,还 需要 知道 a_，， 
所 以 必须 用 一 专门 的 起 步 方法 。 为 此 利用 (13. 3. 1} 和 (13. 3.2) 式 可 以 得 到 


Q s = а — до + Яга, (13. 3. 5) 


其 中 m На 可 从 给 定 的 初始 条 件 得 到 ,而 如 АЛАЯ 1-0 时 的 运动 方程 (13, 3. 3) 式 
得 到 


1 
M за С |а-м (13.3.4) 


а = М \(О„—Са„— Ка,) (13,3,6) 
FH а) Ж ЖН Т» Ж yak RAAM EHAE RETF: 
1. 初始 计算 
(1) 形成 刚度 矩阵 站 质量 矩阵 МАНЕЖ ЕС. 
(2) 给 定 а,,а, Жан, 


(3) 选择 时 间 步 长 At м< мю, 并 计算 积分 常数 Ср = а -рра = св» СЗ 一 


17cz 。 
(4) 计算 аватар - Ata, Най 
(5) 形成 有 效 质量 矩阵 M=. M+c,C 
(ӘЖЕ М. М-р 
2. 对 于 每 一 时 间 步 长 {三 0, At, 2At.…) 
(1) 计算 时 间 + B5 8 Ж 39 fa 
0, = Q, — (K — сома, (сМ c) Са 
(2) 求解 时 间 + Az 的 位 移 
LDL" ana = 0. 


478 人 
(3) 如 果 需 要 ,计算 时 间 上 的 加 速度 和 速度 
а, = су, „— 20, Ба) 
а, 一 (一 下 Бау) 
关于 中 心 差分 法 还 需 着 重 指出 以 下 几 点 ; 
(1) 中 心 差分 法 是 显 式 算 法 。 这 是 由 于 弟 推 公式 是 从 时 间 上 的 运动 方程 导出 的 , 因 
此 下 矩阵 不 出 现在 递 推 公式 (13. З. OAA. 5 M УЛДЕ CHIER, sk b E 
对 角 和 矩阵 时 , 则 利用 化 推 公式 求解 运动 方 税 时 不 各 要 进行 窍 阵 的 求 逆 , 仅 需 要 进行 窍 阵 乘 
法 运算 以 获得 方程 右 羔 的 有 效 载 苟 ,然后 可 用 下 式 得 到 位 移 的 各 个 分 量 


а, = 09 (е M. ) (13.3.7) 
或 | 
а, = Фе I M, + а С, ) (13. 3.8) 


其 中 а „по ЛЯЕТ а „510, 的 第 i 分量 ,M, 和 CC 分 别 是 矩阵 对 和 C 的 第 i 个 
对 角 元 率 , 并 假定 М,>0,С,2>0, 

显 式 算 法 的 上 述 优 点 在 非 线 性 分 析 中 将 更 有 意义 。 因 为 非 线性 分 析 中 ,每 个 增 其 步 
的 刚度 害 阵 是 被 修改 了 的 。 这 时 采用 显 式 算法 ,避免 了 矩阵 求 道 的 运算 ,计算 上 的 好 处 更 
加 明显 。 

(2) 中 心 差分 法 是 条 件 稳定 算法 。 即 利用 它 求解 具体 问题 时 ,时 间 步 长 At 必须 小 于 
由 该 问题 求解 方程 性 质 所 决定 的 茶 个 临界 值 Ai.. ,否则 算法 将 是 不 稳定 的 。 关 于 算法 稳 
定性 的 条 件 , 将 在 13.5 节 讨论 。 这 里 先 给 出 中 心 差分 法 解 的 稳定 性 条 件 , 即 


Т 
АСАН = 2. = — (13.3.9) 


其 中 , 是 系统 的 最 高 阶 固 有 振动 频率 ,T, 是 系统 的 最 小 固有 振动 周期 。 原 则 上 说 ,可 
流利 用 一 般 和 矩阵 特征 值 问 题 的 求解 方法 得 到 T,。 实 际 上 只 需要 求解 系统 中 最 小 尺寸 单 
元 的 最 小 国有 振动 周期 min T; ) 即 可 ,因为 理论 上 可 以 证 明 , 系 统 的 最 小 固有 振动 周期 
T, 总 是 大 于 上 或 等 于 最 小 扩 才 单元 的 最 小 固有 振动 周期 min(Ti 的 。 所 以 可 以 将 
тїп T ORRA C8. 3,9) 式 用 以 确定 临界 时 间 步 长 At 。 由 此 可 见 , 网 格 中 最 小 尺寸 的 单 
元 将 决定 中 心 差 分 法 中 时 间 步 长 的 选择 ， 它 的 尺寸 越 小 ,将 使 At 越 小 ,从 和 而 使 计算 量 越 
大 ,这 在 划分 有 限 元 网 格 时 要 予以 注意 。 应 避免 因 个 别 单元 尺寸 过 小 ;而 使 计算 量 不 合理 
地 增加 。 但 是 也 不 能 为 了 增 太 At ,而 使 单元 尺寸 过 大 ,这 样 将 使 有 限 元 的 解 失真 。 如 何 
对 min( Ts”) 作 出 估计 ,可 以 采用 以 下 两 种 方法 : 

D 当 网 格 划 定 以 后 , 找 出 尺寸 最 小 的 单元 ,形成 单元 的 特征 方程 | 于” М | 一 0， 
HEERE 13.6 WR E ERRAR EE о, ЖИІ Т,--2л/ш,, 

@ 当 网 格 划 定 以 后 , 找 出 尺寸 最 小 单元 的 最 小 边 长 工 , 可 以 近似 地 估计 Т, ==L/C. 
Кт С- (Ер “是 声波 传播 速度 。 然 后 由 03. 3. 9) 式 可 以 得 到 A 二 上 L/C, 即 声波 通过 
该 单元 的 时 间 。 
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(3) ЗАЖАТЬ H , IR F £ 28 39] ñ. pú ДУ Йй Ж Ж gh A i w J ШШ ЖАРЫ 
化 后 的 质量 矩阵 时 中 已 略 去 了 与 转动 自由 度 相 关 的 项 , 则 M 的 实际 阶 数 ( 即 M Ж УМ 
是 对 于 位 移 目 由 度 的 阶 数 。 这 时 为 了 使 显 式 算 法 能 够 进行 ,刚度 矩阵 其 的 阶 数 应 各 质量 
矩阵 M 的 阶 数 相同 。 为 此 ,可以 考 虚 采 用 主 从 和 白 由 度 方法 ( 见 13. 7. 1 节 ) 将 转动 自由 度 
作为 从 自由 度 在 单元 层次 就 凝 课 掉 。 

(4) 中 心 差分 法 比较 适用 于 由 冲击 、 爆 炸 类 型 载荷 引起 的 波 传播 问题 的 求解 。 因 为 
当 介 硕 的 边界 或 内 部 的 菜 个 小 的 区 城 受 到 初始 扰动 以 后 ,是 按 一 定 的 流速 C 逐步 向 介质 
内 部 和 周围 传播 的 ， 如 果 分 析 递 推 公式 (13. 3. 4) 式 ,将 发 现 当 M # C Ex Ж Ш.Ш 
算式 是 显 式 时 , 若 给 定 某 些 结 点 的 初始 扰动 ( 即 给 a 的 某 些 分 量 为 非 零 值 ) ,在 经 过 一 个 时 
同步 长 Ai 后 ,各 它们 相关 的 结 点 (在 站 中 处 于 同一 带宽 内 的 结 点 ) 将 进入 运动 , 邵 a 中 和 
这 些 绪 扣 对 应 的 分 量 将 成 为 非 零 量 。 随 善 时 间 的 推移 ,其 他 结 点 将 按 此 规律 依次 进入 运 
动 。 此 特点 正好 和 波 传播 的 特点 相 一 致 。 但 是 从 算法 方面 考虑 ,为 了 得 到 正确 的 答案 ,每 
一 时 间 步 长 Az 中 ,网 格 内 与 新 进入 计算 的 结 点 相应 的 几何 区 域 的 扩大 应 大 于 波 传 播 范 围 
的 扩大 (C47) ,所 以 时 间 步 长 需要 受到 限制 , 即 小 于 临界 步 长 Ax.。 另 一 方面 , 当 研 究 高 频 
成 分 占 重 要 作用 的 波 传播 过 程 时 ,为 了 得 到 有 意义 的 解答 ,必须 采用 小 的 时 间 步 长 。 这 也 
是 和 中 心 差分 法 的 时 间 步 长 需要 受 临 界 步 长 限制 的 要 求 相 一 致 的 ， 

反之 ,对 于 结 攀 动力 学 问题 ,一 般 说 ,采用 中 心 差分 法 就 不 太 适 合 。 这 因为 结构 的 动 
力 啊 应 中 通常 低频 成 分 是 主要 的 ,从 计算 精度 考虑 ,人 允许 采用 较 大 的 时 间 步 长 ,不 必要 因 
At 的 限制 而 使 时 间 步 长 太 小 。 同 时 ,动力 响应 问题 中 时 间 域 的 尺度 通常 远大 于 波 传 播 
问题 的 时 间 域 的 扩 度 ,如果 时 间 步 长 太 小 ,出 计算 工作 量 将 非常 旋 大 。 因 此 ,对 于 结构 动 
力学 问题 .通常 采用 无条件 稳定 的 隐 式 算法 ,此 时 的 时 间 步 长 主要 取决 于 精度 票 求 。 以 下 
介绍 的 Newmark 方法 是 应 用 最 为 广泛 的 一 种 隐 式 算法 。 


13.32 Newmark 方法 


Æ tit At ARERR , Newmark 积分 方法 采 有 几 下 到 的 假设 , 邑 
| = a, ка - фа, + 8а,. “ЈА? (13, 3. 10) 


йм =й, +ам+|(у— а, + «йы АР (13.3.11) 


其 中 & 和 1 是 按 积分 精度 和 稳定 性 要 求 决 定 的 参数 。 另 一 方面 ,e #18 取 不 同 数值 则 代表 
本 不 同 的 数值 积分 方案 ， 当 ас-1/6 和 86=1 2 时,(13.3.10) 和 (13. 3. 11) 式 相应 于 线性 
加 速度 法 .因为 这 时 它们 可 以 由 下 式 , 即 时间 间 中 At 内 线性 假设 的 加 速度 表达 式 的 积分 
на, 

йл, = а, + (дам т АМ (0 r= АР) (13. 3.12) 
Ча-1/4 ЖІ8--1/2 时 ,Newmark 方法 相应 于 常平 均 加 速度 法 这 样 一 种 无 条 件 稳定 的 积 
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分 方案 。 此 时 ,Az 内 的 加 速度 为 
аш. = а, амы) (13. 3.13) 


和 和 中心 差分 法 不 同 , Newmark 方法 中 的 时 间 t 十 Ai ШУ ЖЖЖ а, „ЖОЙ 21 їй де БЇ ЇН] 
i 十 At 的 运动 方程 得 到 的 。 即 由 


Маа + Сам + Кана = Wa (13. 3.14) 
而 得 到 的 。 为 此 首先 从 (13. 3, 11) 式 解 得 
.. ] 1. 1 .. 
дъм == тар бте — ü) A (а-а (13, 3.15) 


ЕА (13. 3. 10) 式 ,然后 再 一 并 代 人 (13. 3. 14) 式 , 则 得 到 从 @ ,а,,а, 计算 a,, Т 
步 递 推 公式 


(ка ам асы ы дни tM е за (0,1) |+ 


с| 2-а + (беа | (13. 3. 16) 
至 此 ,可 将 利用 Newmark 方法 逐步 求解 和 运动 方程 的 算法 步 又 归结 如 下 ， 
1. 初始 计算 


(1) ERARE К. ШЕНЕ M ОЯН ЛЕ С. 

(2) ВЕ do üo 和 a, (a, ІҢ «13.3, 6) t B #]) 

(3) 选择 时 间 步 长 At 及 参数 a о, НИЛА. 
REER.: 6>0.50,a220.25(0. 5+ 8 


С _ S С _ б С _ 1 Г = 11 
одг’ | алғ ад 2а 

Š б 
a= 2—1, s = 5-2). G = M — S), с, = дд 


(4) ЕНЖАР К.К-к+соМ+ас 
(5) 三 角 分 解 К.К-гргл 
2. 对 于 每 一 时 间 步 长 长 = OAM 247 …】 
(1) 计算 时 间 + Az Йй ЖН КЇ 
Qu = О, 2, + М сод, + с;й, 十 сза,) + Cira, + а, + сай.) 
(2) 求解 时 间 + ar АЧ 
LDL ачы = Q... 
(3) 计算 时 间 t 十 At 的 加 速度 和 速度 
аА = Co (aa === й,) -- с:й, иш сай, 


ймы = а, 十 Сей, + Стам 
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关于 Newmark 方法 还 需 指出 以 下 几 点 : 

(1) Newmark 方法 是 路 式 算法 。 从 循环 求解 方式 (13. 3. 16) 式 可 见 , 有 效 刚 度 和 矩阵 
友 中 包含 了 矩阵 长 ,而 总 是 非 对 角 的 ,因此 在 求解 arat K 的 求 道 是 必须 的 (当然 ,在 
等 步 长 的 线性 分 析 中 只 和 需 分 解 一 次 )。 这 是 由 于 在 导出 (13. 3, 16) 式 时 ,利用 了 HAr 时 
刻 的 运动 方程 (13. 3. 14) 式 所 导致 。 

(2) Ж Newmark 方法 的 稳定 性 。 在 13. 5 节 中 将 证 明 , 当 530.5 和 ас>0, 25(0. 5-9)" 
时 ,算法 是 无 条 件 稳定 的 ,即时 间 步 长 At 的 大 小 不 影响 解 的 稳定 性 。 此 时 az 的 选择 主要 
根据 解 的 精度 要 求 确定 ,具体 说 可 根据 对 结构 响应 有 主要 贡献 的 车 干 固有 振 芽 的 周期 来 
确定 。 例 如 可 选择 A: 为 其 中 最 小 周期 T, 的 若干 分 之 一 (通常 可 选择 1710 一 1720) ,一 般 
说 T, 比 系统 的 最 小 振动 加 有 周期 了. 大 得 多 。 所 以 无 条 件 稳定 的 隐 式 算法 以 真 求 道 为 
代价 搞 得 了 比 有 条 件 稳 定 的 显 式 算 法 可 以 采用 大 得 多 的 时 间 步 长 At。 这 使 得 Newmark 
方法 特别 适合 于 时 程 较 长 的 系统 瞬 态 响应 分 析 。 而 且 采 用 较 大 的 А: ЖЕ] ЕЕ Ж 
精确 特征 解 对 系统 响应 的 影响 。 

(3) Newmark 方法 的 其 他 表达 形式 。 

D 将 (13.3.10) 和 (13.3.11) 式 直接 代入 (13. 3. 14) 式 可 以 得 到 Newmark 方法 的 另 
一 种 以 а, ,为 未 知 量 的 两 步 递 推 公式 

(M-+9A:C+oAPC Юа, =Q. ,—Cla,-(1—jJAm,]— 


Кала, + [y ajaa, | (13. 3.17) 


在 每 一 步 和 由 上 式 解 出 和 +x 汶 后 , 代 人 (13,3. 1081013. 3. 1DE ISA ада Лала, 
D 利用 (13.3. 10) (13.3.11) 和 (13.3. 14)? 式 ,可 以 将 (13. 3. 16》 式 改写 为 仍 以 @ 、 
为 未 知 量 的 三 步 递 推 公式 , 邵 
[M--SAzC род К ада, 


-бла? + 2м+ а-здмс- (于 一 2e+ ajak и, + 


-м+а-дас- (з а-даек |, и (13. 3. 18) 
其 中 
О = аф + [+ —2«+8\0,+ (zz Jo... (13.3.19) 


(13. 3. 18) 式 用 于 :—0 时 ,为 确定 式 中 的 e-w，, 需 要 采用 一 定 的 起 此 方法 。 例 如 可 以 简单 
地 借用 中 心 差分 法 的 起 步 方法 (13. 3.5) 式 。 
可 以 指出 ,站 Newmark 方法 的 两 步道 推 公式 (13. 3. ТО) АНА БИДЕ 


(13. 3. 18) 式 中 , 令 一 01,8 一方 ,就 可 以 得 到 中 心 差分 法 的 两 步 递 推 公式 和 三 步 递 推 公 
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式 。 这 样 :来 ,这 两 种 时 间 积 分 公式 就 来 用 了 统一 的 表达 形式 ,便于 程序 的 编制 ,特别 是 
便于 应 用 在 隐 式 一 显 式 混合 时 间 积 分 方案 中 。 这 种 方案 对 于 不 同 介质 (例如 流体 和 国体) 
耦合 系统 的 动力 分 析 是 很 有 效 的 ( 见 下 一 章 14.5.2 节 )}。 另 外 ,利用 二 步 递 推 公式 讨论 解 
的 稳定 性 也 比较 方便 。 

113.2 考虑 一 个 三 自由 度 系 统 。 它 的 运动 方程 是 


1 0 O 2 —1 0 
: 3 | 4 |а = 
0 0 1 0 —2 2 
初始 条 性 ; 当 {==0 时 ,au =0,а, =0, 
已 知 此 系统 的 固有 频率 是 : w 一 /3 .ws 7, 一 V35。 相 应 的 振动 周期 是 : Ti 一 10. 89， 


T; =4. 444, T; =3, 628, 
(1› 用 中 心 差分 法 求解 系统 的 响应 
时 间 步 长 分 别 取 A= 1,7100, 363 和 和 At 一 5T, 二 18,14 进行 计算 。 首先 利用 全 式 ， 
对 于 t= 二 0, 可 以 计算 得 到 a, 一 L0 0 56] ;然后 按 中 心 差 分 法 所 列 步骤 进行 计算 。 
О де T, /10=0. 363 М 
1 1 


О] 
0 


6) 


о = ада = 7. 589 o = ў — 1,377 
с. = дс — 15, 178 с; = 1/су = 6, 588 — 2 
0 0 0 0 
ам | -0.363|0| +0.0659|0 | 0 
0 10 6| |0,395 3 
1 0 0 о 0] [59 о 0 
М = 7.590 3 0|+1.38|0 0 01= | 0 2277 O 
| 0 1 ; O Oj f 0 Я 
对 于 每 一 时 间 步 长 , 先 计 算 有 有 效 载 项 
0 13.18 1 0 7.59 0 0 
0, = |0 4 l 41.53 2 e- 0 22.77 0 = @ 
6 0 2 13.18 0 0 7.59 
再 从 下 列 方程 计算 1 十 At [ШЫ а, у 
-7,59 0 0 
0 22.77 O аа = 0, 9) 
10 O 7,591 


由 上 式 得 到 的 每 一 时 间 步 长 的 位 移 缚 果 如 下 |; 


PIE эли | 


此 结果 将 在 13. 4.4 节 中 与 精确 解 进行 比较 。 
D д5 Г, = 18, 14 时 , 控 相 同 的 步 又 计算 ,所 得 结果 如 下 ， 


0 0 7. 13 х 10" 
йу == 0 азы = |2.07 X 10% азы = 12. 36 10“ 
9. 87 x 10 | 6. 46 х 10: 5.66 x 10" 


再 计算 下 去 ,位移 将 继续 无 限 地 增 大 ,这 是 不 稳定 的 典型 表现 。 其 原因 是 在 条 件 稳定 的 中 
心 差 分 方法 中 采用 了 远大 于 М.С = Тк) ВН ЖЄ АЕС БТ. - 18. 143 ,所 以 不 可 能 得 
到 有 意 文 的 结果 。 

(2) 用 Newmark 方法 求解 系统 的 响应 。 给 定 а=0.25 及 3 一 0.5。 仍 然 分 别 取 时 问 
ЖК Ағ- Г,/10=0. 363 和 At 二 5T, 二 18. 14 进行 计算 。 首 先 利用 合式 ,对 于 一 0 ,计算 
得 到 am = [00 6]7, 然 后 按 Newmark 方法 所 列 步 又 进行 计算 . 

(D Az= Тъ/10-+0. 363 时 


со = 30. 356 сү = 5.510 сә = 11.019 
сз = 1,0 є = 1,0 с; == 0.0 
с = 0.1815 с; = 0.1815 
2 —1 109 32.36 一 1 0 
К=|—1 4 -2+30.360 3 0 -上 95.07 一 2 | 
0 —2 2] h 0 1 0 —2 32.36 
对 于 每 .… 时 间 步 长 计算 有 效 载荷 
0 1 о O 
Очи = 101 + |0 3 16 
6 0 Ô 1 
然后 求解 时 间 Cr A: 的 位 移 a,. , 
Ќа = 0..4 


并 计算 时 间 t Ar 的 加 速度 和 速度 
а, = 30. 36(а u — a) — 11, 02a, — 1. 08, 
алм = а, + 0, 18а, +0, Bana 

按 上 述 砂 又, 得 到 每 一 时 间 步 长 的 位 移 结 果 如 下 ， 


人 


时 间 А: ZA! ЗАР ААР 5A 8 At T At B At ОА: 10А? 
21 0, 00 0,00 0.02 0, 06 0,17 0.40 0.81 1.42 2.25 3.21 
a; 0.91 0.06 0.23 0. 50 1.24 2.18 3, 29 4.53 5, 了 1 6. TŽ 
dy 0.37 1.40 2.84 4, 39 5. 77 в. #8 7,40 ТЫ B. 06 B. 50 


此 结果 将 在 13.4.4 节 中 与 精确 解 进行 比较 。 
D Шіз-5Т;-18.14 时 , 按 相 同步 最 可 得 每 一 时 间 步 长 的 位 移 结果 如 下 ， 


时 间 м 2А? ЗАР AAt ПАР ба? FAL Ви ЗА: 10А; 
а 3, 82 0. 69 2 54 2, 37 0.71 4.08 —061 4,80 -90.61 405 
а: 7, 69 1.21 5. 45 4.16 2.20 7.24 -0.26 8,724 —0.56 7.78 


03 13.60 153 10,76 5.31 6.55 9, 37 3.17 11.64 2,29 11,05 


由 于 Newmark 方法 在 参数 а- 0.25 和 6=0.5 的 情况 下 是 无 条 件 稳定 的 ,所 以 尽管 
АУТ, DEREN., МАН At 过 大 ,也 不 能 期 望 所 得 结果 有 很 好 的 精度 。 这 点 可 
以 用 13.4.4 市 中 所 给 出 的 精确 解 得 到 检验 。 
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分 析 直 接 积分 法 的 计算 步骤 可 以 看 到 ,对 于 每 一 时 间 步 长 ,其 运算 次 数 和 半 带 宽 5 与 
目 由 度数 的 乘积 成 正比 。 如 果 采 用 有 杀 件 稳定 的 中 心 差 分 法 ,还 要 求 时 间 步 长 A: НЕ 
入 最 小 的 固有 振动 冰期 了. 小 得 多 (例如 At= Т./10). ЧЪВХ, В АЯ TST, 时 ， 
计算 将 是 很 费时 的 。 而 振 型 释 加 法 在 一 定 条 件 下 正 是 一 种 好 的 替代 ,可 以 取得 比 直 接 积 
分 法 入 的 计算 效率 。 其 交点 是 在 积分 运动 方程 以 前 , 利 甫 系统 自由 振动 的 加 有 振 型 将 方 
程 组 转换 为 ”个 相互 不 耘 台 的 方程 ( 即 5 一 1 的 方程 组 ) ,对 这 种 方程 可 以 解析 或 数值 地 进 
行 积分 。 当 采用 数值 方法 时 ,对 于 每 个 方程 可 以 采取 各 自 不 向 的 时 间 步 长 , 即 对 于 低 阶 振 
型 可 采用 较 大 的 时 间 步 长 。 这 两 者 结合 起 来 相对 于 直接 积分 法 是 很 大 的 优点 ,因此 当 实 
际 分析 的 时 间 历 程 较 长 ,同时 只 需要 少数 较 低 阶 振 型 的 结果 时 ,采用 振 型 县 加 法 将 是 十 分 
有 简 的 。 和 前 一 章 利 用 模 态 释 加 法 求解 瞬 态 热传导 问题 相 类 似 , 利 用 振 型 倒 加 法 求解 动 
态 啊 应 条 题 的 运动 方程 由 两 个 步骤 组 成 : 求解 系统 的 固有 频率 和 固有 振 型 ;求解 系统 的 
动力 响应 ， 


147 求解 系统 的 固有 频率 和 固有 振 型 


此 计算 步骤 是 求解 不 考虑 阻尼 影响 的 系统 自由 振动 方程 , 即 
Ма (г) + Каб) = 0 (13. 1. 15) 
它 的 解 可 以 假设 为 以 下 形式 
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тщ — о rr 


а = fsinelt t) (13. 4, 1) 
Ep. tEn 阶 向 量 ,w 是 向 量 的 振动 频率 ,t БЕНЕН, 是 由 初始 条 件 确 定 的 时 间 
ЖЖ. 
将 (3.4.1) 式 代 和 人 (13.1.15) 式 ,就 得 到 一 个 广义 特征 值 问 题 , 即 
КЁ «МВ — 0 (13.4.2) 
ЖЖ Л ЕЛЕЙ ЕР По, 5 ЖЕ n ЖИЕ (ол В), (ав Ват (об В.) фр 
征 值 суета, ҚЖА Юл 个 固有 频率 ,并 有 
O =< o, < a, з < Q, 
HEHEA „Фос, AERAN л THARA., ПЕР ЛЕНГЕН F 3 КЕ 
#М#,=1 G =1,2,+е,п) (13.4.3) 
Ж ЕЗЙ ЖЕ НЕ] В КН М. ЖКА ПЕШ ЕН & Кт BT ЕҢ ТЕД КН, НЕСЕ ДИЕ. LJ Fm 
ЖЕ # SU BJ НЕЛЕ. 
将 特征 解 Co 8) (а? ,更 ) 代 回 方程 (13. 4. 2) 趟 ,得 到 


Ký = «МФ, КФ, = «МВ, (13,4, 4) 
Ri ЕА АО ВЕ СД 07, а — ВЕТ, Н KAM ВОРЕН НЕ 
ФКФ 一 #ТК%, (13. 4.5) 
所 以 可 以 得 到 
(07 — а?) ФМФ = 0 (13.4.6) 


由 上 式 可 见 , 当 озо, 时 , 必 有 
PMi = 0 (13. 4.7) 
上 起 表明 固有 振 型 对 于 和 矩阵 M 是正 交 的 。 和 (13. 4. DRE- E, ЗНАЕ M 
的 正则 正 交 性 质 表 示 为 


l Gap 
бм = 77 (13.4. 8) 
О (=> j) 
将 上 式 代 回 到 (13. 4. 4) 式 ,可 得 
w (= 7) 
кка = | | ) (13,4,9) 
0 (í р) 
ШЖ; ЖЯ 
$= (% $ … $. | 
wi 
с Ü 
0 = (13. 4.10) 
0 
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M EF IE ТА КЕ Ла МЕ н] 56 л В 
Ф'МФ = І Ф'КФ = ü (13.4.11) 
ФМО ЛЛ ARA ЙК S Ri БЕЛП [| ЭЯ ЖЕГЕ. ARET FE 8 aj в] еру 
КФ 一 MPN (13, 4. 12) 


В РН ИЕ ЖЕ ВЛ yi rh R EES ГНН, Jy ge B) ВТА, BI ЗА 58 B) НІНЕ n 
很 高 。 介 是 无 论 是 求解 系统 的 动力 特性 本 身 还 是 进一步 求解 系统 的 动力 响 庶 ,实际 需要 求解 
的 特征 解 的 个 数 通 常 是 撑 小 于 系统 自由 度数 的 。 这 类 方程 阶 数 很 高 而 求解 的 特征 解 又 相对 
较 少 的 特征 但 问题 , 称 之 为 大 型 特征 值 问题 。 它 的 解法 将 在 13.6 节 给 予 专门 的 讨论 。 


13.4.2 求解 系统 的 动力 响应 


1. МЕНЕН ҒЫ 
АЖ 


ай) = Фа) = У $x, (13. 4. 13) 
其 中 


хо) = [лу a се ох, | 
kay ЖШ асоЖ М9. (15 1.2 ҺИНЕҢ А.Ф ПІМЕШЕР Ж {у ЖЕЕ ГЫ 
Ех 是 广义 的 位 移 值 。 从 数学 上 看 ,是 将 位 移 向 量 aa 从 以 有 限 元 系统 的 结 点 位 移 为 
基 辣 量 ( 又 称 为 物理 坐标 ) 的 站 维 空间 转 换 到 以 中 为 基 向 量 ( 又 称 为 振 型 坐标 或 模 态 坐标 ) 
B n ЕЗІН, 
将 此 变换 代入 运动 方程 (13, 1. 11) , Вж ЖЕЕ Ф.Ф BJ IE 28 RE , МИН 
Dj ЖТ АЕ jn] Et == [н] р BJ i: д 


хо) + P OPO + = ФО) = Rú) (13. 4. 14) 
Елер f ti, +B py Rb EE J në 

ху = @' Ма, x. = Ф Ma. (13. 4. 15) 

ТЕ (13. 4, ТА ИИН ЕЛЕР А КАН ЈЕ, МФ ТЕЗ ETT 43 

| 2а, G= 3) 
#!С$, = 
| Gj) (13. 4.16) 
或 
2а Ë, 
| 2а», 0 
e | ese (13.4.17) 
да, Ë, 


RH 011,2, 56, п) Э ИЧКЕН РДЕ ДЕН ЕЕЕ, (13.41 КЕ а AHS A 
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耦合 的 二 阶 常 徽 分 方程 
TD + 20 вх.) нет (Е) = 2) (= lesn) (13. 4. 18) 
上 列 每 一 个 方程 相当 于 一 个 单 白 由 度 系 统 的 振动 方程 ,可 以 比较 方便 地 求解 。 式 中 
(о-Фхос ,是 载荷 向 量 QC1) 在 振 型 和 上 的 投影 。 车 (是 按 一 定 的 空间 分 布 模式 而 
随时 间 变 化 的 , 即 
| 008) = Qst) = ЕС) С) (13. 4. 19) 
则 有 к\т} = OFig = Бай (13. 4.20) 
Еко AE ален, OR ЕО ВВ БЕЙ ,&- Ж. ШЕС) НР 
交 , 则 f= 二 0, 从 而 得 到 (二 0,x,(t) 二 0。 这 表明 结构 响应 中 不 包含 下 的 成 分 ， 兴 即 
Qs;t) 不 能 激 起 与 FCs) 正 交 的 振 型 和。 另 一 片面 ,如 果 对 q(t) 进行 Fourier 分 析 , 可 以 得 
到 它 所 包含 的 各 个 频率 成 分 及 其 幅 值 。 根 据 其 中 应 予 考虑 的 最 高 阶 频率 ,可 以 确定 对 
《13,4, 18) 式 进行 积分 的 最 高 阶 数 ,例如 选择 %, 二 10w。 综 合 以 上 两 个 因素 , 遂 常 在 实 
际 分 析 中 ,需要 求解 的 单 自 由 度 方程 数 远 小 于 系统 的 和 白 由 度数 z, 
顺 恒 措 出 ,如 果 尼 是 Rayieigh 阻尼 ,好 
С = aM + ак 
则 (13.4. 17) 式 还 提供 了 一 个 确定 常数 a 和 8 的 方法 。 如 果 根 据 试验 或 相近 似 结 构 的 资 
料 已 扼 两 个 振 模 的 阻尼 比 总 和 ,从 (13.4. 16) 式 可 以 得 到 两 个 方程 ,从 面 解 得 常数 a 
пе. 
22 266ш,- Бо.) 
(ш, — а), ) 
206ө;- бю,) 


(e — GJ) 


(13. 4.21) 
В = 


2 求解 单 自 由 度 系 统 振 动 方程 


单 目 由 度 系统 的 振动 方程 (13. 4. 18) 的 求解 ,在 -- 般 情况 下 可 采用 上 节 讨 论 的 直接 积 
分 方法 。 但 在 振动 分 析 中 常常 采用 杜 哈 美 (Duhamel) 积分 ,又 称 为 于 如 积分 。 这 个 方法 
的 基 木 思想 是 将 任意 油 振 力 ”分解 为 一 系列 徽 冲 量 的 连续 作用 ,分 别 求 出 系统 对 得 个 
微 冲 量 的 啊 应 ,然后 根据 线性 系统 的 到 加 原理 ,将 它们 要 加 起 来 ,得 到 系统 对 任意 激 据 的 
了 响应。 杜 哈 美 积分 的 结果 是 
1 


ғ 
T KE) -过 | г (Пе 544 main (z — r)dr + 
Ө, 


e Wila sinw -+ bcoswr) (13, 4, 22) 
EP о, =, lE ‚а, 5, 是 由 起 始 条 件 决 定 的 常数 。 上 式 右 端 前 一 项 代表 + (1) 引 起 的 
系统 强迫 振动 项 ,后 一 项 代表 在 一 定 起 始 条 件 下 的 系统 自由 振动 项 ， 
当 阻 尼 很 小 , 即 总 -0 时 ,w, 一 ,这 时 村 险 美 积分 的 结果 是 


+ (#) = 2) 六 《TS 人 CE 一 r)dr + а, зға -+ b, cosw,t (13. 4, 23) 
pal D 
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杜 哈 美 积分 (13. 4. 22) 或 (13.4. 23) 式 ,在 一 般 情 况 下 ,也 需 利用 数值 积分 方法 进行 计算 ， 
但 是 对 于 少数 简单 情形 , 训 以 得 到 解析 的 结果 。 

3. 振 型 下 加 得 到 系统 的 响应 

在 得 到 每 个 振 型 的 响应 以 后 , 按 (13.4, 13)? 式 将 它们 要 加 起 来 就 得 到 系统 的 响应 , JE 
即 每 个 结 点 的 位 移 值 是 


alt) = > вт. (г) 


ЖИТ ШЕ ИЕБИ Н. 对 此 方法 的 一 些 性 质 和 特点 林 以 指出 以 下 
JL: 

(1) 振 型 得 如 法 中 ,将 系统 位 移 转 换 到 以 固有 振 型 为 基 向 量 的 空间 ,这 对 系统 的 性 质 
并 无 影响 ,而 是 以 求解 广义 特征 值 问 题 为 代价 ,得 到 非 耦合 的 ”个 单 自由 度 系 统 的 运动 方 
程 。 如 果 在 据 型 亚 加 法 中 ,对 于 关 个 单 自 田 度 系统 的 运动 方程 都 进行 积分 , 且 采 用 和 和 直接 
积分 法 相同 的 积分 方案 和 时 间 步 长 , 则 最 后 通过 振 型 登 加 得 到 的 ab 和 直接 积分 法 得 到 
的 结果 在 积分 方案 的 误差 和 计算 机 伟人 误差 的 范围 内 将 是 一 致 的 。 

(2) 振 型 羡 加 法 中 对 于 个 单 自由 度 系 统 运 动 方程 的 积分 , 比 对 联 立 方程 组 的 家 接 
积分 节省 计算 时 间 。 另 外 ,如 前 商 已 叙 及 的 ,通常 只 要 对 非 耦合 运动 方程 中 的 一 小 部 分 进行 
积分 。 例 如 只 需 得 到 对 应 于 前 p 个 特征 解 的 响应 ,就 能 很 好 地 近似 系统 的 实际 响应 。 这 是 
由 于 通常 情况 下 高 阶 的 频率 成 分 对 系统 的 实际 响应 影响 较 小 。 田 一 方 蜡 ,有 限 元 方法 中 求 
和 解 特征 方程 (13, 4, 2) 式 得 到 的 高 阶 特 征 解 和 实际 情形 相差 也 很 大。 这 因为 有 限 元 的 自由 度 
有 限 , 对 于 低 阶 特征 解 近似 性 较 好 ,而 对 于 高 阶 则 较 差 ,因此 求解 高 阶 特征 解 的 意义 不 大 ,而 
低 阶 特征 解 对 于 结构 设计 则 常常 是 必需 的 。 但 是 采用 振 型 亚 加 法 需要 增加 求解 广义 特征 值 
问题 的 计算 时 间 , 所 以 在 实际 分 析 中 究竟 采用 哪 种 方法 还 应 根据 具体 情况 确定 。 

(3) 对 于 非 线 性 系统 通常 必须 采用 直接 积分 法 。 因 为 此 时 天 二 玉 (1) ,所 以 系统 的 特 
征 解 也 将 随时 间 变 化 ,因此 无 法 利用 振 型 登 加 法 , 

例 13.3 MRA 13.2 中 三 自由 度 系 统 为 例 , 现 在 用 据 型 亚 加 法 求解 。 此 时 应 求解 
的 广 沁 特征 值 问 题 是 
2 -1 O 
-1 4 一? 
0 一 2 2 
按照 一 般 的 线性 代数 方法 可 以 得 到 人 中式 的 解 管 为 


工 


ав = 2 ,一 [| 一 2 0 111 © 
а = 3 #=[—1 1 —2]! 
利用 四 式 , 可 以 将 原 问 题 转换 为 以 看 про Ж ҖЕТЕ) 3 个 互 不 耦合 的 运动 方程 , 即 ， 


1 
0 $ D 
0 


$= а 


0 p 
3 Ü 
O 1 


ORBE AAEM 好 


ЖОН ің (р) = 9/10 


ЖУ) +Е2хл, (е) = 6/5 @ 


原 系 统 的 初始 条 忻 是 a 二 0 # a, =0, 551 F 0) 
Ж, шә = Ü х, |» = 0 G= 1,2,3) (4) 


利用 无 阻尼 情形 的 杜 哈 美 积分 公式 (13.4. 23). н] ИҢЕ @ НЕШЕ. 
ха (2) = E — costv 1/3 t) J 
хеб) = 5 — соя(/2 2 | (5) 
да С) 一 一 ‚Г! — сов(,3 t) | 


最 后 利用 振 型 登 加 得 到 系统 的 位 移 为 
25[1 — сов 1/3 2) ] 


l —¿ —1! 
ali) = |5/3 0 | [1 一 cos(V3 21 (б) 
2 1 —2 


一 ІП — cos(y3 zy] 


ERORI RISA ВИЕ Квиет Е: 
(а) 对 于 А: Т./10--0. 363 算得 的 位 移 值 ， 


(b) 对 于 At 一 5T, =18, 14 算得 的 位 移 值 ， 


ЕГІН А Z At ЗА! 4А! БА, 6 Az ТА BA ЗА! 10де 
a, 3. 89 3.46 一 1.19 2.25 183 --22440 1,78 2.25 一 123 3,40 
а» 6. 75 6. 76 0,00 6,73 5.77 0.00 6.72 6, 79 0.00 65.70 
аз 5,17 8.41 0.60 8,97 9.24 1.20 9.19 9.05 0,81 8365 


此 结果 是 系统 响应 的 精确 解 , 可 以 用 来 检验 13.3. 3 节 的 中 心 差分 法 和 Newmark ЭТ 
法 的 结果 。 对 于 Ағ-0.363 的 情况 ,三 者 的 比较 见 图 13. 1。 由 图 可 见 , 由 于 At 较 小 ,两 
种 直接 积分 法 的 结果 都 相当 好 。 而 对 于 At=18. 14 的 情况 ,由 于 At 已 相当 大 ,虽然 此 时 


аз 


a] 


AIR IARD 


3.5 
一 一 一 中 心 差分 法 р, 
30 - - - Newmark 5; ` 
一 一 ҖИ WI zk 


А 
一 一 一 PLETE 
5 Newmark 法 
— МАЛЫ 


图 13.1 


-一 一 Тт E ЧК 
---- -- Newmark zÉ 
一 一 F: ПК 


振 型 全 加 法 和 直接 积分 法 计算 结果 比较 
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Newmark ЕЛЕНЕ. 

如 果 在 振 型 亚 加 法 中 ,对 于 非 耦合 的 单 自 由 度 运 动 方程 时 式 的 积分 也 采用 直接 积分 
法 ,并 且 Ar 相同 , 则 可 得 到 和 直接 积分 法 完全 一 致 的 结果 。 当 然 ,在 一 般 的 nn 个 日 由 度 系 
统 中 ,如 果 只 积分 p 个 单 自由 度 系统 的 运动 方程 ,即使 积分 基 精 确 的 ,最 后 得 到 的 系统 响 
应 也 将 因 忽 赂 高 阶 振 型 的 成 分 而 引信 误 善 。 


135 解 的 稳定 性 


在 前 面 的 讨论 中 已 经 指出 ,在 选择 直接 积分 求解 结构 系统 运动 方程 的 具体 方案 时 必 
须 考虑 解 的 稳定 性 问题 ,现在 对 此 问题 进一步 作 一 简要 讨论 。 

从 理论 上 看 , 寿 要 得 到 结构 动力 响应 的 精确 解答 ,就 应 对 结 攀 系统 的 运动 方程 组 
《13. 1. 11) 陈 或 是 经 变换 后 的 个 不 相 耦 合 的 单 自由 度 系统 的 运动 方程 (13. 4. 18) 式 进行 
精确 积分 。 同 时 我 们 知道 , 当 利 用 直接 积分 法 对 前 者 进行 积分 时 ,实质 上 是 和 采用 相同 的 
时 间 步 长 同时 对 后 者 的 有 个 方程 进行 积分 相等 效 。 因 此 ,Ai 的 选择 应 和 最 小 固有 周期 
Т, 相 适 应 ; 即 要 求 At 选择 得 很 小 。 鲍 如 作为 一 个 估计 要 求 ле То, 

然而 ,正如 前 面 讨 论 中 已 指出 ,实际 结构 分 析 只 要 求 精确 地 求 得 相应 于 前 p 阶 固有 
振 型 的 啊 应 ,这 里 户 和 载荷 的 频率 及 其 分 布 有 关 。 如 果 选 择 At 一 了 710, 即 了 /了 , 倍 于 
以 前 的 合计 械 ,/10。 这 样 一 来 Ar 就 比 了 ,7Z10 大 得 多 了 ,其 至 可 达 几 千 倍 ， 

当 采 用 直接 积分 方法 时 ,高 阶 振 型 的 响应 是 被 自动 积分 的 。 当 Ar T, 时 ,会 得 到 什 
么 结果 ?从 数学 上 说 这 就 是 解 的 稳定 性 问题 。 如 果 解 是 稳定 的 ,意思 是 指 当 采用 较 大 A 
时 ,不 会 因 高 阶 振 型 的 误差 使 低 阶 迫 型 的 解 失 去 意义 ,也 即 在 某 个 时 间 ,а,а,а 的 误差 在 
积分 过 程 中 不 会 不 断 增长 。 解 的 稳定 性 定义 是 ;如 果 在 任何 时 间 步 长 At 条件 下 ,对 于 任 
何 初始 条 件 的 解 不 是 无 限制 地 增长 , 则 称 此 积分 方法 是 无 条 件 稳 定 的 ;如 果 Ai 必须 小 于 
ЖУН Ar ,上 述 性 质 才能 保持 , 则 称 此 积分 方法 是 有 条 件 稳 定 的 。 

在 前 面 的 讨论 中 已 经 立 明 , 原 运 动 方程 组 经 变换 为 个 不 相 而 合 的 微分 方程 后 ,其 性 
质 不 变 , 因 此 可 以 方便 地 对 非 克 合 的 微分 方程 讨论 解 的 稳定 性 。 叉 因为 n 个 方程 的 形式 
相同 , 故 仅 再 分 析 共 中 一 个 作为 代表 ,将 它 写 成 

х, + двата ойт, = r, 
或 т. + C.z, бах, = r, 

讨论 解 的 稳定 性 实质 上 是 讨论 误差 引起 的 响应 ,所 以 在 上 式 中 可 令 z =0。 另 一 方面 
由 于 在 正 阻尼 情况 下 ,阻尼 对 解 的 稳定 性 是 有 利 的 ,所 以 在 讨论 解 的 稳定 性 时 ,总 可 令 
C, 一 0, 基 于 上 述 两 点 ,要 讨论 的 方程 是 

гел, = 0 (13.5.2) 


(13.5.1) 


. 491 


м; 人 


13.5.1 ”中心 差分 法 
利用 中 心 差分 法 对 (13. 5. 2) 式 进行 积分 ,根据 循环 计算 公式 (13.3.4) ,可 以 写 出 


(тд =— САҒЫ 一 2 一 《TD (13.5.3) 
假定 解 的 形式 为 
Ст, Уда = ÀT, s (z), = А(х,),. м (13.5.4) 
将 上 式 代 人 03.5.3) 式 , 则 可 得 到 特征 方程 
А + (p, — 2)A + 1 = 0 (13. 5.5) 
其 中 р, = АРай (13.5. 6) 
解 出 上 式 的 根 


А 2-р Бур. ~ 27 一 4 
ыр 


A 的 根 关 系 到 解 的 性 质 , 现 在 分 析 解 稳定 性 的 条 件 。 
(1) 真正 解 在 小 阻尼 情 涡 下 应 具有 振荡 特性 ,因此 4 必须 是 复数 ,这 就 要 求 
(р.—2)*—4< 0 


(13.5. 7) 


ЛЕ ёр 
р. < 4 (13. 5. 8) 
因为 р, = Лг, АВ о, = 2х T, ВТЕ А БАЕВ 9] 
ме 2 Í: (13. 5.9) 
i, к 
(2) FE 88 4 W 3; EE Rb 18 JS К 
А |= 1 (13. 5. 10) 


ІА = 表示 无 阻尼 的 自由 振动 。(13. 5.7) 式 表示 的 由 的 |4|= 一 1 已 自动 满足 上 式 的 
ж, 

正如 以 前 所 指出 ,直接 积分 法 相当 于 利用 同样 的 时 间 步 长 对 所 有 1 个 振 型 的 单 上 月 由 
度 方程 同时 进行 积分 ,因此 为 了 保 皖 解 的 稳定 性 ,中 心 差分 法 的 时 间 步 长 必须 服从 以 下 
ж 


Аға. Ді. = L (13.5.11) 


ЖЕ 13.3 节 已 给 出 的 解 的 稳定 性 条 件 ,其 中 Az, 是 临界 时 间 步 长 , Т, 是 系统 的 最 小 固 
有 周期 。 我 们 在 13, 3. 1 节 已 指出 ,实际 上 若 不 需要 从 求解 整个 系统 的 特征 值 问 题 得 到 
T+ 并 已 给 出 了 估计 Т, 的 方法 。 


13.5.2 Newmark 方法 
将 Newmark 方法 的 循环 计算 公式 (13.3.16) 式 用 于 (13. 5. 2) 式 表示 的 运动 方程 ,可 
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以 得 到 
(рала (г)? = (а), + Atr, + (ғ -а)д (го, (13. 5. 12) 
为 了 研究 解 的 稳定 性 , 现 将 上 式 改 写 为 类 似 于 (13. 5. 3? 式 的 三 步 位 移 形式 ” ,为 此 需 
要 利用 Newmark 方法 的 基本 假设 (13. 3. 10) 和 (13. 3. 11) 式 ,并 利用 (13. 5. 2) 式 ,对 于 现 


在 的 情况 ,它们 可 以 表示 为 
- 13. 5.1 
(T basa = r, h + (r, ), Az — (% сонсо еме) ( 3) 
利用 上 式 和 (13. 5.2) 式 ,(13.5. 12) 式 可 以 改写 成 


(1 ар.) (хо + -2+ (а-ы С) + 


1 (рта- др ада = 0 (13. 5. 14) 


其 中 
р; = АР аќ 
仍 假 设 解 具有 (13.5,4) 式 的 形式 ,代入 上 式 可 以 得 到 关于 4 的 特征 方程 


А2 (1 Вар) +А-2+ (5 一 2 十 ?jp |+ È 十 (3 +а- др |= 0 


2 
(13. 5. 15) 
该 方程 的 根 是 
усаар 

А. C-e v AltA) (13. 5. 16) 

其 中 | 

ЛИН 
一 一 -一 _ д АЁ n (13.5.17) 
Ë 1 + ар, 1 + ap, 
现在 分 析 解 的 稳定 性 条 人 忻 。 


(1) 天正 的 解 在 小 阻尼 情况 下 必须 具有 振荡 的 性 质 , 因 此 应 是 复数 ,这 就 要 求 
AHR) (2 о)” 
Лр HII 


2 
ра (+8) |>-4 (13. 5. 18) 


+ 其 实 (13,5,12) 式 的 3 点 位 移 撒 式 可 以 直接 从 (13.3. 18) 式 得 到 ,只 是 (13. 3.185 B E шы. 借鉴 更 
在 的 推荐 过 程 可 以 导出 513,3, 1828, 
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当 p 很 大 时 , 妈 Ar 不 受 限 制 时 , 仍 要 求 上 式 成 立 ,必须 是 


«> (+ +8) (13.5.19) 
ОВЕЕЕРЯЖЕХИМЕН,ЬНИН ЯН А =y l1 AA АЙ 

—1<]һ<0 (13. 5. 20) 
同样 , 当 р, BAA DER кіл. ЖЕ 

8 >> 1/2 (13. 5.21) 

l pazo (13. 5, 22) 


2 


因为 当 条 件 4《13. 5. 19) 式 满足 时 ,《13. 5. 22) 式 恒 成 立 ; 所 以 综合 以 上 分 析 可 以 得 到 
Newmark 方法 无 条 件 稳定 的 条 件 是 


8>5 > (+ +8) (13. 5. 23) 


如 果 不 满足 上 述 条 人 忻 , 要 得 到 稳定 的 解 , 时 间 步 长 Де ДЕ мало, Ata V 
《13.5. 18)? 式 求 得 ,结果 是 
м = (13. 5. 24) 
T /(1/2+8)* да 
现在 讨论 有 关 "“ 数 值 阻尼 ”的 概念 。 从 (13. 5. 23? 式 可 见 , 当 3=- 172,a>>1/4 时 , 解 是 
无 条 件 稳定 的 :而且 从 (13.5.177 和 (13.5.20) 式 可 知 , 这 时 |4 -1, 22 El E E BE 
动 的 实际 情形 .组 是 如 果 在 计算 中 , 取 8>172, 则 得 到 |A|<1, 表 明 振幅 将 不 断 衰减 ,这 
是 由 于 数值 计算 过 程 中 取 9>1/2 这 一 人 为 因素 而 引 人 和 人 的 一 种 “人 人工? 阻尼 , 称 为 “数值 阻 
E”. 图 13.2 中 给 出 了 a Me R 3 种 数值 时 |4| 随 A1iT 的 变化 趋 热 ， 


АНТ 
НІ 13.2 三 种 Newmark 方案 的 |4 — A T ВЕ 


这 种 数值 阻尼 在 一 定 条 件 下 是 有 用 的 ， 因 为 在 直接 积分 法 中 ,我 们 采用 的 Ar 通常 均 
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远大 于 系统 最 高 固有 频率 所 对 应 的 周期 ， 对 此 频率 的 响应 将 是 不 可 徘 的 ,并 将 产生 数值 
上 的 干扰 ， 如 果 通 过 取 0221/2 而 引 和 人数 值 阻尼 , 旭 高 频 的 干 执 可 迅速 衰减 ,而 对 低频 的 
НЫН. 这 点 可 从 图 13. 2 看 到 ,内 为 在 Ai 取 定 以 后 ,对 于 高 频 成 分 ,At 了 较 大 ,此 时 
АТІКА РФА. ПХ РУКИА, At 较 小 , 则 14 接近 于 1, 表 明 数 但 
PR JE АНЕ ЫДЫ Е 09. 
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在 13.4 节 的 讨论 中 已 经 知道 . 当 利 用 所 型 到 加 法 求解 系统 的 运动 方程 时 ,首先 第 要 
求解 一 广义 特征 值 问题 
КФ-айМ%-0 (13.4. 2) 
或 КФ - МФ) (13.4. 12) 
由 于 在 一 般 的 有 限 元 分 析 中 ,系统 的 自由 度 很 多 ,同时 在 研究 系统 的 响应 时 ,往往 只 
需要 了 解 少数 较 低 的 特征 值 及 相应 的 特征 向 量 , 因 此 在 有 限 元 分 析 中 ,发 展 了 一 些 适应 上 
述 竺 总 而 效率 较 高 的 解法 ,其 中 应 用 较 广 泛 的 是 矩阵 反 和 迭代 法 和 于 空间 选 代 法 。 前 者 算 
法 简单 ,比较 适合 于 只 要 求 得 到 系统 的 很 少数 目 特 征 解 的 情况 。 后 者 实质 是 将 前 者 推广 
应 用 于 同时 利用 若干 个 向 量 进 行 渤 代 的 情况 ,可 以 用 于 要 求 得 到 系统 多 一 些 特 征 解 的 情 
况 , 男 外 ,近年 来 ,里 兹 向 量 直 接 倒 加 法 和 Lanczos 向 量 的 直接 秋 加 法 ,由 于 具有 更 高 的 计 
算 效 率 ,引起 了 有 限 元 工作 者 广泛 的 兴趣 。 它 们 共同 的 特点 是 直接 生成 一 组 里 兹 向 量 或 
Lanczos 同 量 , 对 运动 方程 进行 减 缩 ,然后 通过 求解 减 缩 了 的 运动 方程 的 特征 值 问 题 , 进 
而 就 可 得 到 原 系 统 方 程 的 特征 和解 ,从 而 避免 了 反选 代 法 或 于 空间 迭代 法 中 的 选 代步 又。 
以 下 对 这 上 几 称 方法 和 逐一 进行 简要 的 讨论 。 


13.6.1 МӨЖ 


利用 反选 代 法 求解 广义 特征 值 问 题 在 12. 3. 4 节 求 解 瞬 态 热传导 方程 的 最 小 特征 值 
ol 时 已 有 应 用 ,当时 由 于 只 要 求 散 一 个 ,相对 比较 简单 。 现 在 的 问题 是 蓝 求 解 若干 个 
特征 解 (o 8) ,相对 就 比较 复杂 ,为 比 本 节 进 一 步 作 较 详细 的 讨论 ， 

ЕРЕ 

初始 计算 

(1) 形成 刚度 矩阵 КЕШЕМ: 

(2) 按 所 给 定 的 边界 条 件 修正 Қ; 

(3) -AH K: K=LDL', 

对 于 每 一 个 特征 解 as 和 $$, 的 求解 (i==1,2,…，, 思 ) 
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(1) 络 定 初始 迭代 向 量 (x,)。 
(2) 对 于 每 次 迭 找 (二 0,1,2*…') 作 ， 
Q) 与 已 生成 的 和 本 ==1,2,… ,i 一 1) 作 正 交 化 处 理 { 对 于 1221 进行), 即 


A 
j=l 


© Hx), 作 正则 化 处 理 , 即 
(x) = Cx /EROIM a a 

加 赋值: Y= M(x,), 

ORKEN: LDL Cx, + У 

(5) 赋值 : K= Cx TY 

D RH: у= М(х, a 

С) 赋值 М= (ха У: 

D 计算 or ВИ o Jeri Вр 

(ou = K/M 
O 检查 (oo )t: 是 否 满足 精度 要 求 (对 于 ЕСІ 进行 ), 即 要 求 
| [Co — СӨ), И Се аа |< ет 
如 果 满 足 精 度 要 求 网 转 下 步 C3); 如 时 不满 足 则 令 
(xea = Cx) Е = АНІ, НЕН Ф. 

(3) МИН, = (а) #=(х,),.1/М? 

(4) 输出 o, f. 

2. 算法 的 若干 注释 

(1) 初始 向 量 (x,)o 的 选取 

关于 初始 向 量 (x,), ,原则 上 可 以 任意 选取 ,但 要 求 它 不 与 和 正 交 , 即 (x I M$,Z0. 
一 般 情 形 为 方便 起 见 , 可 取 Cx,)。=[l1 1 … 17', 或 者 取 随 机 向 量 。 

(2) 线性 代数 方程 组 的 求解 

线性 代数 方程 组 为 

Kix Ja, = LDL" CX. J)a = Y (13.6.1) 

нту-ма), 在 每 次 选 代 中 都 要 求解 。 因 为 在 初始 计算 中 已 对 六 进行 了 分 解 , 在 以 后 
的 迭代 中 只 需要 按 改变 了 的 右 端 项 进行 回 代 。 

(3) 迁 代 收敛 性 的 证 明 

现在 来 分 析 每 次 求解 得 到 的 (x,) ,和 求解 前 的 (x,), 相 比 有 什么 变化 。 

Ж, k=0 开始 ,因为 任何 向 量 均 可 按 特 征 疝 量 (在 振动 问题 中 即 固 有 振 型 ) 办 ， 
ф,,-.-.Ф ЕН. (км 可 表示 为 


= А үз 
hA AAFAA жш 


(X, Jo 一 ФА, (18. 6.2) 
Не, ф-|# $, r". 多] 是 固有 振 型 矩阵 ,如 = Га, ез a, J H. rh BJ BL 4 ú Ж 
а, 代表 (x,)o fE$.(j=1,2,--,n) LARE. Ш Сх), 已 经 正 交 化 处 理 , 即 已 知 册 , 9, 


=.. ‚9%, 1 IF % , А] “| =a, 一 一 让 1 Ü, 
利用 上 式 和 (13. 4. 12) 式 可 以 得 到 


Мех, ), = ЖАРА, = КФАА, = КФА, 13.6.3} 
其 中 
1 
1 | 
-1 一 5 一 =“ 4 а, 
=)=) ә А, ДА, Е z а (13.6, 4) 
1 
а, 
9 (х), 已 经 正 交 化 处 理 , 则 
А, = АА, = Е Ü =. ті = ши 2] 
(013. 6. З) {6А (13.6.1), F R ЗЕЦ КО, БИ ИДЕЯ 
С, ), = ФА, (13. Б, 5) 
这 是 第 1 次 选 代 后 得 到 的 结果 ,如 果 经 过 点 次 选 代 , 则 可 以 得 到 
Эх,» = ФА, (13, 6, 6) 
其 中 
ға |a #2 а | 
А, = АА, — Е: ай! за | 
如 果 每 次 进 代 的 (x,)， 者 经 过 正 奖 化 处 理 ， ЙЛ Е ЯФ, ,%, э" Ф. IF 3 ТІ 
Қ = ыш ан . a] 
А, = МА, = |0 0 = 28 | (13.6.7) 


AA ш «о, < --- <a, ;所 以 随 着 渤 代 次 数 的 增加 ,A 中 第 i 个 元 素 相对 其 余 元 素 将 
保持 明显 的 优势 ,也 即 (x,); АҒ” ,这 样 就 证 明了 反选 代 法 的 收 伍 性 。 


(4) o, ЮИ E Cw, За УТРА 
* Hmm 238 8 (Rayleigh Quotient) 方法 计算 = 的 近似 值 ,具体 计算 公式 是 


ы. 


эу _ К Орфи”. (ӘК) 
СЛ дка = M (х), (x L M) (13. 6. В) 
这 是 因为 系统 的 动能 TT 和 位 能 U 的 一 般 表 达 式 是 
1 (13. 8. 9) 


1. А 
T = а! U — >q" 
7 Ма sa Ка 
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系统 按 第 i 阶 固 有 振 型 各 作 振 动 时 则 有 
а = Š sino, 0-і) 
| (13. 6. 10) 
а = а,б сова, (Р — t) 


将 上 式 代 人 (13.6.9) 式 ,可 以 奢 出 当 系 统 按 多 作 振 动 时 ,动能 最 大 值 T,,, 和 位 能 最 大 值 
Ее; 


Тыл = 18, Б. = > WK, (13.6.11) 
根据 机 械 能 守恒 原理 , 则 Ta 一 Co 所 以 得 到 
‚_ ФК, 
а, 一 ETME (13, б, 12) 


H (13, 6. 8 了 式 和 上 式 的 对 比 可 见 , 随 着 (xy 的 逐步 趋 近 于 办 „Д Со) О Р A 
ЕТ о. А, а) и] БА R] ЖЕТА V E: A A ЈА EF pJ ЖЫ EAA F = gt 47 
判断 


(ә, ын 一 Co 


< er (13.6.13) 


бе) 
式 中 的 er 是 规定 的 允许 误差 。 
如 果 满 足 精 度 要 求 , 则 输出 o ЖФ, ВЧТ ДЕ, АД Со), ЕЕЕ Е АЕ 
Сон ААТ. ӘБ ID BES ASSIS, 
(5) ЖАА (х.), 的 正 交 化 和 正则 化 处 理 
具有 前 面 收 合 性 的 证 明 中 己 可 看 到 ,在 求解 第 i 阶 特征 解 时 ,为 使 迭代 收敛 到 wi Ў, 
应 使 每 次 的 近代 向 量 (x.) 和 已 经 解 得 的 和 二 一 1,2,… ,i 一 1) 保 持 正 交 , 即 
PMax = 0 (=1,2.,i—1) (13. 6. 14) 
ОЙ ДЕ ҚА Ға ВВ. БКНЕ E Gram-Schmidt 正 交 化 过 
Ж ЗЕЙ М(х), 为 例 , 在 正 交 化 之 前 用 (xs )， 表示 , 今 
Cee), = (IDe — ATE M] (13. 6. 15) 
则 此 时 确实 在 在 
EM) = $I M(x;), — ФМК), == 0 
一 般 情 形 ,在 求解 旧时, 正 交 化 处 理 可 表示 为 


+: 1 
(хы == (Хх), — > PEP Mix, a] (13. 6. 16) 
等 一 次 渤 代 过 程 中 , 除 上 述 正 变化 处 理 以 外 ,还 蓝 作 笠 则 化 处 理 , 即 令 
(x), = (x), /[(x РМ Ска р (13. 6.17) 


自 的 是 使 (x,), 满足 
CX) М(х,), = 1 (13. 6. 18) 
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此 处 理 的 必要 性 可 从 (13.6.7) 式 看 出 。 和 将 则 密 次 夺 代 以 后 ,4 的 第 ;个 元 素 可 能 因为 过 
КОЧ оао ЖД ЛК ОҢ ооо. УКЖ {КИЕУ ЕИ И) Ж Ж. ЛЕ Ж 
PRERE ЕА ТАТЕ, P r s AE 98 Ж Е НЕЛЕЕ ТА 22 ВО SE ІН. БШ iZ oK 
ЖЕМЕ ЕЛЕК. 

(6) 移 频 法 的 采用 

在 每 一 次 选 代步 又 中 ,需要 求解 线性 代数 方程 组 (13. 6. 1) 式 。 显 然 , 如 果 压 是 奇异 
的 ,和 迭代 将 无 活 进 行 。 当 系统 的 约束 条 件 不 足以 消除 刚体 位 移 时 会 出 现 此 情形 ,这 时 系统 
有 零 特 征 值 和 表示 刚体 位 移 的 固有 振 型 。 由 美的 奇异 性 所 带 来 的 困难 可 采用 移动 特征 
值 的 方法 5 移 频 法 ) 来 解决 。 有 具体 的 做 法 是 将 方程 (13. 4. 12) 式 改写 为 

(K | aM) $— (а | a)M $ = 0 (13. 6.19) 
或 
К 8 — (o * 2 Mé ~ 0 
其 中 
К' = К+оМм (е) =o pa 

a 是 某 个 大 于 零 的 常数 。 因 为 MM 总 是 正定 的 ,所 以 新 的 矩阵 КО 总 是 正定 的 ,因此 
(13.6. 19) 却 可 以 利用 反选 代 法 求解 。 解 得 的 特征 向 量 和 原 问题 的 完全 相同 ,只 是 原 问 题 
Ф) a 疏 为 (w* ) Со? Ба), ЕДІН ШІ НУ ш = (е)? а, ҢА ДЕ ТІНІН а 
Ж ЖЕРДЕН БТ ЖИ ЖЕ. 

男方 面 ,从 (13.6.7) 式 可 以 看 到 . 当 求 解 a; Ш.Ш ©; Жо? ВЕ, WJ 18 Ө ЖЕГЕ 
是 很 慢 的 。 所 以 反选 代 法 用 于 两 个 相 邻 特征 值 很 接近 的 情况 是 不 和 送 合 的 。 对 此 情形 , 移 
频 法 也 可 以 用 来 提高 过 代 的 收 剑 速 度 。 例 如 当 上 过 | 求 得 以 后 ,如 前 面 所 分 析 , 在 求解 o 
НТ, ЩО АҒ ооа, MER е 和 ao: 很 接近 ,显然 收敛 速度 将 是 很 低 的 。 但 是 如 
采 在 解 得 ww-: 以 后 移 频 , 即 这 时 将 方程 (13. 4. 2) 式 改写 为 

(К-оМ)%-(У-а3М%--0 (13. 6. 20) 


这 样 一 来 ,求解 3 的 收敛 速度 将 依赖 于 :+ 一。 如 果 a 选取 恰当 , 则 有 
ай — а ай 
у < 3 
ә,ас-а шы 
因此 ,收敛 速度 将 有 很 大 的 提高 。 
(7) EARE 


对 有 所 情形 , 需 格 求解 系统 的 最 大 特征 值 w ,例如 在 13. 4. 1 节 讨 论 条 件 稳定 的 中 心 
差分 法 时 ,为 了 确定 临界 步 长 At 就 需要 知道 ww。 此 时 只 要 将 反 和 迭代 法 计算 步 又 (2) 的 
ООН КАМ УН Е, КАЖЕ оо -:，… 和 相对 应 的 特征 向 量 风 ， 
Ф... 
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13.62 Ғе ЈАК 


ҒЗ ОЕ ok 88 АЕ ЕЕ [aj АЕ HEH 8 3 ВЕ „Ева Еж 
解 部 分 特征 解 , 被 广泛 应 用 子 结 构 动 力学 的 有 限 元 分 析 中 ， 

子 空间 进 代 法 是 假设 r 个 起 始 向 量 同 时 进行 迭代 以 求 得 算 阵 的 前 pt 过 7) 个 特征 值 
和 特征 向 量 。 正如 前 面 书 指出 的 ,可 以 将 它 看 成 是 甜 阵 反选 代 法 的 推广 。 正 因为 如 此 , 它 
的 算法 步骤 和 和 反 送 民法 想 比 较 , 基 本 上 是 相似 的 ,主要 区 别 竹 于 现在 是 用 7 个 初始 向 量 同 
时 进行 和 代 。 以 下 列 出 它 的 其 体 计算 步 又 ,并 给 出 算法 的 着 二 注释。 

1. 计算 步骤 

(1) 初始 计算 

中 形成 刚度 矩阵 К нааж р м; 

O 按 所 给 定 的 边界 条 件 收 正 K; 

ФИН К.ШК-ІЛШІ), 

(2) НААЖ Е X. , 即 


X, =[(x s (500096 (2 
(3) АҒАҢА k(&—0,1,2,.. E 
(© ЖИН. Y= МХ, 
@ 求解 方程 组 : LDL X, =Y 
Ф ЛЕ К-ХІ,Ү 
4) АМН: Yi -МХ 1 
© НЕ: M— xL. Y. 


@ 求解 广义 特征 值 问题 ， 
КФ' МФО, 
@ REN ЖМ E 38 W EE K 


ЕК = ег (ре 1,2,--.р) 
АПН WS E MEERA A T EHR COO IE S ДЕЕ ЖЖ ШЕ. 
HIE: Y=Y, p 


@ Ф:#=Ё+1 并 返回 步 又 全 
(4) ИА: Q =G; u PS ХълФ" 
(5) НОФ 

2. 算法 的 若干 注释 

(1) АЕА Хо РОЗЕН 


对 于 现在 的 情况 ,X, 表示 的 不 是 单一 向 量 , 而 是 > 个 初始 向 量 组 成 的 矩阵 , 即 
Xo [a a e arh] (13. 6.21) 
如 果 需 要 求 得 系统 的 前 b ` Fp tE 8, И ШШ IJ ШТ И r 可取 2Xp #l p + 8 中 较 小 的 
数 。 初 始 向 量 Cx осн, 2 ;7 原则 上 可 以 任意 选取 ,只 要 它们 是 相互 独立 的 向 量 ,是 
不 和 系统 的 前 p 个 特征 向 量 中 的 任 一 个 正 交 。 例 如 取 (x1)。 的 全 部 元 素 等 于 1 ,Cx,) (i= 
2,3,…,r) 的 元 素 依 次 在 М, /KE 二 112,…,n) 的 最 大 ,次 大 ,第 三 大 的 行 导 上 取 1, 余 
下 的 元 素 全 都 取 零 的 单位 向 量 e, Sh Cx d GSL, 2 pp: 门 全 部 取 随 机 向 量 也 是 一 种 
(2) 线性 代数 方程 组 的 求解 
ERER ЕЖ КЕТЕ ЕЛ ТЕН 
КХ,.. = Ірі'Х, = Y (13.68. 22) 
НН, = МХ, ,在 现在 的 情况 下 ,是 wxXr AEE., ШЖК ЖТС, 2 Se pš, MERA 
代 中 要 进行 次回 代 :以 得 到 =Xr 的 矩阵 天。 
(3) ОСН BJ uE ВЯ 
如 同 讨 论 反 和 迭代 法 时 一 样 ,现在 首先 分 析 X, 和 X, 相 比 的 变化 ,并 仍 将 X, 表示 为 


Ж, = ФА, 513, 5, 23) 
ЕН, А; 是 пХг 的 矩阵 , 即 
ап Дә 1 
Яр Фр то ат А | 
А, 一 ; — | | (13. б. 24) 
z Ау -0 


іп (6а, 5% Q, 
其 中 每 一 个 元 素 a ҚЖА (х), ЖЫНЫ E $, ЕНЕВ. (А), 是 >Xr 的 矩阵 ， 
(А, Ær) Xr 的 和 矩阵。 为 下 一 步 讨 论 的 需要 ,(13. 6. 23) 式 还 可 以 表示 为 
X, = Ф, oJ | = Ф (А, ), ФА), (13. 6. 25) 
Aj da 
其 中 
Ф, = |#, в, EAT $ | 


Фіс Ра Мон Ф] а. 
利用 上 式 和 (13.4. 12),(13.6. 22) 式 ,最 后 可 得 到 
X = ФАА, = Ф; А, (Ау) ФА (Ау), (13. 6.27) 
或 
X, = ФА, = Ф, (А), БФ (Ау), (13. 6. 28) 
其 中 


А, = АА. (Ар), = A (А). (Ar) =À (А) 
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由 此 推广 到 一 般 , 则 一 般 表 达 陈 为 
Xei = ФА 1 = @ СА) + Фу (Ар) (13. 6. 29) 
其 中 
А, = АА, = АҒА, 
CA Jea = À (АТ), = AY (Ат 
(Ay). = АСА), = Аз (А) 
À \%,‹13.6.4)55,3ЁН В 


同时 

411 {4 1? бін 

өті ҒЫ МЕ. 

ап Grz „‚ ЧЕ А 

А пет 9% 1 
„1 ШАА) = 5 tiz Ша | 一 A (13, 6, 30) 

| F 4 l ым 

а і Яна “.. “із 
R 2 2% 

ieh dth с), 


和 (13.6.24) 式 相 比 较 , 由 于 办 过 加 二 …<ony 随 着 选 代 次 数 的 增加 ,4 中 的 (4 2-2 Ж 
对 于 541 的 优势 仿 来 你 明显 , 即 X, 中 的 入 1 分量 不 断 增 加 , 半 由 此 可 得 到 以 下 的 这 
МА 
Хам Ф (А Ма Фе Ха (АТ), (13. 6, 31) 

ЕАО ХА B] Pt BEfT Gram-Schmidt IE Ж (RE #B LA 8 rE MAE #Ë 
BH. PK ИДЕИ ЕА Мен СА), AT AE. АН X. РФ. ХЕ R 
为 同时 选 伐 法 ,其 实质 仍 与 反选 代 法 相同 ,因此 无 法 避免 前 面 述 及 的 反选 代 法 的 缺点 和 中 
制 , 面 且 计 算 效 率 不 高 .然而 子 空间 和 迭代 法 是 在 每 次 和 迷 代 得 到 ХАЖЫ Хе 
中 各 个 向 量 为 某 向 量 的 子 空 间 内 的 广义 特征 值 问题 ,通过 它 的 特征 同 量 可 以 确定 锣 ! 的 近 
似 解 ,然后 再 以 它 作 为 新 的 起 始 向 量 进 行 只 代 。 这 样 将 能 较 快 地 达到 计算 目的 。 

PRELEGO. Ф. ОРЕМ ЖОН РЕФ, MA, 近似 值 的 符 阵 特征 值 问题 。 
首先 将 下 ,MM 1 &#Х,. ,中 各 个 向 量 为 基 向 量 的 子 空间 ,得 到 

K = XL Y = XL KX, 


__ (13. 6. 32) 
М = XY, = Xi MX 
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如 此 一 来 ,下 和 前 组 成 的 广义 特征 值 问 题 为 
Kö‘ = МФ`0;, (13. 6. 33) 
可 以 证 明 由 上 式 解 得 的 特征 值 就 是 原 特 征 问 题 (13. 4.12) 式 的 前 7 个 特征 值 的 近似 值 , 它 
的 特征 向 量 钙 ' 就 是 原 特征 问题 的 前 РЕНЕ Ф 在 和 + 中 各 回 量 上 的 投影 所 组 成 的 
矩阵 的 近似 值 ,由 应 有 
О = 0, Ф * == (Ау). (13. 6. 34) 
其 中 {2| — Aí = ааірбал ms or 
现在 对 (13. 6. 34) 式 加 以 证 明 。 对 于 原 特 征 值 问题 13. A 12) 式 ,如 果 只 要 求 得 到 部 分 特 
ШЛ пе , 则 可 以 改写 为 
КФ, = МФ, (| (13. 6, 35) 
上 式 两 端 前 乘 以 AX HRPE 以 (13.6. 31) 式 表示 的 近似 式 代 和 人, 则 得 到 
КАТ)» xs МА 0; (13. 6. 36) 
将 此 式 和 (13. 6.33 АНЕ ПА лу K RM 的 广义 特征 值 问题 py Ez 82 8 38 |=] 
的 特征 值 和 特征 向 量 。 考 虚 到 (13.6.36) 式 是 近似 地 成 立 , 这 就 证 明了 (13.6. 34) 1%, M 
以 上 证 明 过 程 还 可 以 看 到 ,如 果 ХФ, 的 子 空间 内 ; 即 X. =D (А, 2, Ar = 0, 1 
时 (C13.6.31) 和 《13. 6.36) 式 表示 的 近似 式 对 于 =0 就 是 精确 成 立 的 。 这 样 一 来 ,只 需 通 
过 一 次 欠 代 , 即 一 次 求解 减 缩 了 只 十 的 广义 特征 值 问题 人 13.6. 33) 式 , 便 可 得 到 所 要 求 的 
П. =01 ЖФ; -ХФ”, 

ЖАН ТР B| 8 АУ ЗЕ ЖОЮ]. KEEN T EA Fk ñE Е 
ай ,#,(т=1.2,) ВЕ (х) ЛЕД Н Сх) fü (al), (А 1,21. АН 
W$ ог. WT ЕНЕ ta kW A ПАЛ Сх) (11,2, r) КН X, ñ 
ОНАН ХР ИЕН ВЕ РЕФ, , BH FEE BE, .9,. .和 所 张 开 的 子 空间 。 A 
要 X41 进入 此 于 空间 ,就 可 以 通过 求解 减 缩 广 闵 特征 值 问 题 而 得 到 从 + Ф. ЯВИ 
代 法 那样 , 竖 求 每 个 (x,)3-1(7 二 1,2…) 分 别 趋 近 四。 所 以 子 空 间 先 民法 和 反 过 代 法 相 比 
常常 可 以 比较 明显 地 提高 计算 效率 ,特别 是 如 梨 假 设 的 X, 所 张 开 的 子 空间 靠近 | 所 张 
开 的 子 空 间 的 情形 ,计算 效率 的 提高 相当 品 闭 。 这 -结论 和 前 面 讨论 振 型 琶 加 法 时 得 到 
的 结论 , 即 如 6s, 间 仅 能 激 起 和 其 空间 分 布 了 65) 不正 交 的 振 型 的 结论 结合 在 一 起 是 以 后 将 
要 讨论 的 里 萄 向 量 直 接 谷 加 法 的 基本 出 发 点 ， 

(4) 减 缩 广 义 特 征 值 问 题 的 求解 方法 

从 形式 上 看 , 减 缩 广 头 特 往 值 问题 

КФ' = МФ Q; (13. 6. 33) 
和 原来 的 广 头 特征 值 问题 413. 4. DARRAR {Н ЖЕЯМЯЖЯН, BA КМ 
影 到 居中 各 个 向 量 为 基 疝 量 的 子 空间 , 虽 然 得 到 的 玉 和 并 木 再 具有 稀 蕊 . 带 状 的 特 
点 , 伸 和 矩阵 的 阶 数 大 大 降低 了 ,所 以 求解 的 计算 工作 量 也 大 大 减少 了 。 求 解 这 类 阶 数 较 低 
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的 广义 特征 值 问题 有 不 少 的 有 将 方法 ,如 广义 雅 可 比 法 及 Givens-Householder 法 (简称 
G-H 法 ), 均 可 在 有 关 结 构 动 力学 或 矩阵 特征 值 的 计算 方法 等 文献 中 查 到 。 这 里 不 再 
讨论 。 
(5) 收 伍 性 的 检验 
从 第 合 步 得 到 了 3 和 面 " 以 后 ,利用 (13. 6. 34) 和 (13.6. 31) 等 式 ,就 可 以 得 旬 腺 特 
征 便 问题 的 前 个 特征 值 和 相 放 的 特征 向 量 的 近似 值 
{| == fia Фу = ХА, Ф" (13. 6, 37) 
第 中 步 是 检查 21 ,主要 是 前 p 个 特征 值 是 否 满 足 精 度 要 求 , 如 果 不 满足 则 执行 第 信步 , 即 
以 得 到 的 更: ЛААХ, D 作为 新 的 初始 向 量 和 矩阵 并 形成 新 的 Y, 即 
Y = МХ. @' = Y, @' (13. 6. 38) 
并 令 丰 二 上 十 1 ВАНЯВОЖАПЯНЕ ЖП ЖЕ! АН ОЕ Ж.И Н ИГ хе 
征 值 问题 的 前 > 个 特征 值 和 特征 向 量 , 某 中 前 p 个 是 满足 精度 要 求 的 。 至 此 结束 子 空间 
迁 代 法 的 整个 计算 过 程 。 
(6) ЕН ЖИ 
ЖА ЕТЕ РА АТИЯ Н WA REENA. 6. 33) 式 的 阶 数 等 子 需要 求解 的 
特征 数目 ~。 当 - 较 大 时 ,计算 工作 量 和 计算 机 存盘 占有 量 将 迅速 增加 。 提 高 效率 的 方 
法 之 一 是 ,通过 特征 值 的 移动 和 已 收 钱 的 特征 向 量 的 移出 ,使 7 保持 在 较 小 的 数值 。 在 此 
情况 下 ,可 采用 一 maxL4wb], 其 中 总 是 原 方程 系数 矩阵 的 半 带 宽 。 具 体 执行 是 在 第 有 十 
1 WIARA ARE ar swat, 已 满足 收 伍 准则 时 , 则 将 特征 值 移动 d. ал Тж 
取 值 
d = ай 0. 9(а ~ ай) (13. 6. 39) 
或 
d = 0. 9907 (о-о): < 0,01 (13. 6.40) 
HHE (х). 26:97 насх, 2 МОЖА ВЕ rF ВЕ iH , [в] B ЖЁ ЛП } T ЭТ BJ 1Л ВВ [p] ЯК ҘЕ 
Қ. 实际 计算 表明 此 方法 可 以 显著 提高 计算 效率 和 改进 迁 代 收 敏 速度 。 


13.6.3 里 兹 向 量 直 接 交 加 法 


从 13.4 节 的 讨论 已 知 , 在 据 型 县 加 法 中 ,系统 的 运动 方程 转换 到 振 型 坐标 系 以 后 ,得 

到 的 是 一 组 互 不 而 合 的 单 自由 度 运 动 方 程 (13. 4. 18) 式 。 其 中 右 端 项 r, (1) 是 载荷 向量 
Q(t) 在 i 阶 振 型 $, 上 的 投影 。 若 Q(t) 是 按 一 定 的 空间 分 布 模式 而 随时 间 变 化 的 , 即 

О) = з.) = Е(Оче) (13. 4. 19) 

则 有 rD = МЕСО = рабо (13. 4. 20) 

式 中 六 代表 了 (在 8 上 的 投影 。 若 两 者 正 交 , 则 户 =0, 亦 即 rm (0) 0, АША 

(13. 4. DATES x.(1) 二 9。 此 结论 表明 载荷 只 能 激 起 与 它 的 空间 分 布 模式 Fts} 不 正 交 
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的 振 型 。 因 此 系统 的 啊 应 应 是 这 些 与 F (s) AS IF ЕРЕН ИЯЛ. ІНІНЕН НҚ 
法 和 和子 空 间 迁 代 法 求 得 的 是 结构 系统 的 前 > 阶 振 型 。 如 果 不是 足够 大, 就 可 能 举 掉 我 
荷 可 以 激发 起 的 振 型 。 而 另 一 方面 又 可 能 在 其 中 包含 了 不 少 载荷 激发 不 起 的 振 型 。 显 然 
这 将 影响 求解 的 精度 和 效率 。 更 为 重要 的 是 这 些 方法 所 采用 的 初始 向 量 和 矩阵 中 不 可 避免 
жи МИ Еме а a Se ir КЕ U kas OK ЕҢ ЕТІНЕ КЕЛ 
于 待 求 的 前 > 和 价 固 有 向 量 中 的 一 个 (对 于 反 和 迭代 法 ) ,或 者 使 只 代 的 一 组 向 量 所 张 开 的 空 
团 趋 近 于 符 求 的 前 > 阶 加 有 问 量 所 张 开 的 空间 (对 于 子 空 间 挝 代 法 )。 

里 效 癌 量 直接 登 加 法 的 基本 点 是 ,和 根据 载荷 空间 分 布 模式 按 一 定 规律 生成 一 组 
里 兹 问 量 .在 将 系统 运动 方程 转换 到 这 组 里 北周 量 空间 以 后 ,只 要 求解 一 次 减 缩 了 
的 标准 特征 值 问 题 ,再 经 过 坐标 系 的 变换 ,就 可 得 到 原 系 统 运动 方程 的 部 分 特征 解 。 
此 方法 不 需 像 反 和 迭代 法 或 子 空 间 迁 代 法 的 多 次 迭代 ,所 以 称 之 为 里 萄 向 量 直接 秋 加 
法 。 而 且 可 以 避免 漏 掉 可 能 激 起 的 振 型 和 引信 不 可 能 激 起 的 振 型 ,所 以 能 够 显著 
提高 计算 的 效率 。 当 然 ,此 方法 的 关键 点 是 如 何 根据 载荷 的 空间 分 布 模式 ,生成 一 
组 里 兹 癌 量 。 其 基本 步骤 如 下 ， 

(1) 给 定 М.К.0 НФ 005,0) = F(s)qg(z) 


(2) 生成 x, 
求解 Kx, = F(s) (13. 6.41) 
正则 化 

x =/ A = (xIMxk,!2 (13. 6. 42) 
ЭЖЖ x, С-2.3.--,г) 
求解 Kx, = Mx, | (13. 6.43) 
正 交 化 x, = x, 一 Sax, а, = x Mx; (18. 6. 44) 

ҒАН 
正则 化 x =x/B 8 = (xIMx,)1 (13. 6, 45) 
(4) 将 方程 КЎ, = M, r, Sk ЕҤ 2Ë p Bt 25 [8] , iË 
‚= Хф ' (13. 6, 46) 
其 中 


Ф,-- ЕТ $, ... #,], X = [ x, X; +6 х, | 
将 上 式 代 入 方程 (13. 4. 12) ,并 用 XT 前 乘 两 端 ,就 得 到 


Кф -6'0. (13. 6.47) 
(5) 求解 标准 特征 值 问题 (13. 6. 47) 式 ,得 到 特征 解 D'An.. 
Ф“- Г. М $: 4.. фи | (2 = Шара?) ( 13, б. 480 


其 中 日 ,一 diag(o ай ойе ос ай BRRR ЕЕЕ. 
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(6) 计算 原 问 题 的 部 分 特征 向 其 
Ф, — XD’ 
关于 里 效 回 量 直 接 登 各 法 的 实际 应 用 , 现 再 指出 以 下 儿 点 : 
СІ) 里 兹 向量 的 生成 何 时 终止 , 即 = 的 取 值 问题 .理论 上 说 应 终止 于 xn 一 0, 这 时 


Ха 一 yu х,„Ж НАЖ ДАР] Ха д ЛАН Хур. X, 的 线性 组 合 , 即 现在 已 不 


能 再 生成 独立 的 里 效 向 量 . 理 论 二 可 以 证 明 已 生 咸 的 出 站 四 量 已 包 售 了 台 s 能 够 激 起 
的 全 部 振 型 .实际 上 ,由 于 某 些 限制 不 可 能 出 不 必要 终止 于 x =0。 例 如 结构 受 集 中 力 的 
情形 ,理论 上 可 能 激 息 结构 的 全 部 了 个 振 型 .但 实际 计算 中 显然 不 可 能 也 不 必要 生成 个 数 
学 于 结构 自由 度数 ”的 里 效 向 量 , 然 后 再 求解 经 过 坐标 转换 而 阶 数 和 原 系 统 运 动 方程 相 
同 的 特征 值 问题 , 男 一 情形 是 当时 的 秩 m 低 于 系统 的 自由 度 n 时 (例如 杆 . 板 、 帝 单元 组 成 
的 结构 系统 中 , 当 采 用 集中 质量 矩阵 并 忽略 转动 惯性 影响 时 即 属于 此 情形 ) X W ЖЗ 
际 上 只 有 严 个 独立 自由 度 , 也 只 可 能 有 т ЗАН ЛЫН ЫЫ ел КЕР m, ВИА 
AE r= т HR FEB Kx, = ЕО) 得 到 x ,全 则 将 导致 错误 的 结果 .此 结论 可 以 从 练 
习题 13.15 给 出 的 习题 中 得 到 验证 ,当然 ,在 x 夭 0 的 情况 下 而 终止 里 兹 向 量 的 继续 后 
成 ,将 合 最 后 的 结果 包含 误差 .以 下 介绍 一 种 估计 澡 差 的 方法 。 

(2) 误 黄 估计 的 方法 

当 按 前 面 所 述 步 又 ,里 获 问 量 生 成 终止 于 x+ 一 0, 并 求 得 原 系统 的 部 分 特征 向 量 
各 一 [风灾 …… 上 到 ], 即 载荷 可 能 激 起 的 全 部 振 型 (在 此 还 应 指出 ,页 ,， 贞 ,…:, 先 是 原 系 统 的 特 
征 向 量 , 其 对 应 的 mm өл, е, 也 是 依次 从 小 到 大 排列 ,但 可 能 跃 过 原 系 统 的 某 些 不 被 激 
起 的 特征 解 ) 以 后 ,可 以 将 载荷 的 空间 分 布 模式 表示 成 


FO) = УМ, (13. 6.49) 
其 中 f, = МЕС) 
MRE x, 0 情况 下 终止 里 兹 向 量 的 继续 生成 . 则 有 
e= Еб) — >) f.M$, Z 0 (13. 6. 50) 
因此 误差 度 基 可 以 定义 如 下 : 
Е Се С 
е ӨЕ (13, 6,51) 


在 实际 计算 中 ,如 果 发 现 误差 ет 未 满 忠 规定 的 要 求 , 可 以 继续 生成 新 的 里 兹 向 量 , 并 
重新 求解 标准 特征 值 问题 :及 ` Фф =p 站， 从 而 再 求 出 原 系 统 的 较 多 的 部 分 特征 解 。 因 
为 这 几 个 计算 步骤 的 工作 量 远 小 于 生成 里 艾 向 量 的 工作 旺 ,所 以 对 整个 求解 的 效率 并 无 
ЖА) ПА, 
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(3) 动力 载荷 Ос DRA Е ЛЕНИ ВТВ. ЯШ 
005,0 = УТЕ, Ск (0) (13. 6. 52) 


УТЕ W Te Q (s, г) н] Ж Ну BB P А! ' |) 时 又 保持 高 的 效率 ;可 以 不 必 按 照 不 同 的 
(3) 分 别 生成 里 兹 向 量 , 而 是 直接 条 岂 下 列 撒 式 
FG) = УЈЕ, (5) (13. 6. 53) 


作为 0з.) Ку E| y ЖЕ. Н РЕЛЕ ЕРА. 

(4) ТЕРУ JRE АЕ НЕЛЕ K Ж З 6 577 Ej pu Ph, {ЕЕ Д — 8 r A H НЕ ОР 
RODA ВЕКА) С 06) 求 得 厚 问 题 的 部 分 特征 解 更 ,并 进一步 按照 振 型 
释 加 法 求解 以 外 , 另 一 种 方案 是 直接 用 这 组 里 兹 向 量 对 运动 方程 (13. 1. 11) 式 进行 转换 利 
压缩 ,得 到 以 r 个 里 兹 回 量 为 坐标 的 r 阶 运动 方程 ,然后 用 直接 积分 法 对 其 进行 求解 。 理 
论 上 这 两 种 方案 是 等 效 的 。 

(5) 里 兹 向 量 让 接 琶 加 法 也 可 以 用 十 结构 动力 特 性 的 分 析 。 为 保证 不 遗 尘 所 要 求 的 
结构 前 Р 阶 频率 和 振 型 。 应 假设 一 个 和 结构 前 р РУМЕН, Ст 12, р) КТЕ 0 
问 量 ,用 于 以 上 所 述 计算 步骤 中 F(t;} 的 位 置 。 通常 可 采用 N 个 随机 数 作 为 此 向 量 的 元 
ж ,也 可 将 此 向 量 表 示 成 [1 1 … 1] (00: 010 or. 根据 计算 经 验 , 为 保证 结构 
的 前 疡 个 特征 稻 有 足够 精度 ATEHER. ASMA r= 2. 

实际 计算 表明 ,里 兹 回 量 直接 辣 加 法 比 通 常 采 用 的 子 空间 迭代 法 有 更 高 的 计算 效率 . 
计算 工作 量 经 党 只 是 后 者 的 几 分 之 一 ,其 全 十 儿 分 之 一 。 而且 在 计算 结构 动力 响应 时 , 常 
常 有 较 高 的 收 仇 速度 。 即 用 相同 数目 的 部 分 振 型 进行 琶 加 ,里 兹 向 量 直 接 秋 如 法 可 以 有 
比 子 空间 选民 法 更 高 的 精度 。 这 是 由 于 后 者 产后 的 部 分 振 型 中 可 能 包 合 实际 上 不 被 激 起 
的 振 型 。 详 细 的 讨论 和 算 例 参见 文献 [1]， 


13.64 Lanczos 方法 


Lanczos 方法 和 以 上 讨论 的 里 北向 基 直 接生 加 法 本 质 上 是 一 臻 的。 两 者 采用 基本 相 
同 的 步骤 生成 一 组 相互 正 洋 的 里 荔 向 量 ( 在 Lanczos 方法 中 称 为 Lanczos у Е), HE 
МАТ Lanczos 方法 中 利用 了 关于 里 兹 向 量 直 接 痪 加 法 中 的 系数 a 的 某 些 性 质 。 这 是 
因为 从 理论 上 可 以 证 明 


а,-0 ()-і-3,1--4,%4.1) (13. 6,549 

а = Вл (13. 6. 55) 
KERAG A E ШЕЕ АЕ, іс 

al 一 al КІМ-А (13, 6.56) 


就 得 到 生成 Lanczos ГЕРА А АГ: 
(1) 给 定 МКО, НТ 005.0) = F(s)q(t) 
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- а -- 一- 一 -~ --- -- ШЕ - =- - - 


(2) 生成 xX 


求解 Kx, = ҒО) (13.6.57) 

”正则 化 w=x/B B= (MI) (13.6. 58) 
(D 生成 х, (т=727,3,е,г) 

求解 Кх, = Mx. (13. 6.59) 

E ZAE x, — x —a IX 8 | (13. 6. 60) 

其 中 ау = х,Мх, 1 (13. 6.61) 

“插入 必要 的 重 正 交 步 又 , 见 以 后 讨论 ) 
正则 化 х= х/ B = (х!Мх,)“ (13. 6. 62) 


(4) ОКА F ВЕТ О, Ф, ВОГ ЕНІНІҢ А КФ, = МӘ.О,Н ЖАЯ Lanczos In] 
量 空间 内 三 对 角 和 矩阵 了 的 标准 特征 值 问题 , 即 求 解 


TZ = ZÀ (13, 6, 63) 
其 中 
а Ё 
В аҙ; В; 
В а В, 


T=  . (13. 6. 64) 


《上 式 的 推导 , 见 以 后 讨论 ) 
СБ) 求解 标准 特征 秆 问题 (13. 6. 63056,39 НЕЕ Z ЖА 
Z—[z z =e z] А = diag(À,) (13. 6. 65) 
(6) 计算 原 间 题 的 部 分 特征 解 
Ф,- Х2 站 .一 和 


Бр ақ 一 1 (1 一 нар) (13. б. 55) 


关于 方程 (13.6.,€3) 式 的 推导 可 简 述 如 下 : 
有 从 (13.6.59)7 《13.6.60) 和 (13.6.627 式 可 以 得 到 
Ах, = Bx, Бах + B ах,» (13, 6.67) 
(+ = 2 Зи", HA хо = 0) 
其 中 А=К 'M. HHH RARS RERE, MA 
АХ = ХТ (13. 6.68) 
Htt X= |х x; х,|, T13. 6. 64 Ж. 
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B| АЛИ ЛЕТ ЖЯ! Lanczos [ор 8 E] ВУЗЕ 
Ф. = XZ (13. 6. 69) 
Яр хн. ЕКДЕЛЕЛЖЫ,ЕН X MK НЖЖ А -0, БЕУ И, 
并 利用 (13. 6. 68) 臣 和 正则 化 关系 式 Х МХ I, 9018 91013. 6.63). 
关于 Lanczos 方法 的 实际 应 用 ,前 面 关 于 里 花 向 量 直 接生 加 法 所 指出 的 4 点 同样 适 
В. 正如 本 小 节 开 始 所 指出 的 ,这 两 种 方法 在 本 质 上 是 相同 的 。 现 在 对 于 Lanczos 方法 
需要 着 重 后 强调 的 是 Lanczos 向 量 的 重 正 交 问 题 ，Lanczos 方法 中 ,x; (i 二 2,3，… ,7) 的 
正 交 化 算式 (13. 6. 60) 式 和 里 兹 向 量 直接 全 加 法 的 对 应 算式 比较 ,是 略 去 了 ax,(j 二 1 一 
3,1 一 4,…,1) 项 。 其 根据 是 从 理论 上 可 以 证 明 а, -00- 134, О ,也 就 是 说 х, 
在 理论 上 已 事先 满足 和 zx 人 =; 一 3 一 4 1) 正 变 的 条 件 。 但 是 在 实际 计算 上 ,由 于 计 
算 机 的 截断 误差 和 舍 人 误 盖 ,将 可 能 使 后 继 生 成 的 所 失去 了 和 先前 生成 的 x(j=i 一 
3,1—4," 1) 的 正 交 性 ,甚至 出 现 和 它们 要 平行 的 情况 . 这 将 导致 数值 上 的 不 稳定 
性 {例如 上 碟 假 的 多 重 特征 信 现 象 ), 因 此 妨碍 了 Lanczos 方法 的 实际 应 用 。 在 20 世纪 
70 年 绕 以 后 ,很 多 研究 工作 者 提出 了 不 少 Lanczos 向 量 重 正 交 技术 以 提高 其 算法 的 
稳定 性 。 里 兹 同 量 直接 从 加 法 从 这 个 意义 说 也 可 认为 是 其 中 的 一 种 。 但 基 由 于 它 改 
ДЕ Y ЧЕДИ Lanczos 1 ЖШ F.M д, ДЛАКА ДЕ = А fB 3E РЕ B FF E {И l АЁ. 
ЇЇ Зе — АЕ YB EE R Fp ШЕН ЇН Л. ТО WW BH Pš B) Lanczos [а] ЖОЕ EZH y E +Ë Pa T Ж 
Lanczos 门 量 的 算法 会 式 不 变 , 只 是 在 生成 过 程 中 媒人 重 正 交 的 步骤 ,所 以 最 后 仍 求 
解 三 对 角 短 阵 的 特征 值 问 题 。 例 如 ,文献 [3j] 中 所 用 的 重 正 交 方法 的 具体 司法 是 在 
(13. 6. 61) #(13.6.62 2 АШТ 


х — y Yr (з= 0,1,2.) (13, 6.70) 


其 中 ез 一 IT (13.6.71) 
上 式 中 的 x 个 即 (13.6. 60) 0 х, DL L28481 3828 IF T ЄЙ EAE R C fn] tn 
e 1071), 或 ;达到 某 个 规定 的 S。。 然 后 将 Xx‘ 恢复 写成 *, ,继续 进行 (13. 6. 62) 式 
的 正则 人 运算。 当然 还 有 其 他 重 正 交 技术 ,可 参阅 其 他 文献 。 疙 之 Lanczos 方法 和 里 兹 
向 量 直 接 壳 加 法 的 精度 和 效 认 基 本 上 是 相当 的 。 一 般 情 说 下 ,和子 空 间 迭 代 法 相 比 ,常常 
R| ТЕЕ — TE, 
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对 于 其 有 相同 目 由 度数 且 的 结构 系统 ,即使 是 求解 频率 和 振 型 的 特征 值 问 题 ,计算 时 
癌 也 将 比 浪 力 分 析 高 出 一 个 其 级 。 如 果 是 求解 系统 的 动力 响应 问题 ,计算 量 将 更 大 。 因 


А0... 


825 жия 


此 在 有 限 元 动力 分 析 中 ,发 展 提高 计算 效率 的 数值 方法 是 很 有 意义 的 。 减 缩 系 统 自由 上 度 
数目 是 广泛 采用 的 方法 之 一 。 以 下 扼要 地 讨论 两 种 减 缩 目 由 度 的 方法 , 即 Сауап MW 38 15 
和 毫 力 子 结构 法 。 同 时 由 子 5. 5. 3 节 讨 论 的 旋转 周期 结构 分 析 方 法 可 以 显著 地 减 缩 计算 
规模 ,因此 它 在 动力 分 析 中 的 应 用 也 在 此 让 加以 疝 权 的 介绍 。 


13.7.1 Guyan 减 缩 法 


Guyan Ж ХЕЛ ВН. 在 13.2 节 中 已 经 指出 ,刚度 矩阵 积分 表达 式 中 的 
窗 积 明 数 和 位 称 的 导数 有 关 , 而 奈 量 矩阵 只 和 位 称 有 关 , 因 此 在 相同 精度 要 求 的 条 忻 下 ， 
乱 量 矩阵 可 用 较 低 阶 的 插值 函数 。 基 于 上 述 考 虑 ,在 该 节 中 提出 了 集中 质量 上 矩阵。 现在 
还 可 利用 上 述 提示 进一步 提出 一 种 减 编目 由 度 的 方法 , 即 主 从 目 由 度 法 。 在 此 方法 中 ,将 
根据 刚度 矩阵 要 求 划分 的 网 格 自 由 度 ,即位 称 向 量 a, х Ла, Жа, 两 部 分 ,并 假定 a, 
按照 一 种 确定 的 方法 依赖 于 a。。 因 此 a 称 为 主 日 由 度 , 而 a. 称 为 从 自由 度 。 这 样 一 来 ， 
а И На, АШ Е: 
a, = Ta, (13. 7.1) 
其 中 和 矩阵 工 规定 了 a, Жа, 之 间 的 依赖 关系 。a, На, Зп, 和 ?zw ВАЕ, T E n. x 
па ПР РЕ. ЕГЕ EAR АЎ 
а, I 
aq = ИЕ „р =1 а, (13.7. 2) 
WP T hr nx n, НЕР. КАЗАН А3907 n Biv аА EE T ЕМА 
n, 阶 的 主 目 由 度 位 移 问 量 a, 来 表示 。 这 也 表明 (13.7.2) 式 可 以 用 于 减 缩 系统 运动 方程 
的 自由 度 。 
现 以 无 阴 尼 的 上 自由 振动 方程 
Ма--Ка-0 (13. 1. 15) 
为 例 ,讨论 如 何 利 用 关系 陈 (13.7.2) 式 来 碱 缩 其 自由 度数 目 。 具 体 做 法 是 将 (13.7. DA 
RAL LIÐR# MÆLA ) ,得 到 
M'a, + К`а, = 0 (13.7.3) 
其 中 
М” = (Т`›ЇМТ' K’ = (Окт! (13.7.4) 
显然 ,现在 已 将 系统 方程 的 阶 数 从 п ИҢ А А ne Br. TH НУ [Б] АД ЖЕ ШЙ НЕНИ а, 
和 а„ 2А. ЖИЛФОЛЕНИН ЛЕ ТАТ ҤЕ. ,同时 从 工程 直觉 看 来 也 比较 合理 。 该 
方法 是 假设 将 ae 按 静 力 方式 施加 于 不 受 载 荷 的 同一 结构 上 ,由 结构 内 引起 的 变形 模式 来 
Ява Жа, 之 则 的 关系 。 根 据 上 述 很 设 ; 可 建立 静 力 平衡 方程 如 下 ，; 
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0 
一 | | (13. 7.5) 
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K, näna Ka, = (13.7.6) 
从 而 得 色 
а, =— КОК, „а, (13.7, 7) 
这 样 就 得 到 了 a, Жа, 之 间 的 关系 。 并 将 其 代入 (13.7.1) 式 , 即 得 到 
Т =— K; K, (13. 7. 8) 


ШЕН ЕДА (13. 7.23 81(13.7.4)) А ПИБ ЕВА КНМ ЯК”, 它们 是 
М" = мм. ~ КК мМ. — Mo K Kon + KUK. M, КК. 
K’ = Kye — K; K. K.n 
式 中 Mnn Mn .M.. M. EM Ja, а ДАЙЧА ЖНГ. БА M'A K' {ДЖА ОЕ. 
ВЕТА ТСЕ ЖА M RIK ЛУГ. 对 方程 (13.7. 3) 式 求解 可 得 到 各 阶 的 频率 和 振 
型 。 当 然 ,各 阶 振 型 中 现在 是 不 包含 a, 的 元 素 。 对 应 于 各 阶 振 型 的 a, 可 以 由 (13.7.7》 
式 得 到 ， 

希 要 指出 的 是 ,虽然 M 和 于 "的 阶 数 低 于 杏 和 站 ,但 带宽 常常 有 所 增加 ,因此 只 有 
采用 较 多 的 从 自由 度 , 才 能 给 计算 带 来 明显 的 好 处 ， 

还 应 指出 ,(13, 7,7} 式 所 表示 的 a, Па, 之 间 的 关系 是 根据 静 力 分 析 中 内 部 自由 度 
浮 绢 原理 建立 起 来 的 。 从 (13.7.9) 式 的 第 2 式 可 以 看 到 , 减 缩 后 的 刚度 矩阵 K` 的 表达 
式 和 了 于 结构 法 中 内 部 自由 度 减 缩 后 的 刚度 答 阵 Ks 完全 相同 ( 见 5.4.5 56), ШВА 
阵 M 的 减 编 实质 上 是 假定 将 对 应 于 a, 自由 度 上 的 惯性 力 项 按 静 力 等 效 原 则 转移 到 a。 
自由 度 上 ;这 只 有 当 对 应 于 这 些 自由 度 质 量 较 小 ,而 刚度 较 大 ,以 及 频率 较 低 时 才能 认为 
合理 。 随 着 频率 的 升 高 ,误差 也 将 增 太 ,所 以 采用 主 从 自由 度 方法 时 ,通常 不 宜 分 析 高 阶 
的 频率 和 振 型 ， 

顺便 指出 ,以 上 讨论 是 以 自由 振动 方程 为 例 进 行 的。 但 它 对 于 包 会 阻尼 项 和 载荷 项 
的 一 般 运 动 方程 (13. 1. 11}) 式 也 局 样 适 用 ， 

B| 13.42) 图 13.3 所 示 为 一 方 榭 县 辟 板 的 振动 问题 ,采用 三 角形 非 协调 平板 单元 
进行 离散 。 保 留 全 部 自由 上 谋 30X3 一 90 为 主 自由 度 , 以 及 当主 自由 度 分 别 为 54.18 #l 6 
时 这 4 种 情况 求解 得 到 的 前 4 阶 频 率 的 结果 均 列 于 该 图 中 。 可 以 看 出 当主 自由 度 减 詹 刘 
18( 为 原来 90 的 1/5) 时 ,第 4 阶 的 频率 相差 不 到 1%。 即 使 主 自由 度 威 缩 到 6( 为 原来 的 
1715) 时 ,第 1 阶 频率 相差 仅 为 1% ,第 4 阶 频率 相差 也 仅 为 9%。 说 明 此 种 减 缩 自由 度 的 
НАЧ ЖОН). 


(13.7.9) 


за ma --- --- --- =-= -一 — — аған 


жой PARA 


жн w Рова 
РАРАРАРАРА э Ж = 303 
=90 


消去 :以 外 的 自由 度 
主 自 出 度 一 18x3 
= 54 


FARE "ЙАН ti E 
ЕНШШ-18ХІ 
一 18 


БЕН КЕШЕН 
РАРАҒАРАРА 主 自 巾 度 =6 x] 
УЯЖ в 
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1372 动力 子 结构 法 

动力 子 结构 法 又 名 模 态 综合 法 。 为 了 闹 明 它 的 蕉 本 概念 和 特点 ,以 及 了 解 它 是 如 何 
减 缩 自由 度 的 ,首先 讨论 用 它 分 析 实 际 结 构 的 主要 步 又 . 

1. 将 总 体 结 构 分 割 为 若干 子 结构 


如 同 况 力 分 析 中 的 子 绪 构 法 ,按照 结构 的 自然 特点 和 分 析 的 方便 ,将 结 罗 分 成 知 干 
《例如 -个 ) 子 结构 。 各 个 子 结构 通过 交界 面 上 的 结 点 相互 联结 。 


子 结构 的 模 访 分 析 
елини аи якн НИГЕ 5 ЛЕ: 
Ма" А Са + Ка" = Q“ + + RY? (13. 7.10) 


АФ ЕСА ЕНИН ЕАД T АНУ 555-1.2.-9,-0 р. QORRI RT le] Е, 
ККТ ЕЛА a 代表 结 点 位 移 向 量 。 以 后 经 常 将 a” ур a” 和 
需 面 位 略 @” 遇 部 分 。 相 应 好 外 载 倍 候 和 界面 力也 可 分 为 两 部 分 。 这 样 一 来 4' Q, 
R°” R| д 


Жж AFAA | 


4 0 
0% - M | Ro 一 | | (13, 7.11) 


С} 
а 


СЕ? 
а, J 


因此 ,方程 (13. 7. 10) 式 可 以 表示 成 


ме» ме а“ Сс.” С” а“ К” ке а” 
п EJ : t tj і " t} ' 
и ме | а” с, | а” 十 pi К” | а? | 
с 0 
1 ]4 n (13. 7. 12) 
09) | (RS 
对 于 无 阻尼 的 自由 振动 , 子 结构 适 动 方程 可 以 守成 
м ме | Іш? | ГК” к а? ч ú 0 | (13 А 13) 
ме мо ае | Lg ко ас» ко» str 


下 一 步 是 将 方程 (13.7. OARRA 1 E 25 A ЭЕ R C B E И S Бр 2 НО 25 B|, AR 
态 在 固定 界面 的 模 态 综合 法 中 包含 以 下 两 部 分 : 

(1) 周 定 界面 主 模 态 ,有 即 在 完全 固定 交界 面 上 的 位 移 ( 即 令 а? —0)3 F F T-25 48 Z. 
统 的 固有 振 型 ,可 以 从 引信 az 一 0 后 的 方程 (13.7. 13) 式 求 得 , 即 求解 以 下 特征 值 问题 ， 

Ма” + Ka t — 0 (13. 7. 14) 
可 以 得 到 i 个 (i 是 内 部 日 由 度数 , 即 ai” 的 阶 数 ) 国 有 振 型 。 将 它们 组 合成 矩阵 并 用 起 , 表 
ЖАЖА Фу E AF MEE. Bp 
ФАМ Фу = I 


б 0 
Ф.К, Bn 一 | = 1), (13,7,15) 


0 аў 
(2) 约束 模 态 , 即 在 界面 完全 固定 条 件 下 ,使 次 释放 界面 土 的 每 个 自由 上 度 5( 即 а” 的 
每 个 元 素 ), 并 令 它 取 单 位 值 所 得 到 的 静态 位 移 。 可 以 从 (13.7. 13) 式 的 静 力 形式 


К” К” а” Ü 
а! з - Ri” 


K? кр 
а“ =— (КР) “Қуа” (13.7.17) 
令 gy” 中 的 j 个 元 素 依次 取 单 位 值 ,其 余 为 零 , 求 得 相应 的 ;组 静态 位 移 向 量 ,部 约束 模 
态 。 将 它们 组 合成 矩阵 形式 ,并 表示 为 古 , 则 有 
Ф, —— CROKE?T, =— (KPT RKO (13. 7. 18) 
ТЕЧ ЭА] ЖЕ ЫЕ ЕФ „яп Ф, UE. i+ j 43 EBA $R B] АНА А Е 
ХАУ А 


(13. 7. 16) 


求 得 。 从 上 式 的 第 一 式 可 得 


人 


{ку ИУ. 


а, Фу Ф, x 
_ | | (13.7.19) 
а” 0 I lla 
此 式 表 示 两 种 坐标 之 间 的 转换 关系 。 由 此 区 的 第 1 式 可 以 得 到 
а” = Фах‘ + фа“ = Фл (КР) ҚУ (13,7,20) 


ЕТЕ у РАНО АУ ЕН MJ SB 27 £H а ж ПЕ: 21 J SB F) Pq PEZ w Dr ВЕ 
HREAG 4.2) 式 相同 ,是 由 边界 结 扩 位 移 а” 引起 的 。 前 一 部 分 是 由 国定 边界 条 人 御 下 
的 振动 引起 的 ,这 是 动力 子 结构 中 所 特有 的 ,也 是 两 种 子 结构 法 的 区 别 上 所 在 。 将 前 一 部 分 
转换 成 用 模 态 坐标 表示 ,x2” 的 每 个 元 素 xi" 代表 这 部 分 位 称 在 固有 振 型 $ (1-1,2,--,4) 
ља ЕТЕ. 

тт ҮНІҢ, ЖЕН MRR S AGa SI E 3 AS fi 8 ПНЕ ВАН. ЯН 
ПИЕФ hš ЖИ Е, MARE ЕНИКИ AS SO... 这样 减 缩 以 后 ,上 式 可 表 


ж 
И “| K 
= =T 
о L а” 
АЮ Ее Е BJ) i SJ Jy ЖҰННАРЫН Еті, UAE Ë нік 7 
(13. 7. 13) 式 为 例 , 将 上 式 代 人 并 用 全 ШЕЛЕРІ. ЖВЯ 


а” хі” 
И (13. 7. 21) 
а, 


С) 
а, 


ше go (8 0 
Мэк | |= |. (13. 7. 22) 
а, | а, К, 
其 中 
мо = TM"T= | | 
ме ме 
_ _ (13. 7.23) 
ке Т^ КТ к ке | 
ко ку 


《13,7.23) 式 的 第 1 式 中 
MY = ФМ? p= IP 
МУ? = мр + ем” +M? Ф,+Ф МУ Ф, 
МЕ = М ФМО ФМ Ф, 
(18.7. 230 АЖ 2 др 
Кр = ФК Ф, = 0 
К) = KY +OK? + К Ф, БФК Фок, (КР (KIP ) КО 
K? = KP = ФК” +OK? Ф, = BK + КФ) — 0 
以 上 式 子 中 МЫ =l”, КУ = RAA. 7.15). К =K 一 0 是 因为 (13. 7. 18) 
式 。 从 KK” 的 表达 式 再 一 次 看 介 动 力 子 结构 和 静 力 子 结构 的 区 别 ,其 中 的 RK ЖТ 
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结构 中 的 经 凝聚 掉 内 部 自用 度 的 刚度 抢 阵 下 的 表达 成 (5, 4, 5) АНА, т Ко ШЕР 
边界 条 件 下 的 振动 对 关 的 贡献 ,这 是 动力 结构 所 特有 的 ， 当 然 W 也 是 动力 子 结 构 所 
特 丰 的 , 它 的 4 个 分 块 各 自 的 方 学 意义 也 是 明确 的 。 如 果 将 以 上 结果 代 回 到 (13.7. 22) 
式 , 则 可 将 异 态 坐标 空间 内 的 子 结构 运动 方程 最 后 表示 为 
L мо [xt 2 б Дао 0 
мул и +| 0 кы] у. - м 
3. # Pk МУНА h Fe (3 l) #Z ABARRE ЯТ ЖЮ 
各 子 结构 界面 上 的 位 移 а? Xir F E f Ph Z [Н] {ж НЕЕ E tu $£ ИК] Ж EE BJ Z: Не 
标 , 利 用 它 将 各 个 子 结构 的 运动 方程 集合 成 整个 结构 系统 的 运动 方程 。 以 两 个 子 结构 的 
系统 为 例 , 这 时 "一 1,2, 位 移 协 凋 条 件 是 a "一 ”一 qa,。 集 成 这 两 个 子 结 构 的 运动 方程 
得 到 整个 线 构 系统 的 运动 方程 为 


(13.7. 24) 


Мх + Кх-0 (13. 7. 25) 
其 中 
Г? 0 МУ? ар о 0 
М = | 0 t; М?Р К = | о QP 0 | 
М?! мет мо + мо | 0 0 ко 十 ке 


x = ЕТ езі x; |! 


(13, 7, 25) ARE ДАЛ ЕЖЕ? 十 下 一 0。 

求解 方程 (13.7. 25) 式 可 以 得 到 各 阶 央 有 频率 和 模 态 坐标 中 的 主 振 型 。 求 解 此 方程 
的 方法 同 13.6 节 的 讨论 。 应 该 指出 ,其 阶 数 比 直接 在 物理 坐标 中 建立 的 系统 运动 方程 大 
大 减 贿 了 ,这 是 在 各 个 子 结构 模 态 分 析 过 程 中 引信 模 态 坐 标 后 对 自由 上 谍 进 行 大量 减 缩 
的 结果 ， 

如 条 整个 结构 系统 方程 表达 的 是 包括 阻尼 和 外 
载荷 的 动力 响应 问题 。 和 和 13.3 节 及 13.4 节 讨 论 的 


相同 ,可 以 用 直接 积分 法 或 振 型 登 加 法 求解 其 模 态 从 , 
标 中 的 动力 响应 。 
4. 由 模 态 坐标 返回 到 各 个 子 结构 的 物理 坐标 а 


因为 实际 问题 中 感 兴趣 的 常常 是 物理 坐标 中 的 
振动 特性 ,例如 对 应 于 各 阶 固 有 频率 的 物理 坐标 所 下 
达 的 固有 振 型 ,以 及 在 各 种 载荷 作用 下 引起 的 位 移 和 
应 力 等 响应 ,因此 必须 完成 由 模 态 坐 标 返 回 各 个 子 结 
构 物 理 坐 标的 转换 。 即 按照 (13. 7. 21) 式 ,由 ”和 
ас 算出 af ,从 而 进一步 得 到 实际 结构 的 固有 振 型 和 1134 空间 对 称 结构 
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位 移 .应 力 等 动态 啊 应 。 

| 13.5: 图 13,4 所 示 为 由 16 根 长 度 30cm, 直 径 болт 钢 杆 组 成 的 室 间 对 称 结 
构 , 有 限 元 离散 为 等 长 度 的 32 个 2 结 点 空间 梁 单 元 , 共 28 个 结 点 (底面 4 Тема + 23 
#),144 个 自由 度 。 采 用 动力 子 结构 法 分 析 时 ,分 上 、 下 两 个 子 结构 。 减 缩 方案 1 中 ,上 
子 结构 取 8 个 主 模 态 ,下 子 结构 取 16 个 主 模 态 。 减 缩 方案 2 中 ,上 ,下 于 结构 各 取 16 个 
主 模 态 。 表 13, 1 中 给 出 用 动力 子 结构 法 和 用 总 体 有 限 元 分 析 计 算得 到 的 结构 前 10 B+ El 
有 频率 。 


ЖІЗІ 空间 对 称 结 构 固 有 频率 Hz 
ЖП ҖЕ ШК 总 体 有 限 元 分 析 
б ҖИЛ Ж 1 ЮЛ 2 
1 22, 325 22. 324 
2 22. 325 22,324 
3 29. 155 29, 151 
4 71. 947 71. 842 
5 71. 947 71. 842 
6 79,731 79, 626 
7 89,208 89. 115 
8 115. 30 115.00 
9 184, 43 184,43 
10 197,14 196. 53 


MERTE ,动力 子 结 梅 法 的 两 种 减 缩 方 案 的 计算 结果 和 整体 有 限 元 分 析 的 结果 非 
常 一 致 。 最 大 相差 发 生 在 减 缩 方 案 ] 的 第 10 阶 频 率 ,也 仅 为 0. 4%。 引 入 此 例 星 为 了 说 
明 动 力 子 结构 方法 的 可 靠 性 。 实 际 计算 表明 ,大 型 复杂 系统 分 析 如 果 采 用 动力 子 结构 方 
法 ,计算 效率 将 成 量 级 的 提高 


13.7.3 旋转 周期 分 析 方 法 


在 5.5.3 节 ,讨论 了 利用 结构 的 旋转 周期 性 的 特点 来 缩减 计算 规模 的 分 析 方 法 。 其 
基本 点 是 将 载荷 和 位 移 在 周 向 进行 Fourier 展开 { 见 (5. 5.,37)、(5.5.45) 式 ) ,从 而 将 整个 
绪 攀 的 分 机 城 缩 到 只 对 一 个 子 结构 进行 , 即 求解 下 列 方程 

Кх = F, (1-0,1,2,“.М-1) {5, 5.51) 
其 中 上 是 Fourier {К.М 是 旋转 周期 结构 的 子 结 构 数 ,x, ЖЕ, 分 别 是 位 称 向 量 a 和 载荷 
[Ж PAR: p Fourier 分 量 的 系数 ,KK, 是 一 个 子 结构 对 应 位 移 第 1 B; Fourier 分 量 的 刚 
ЖЕ . K, fü x, 是 复数 矩阵 ,F, 是 复数 向 量 。 关 于 (5, 5. 51) 式 的 求解 方法 以 及 求解 后 
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ута 的 计算 ;已 在 (5.5.54)、(5.5.57) 及 (5.5.58) 式 中 给 出 ， 
实际 上 ,旋转 周期 分 析 方 法 用 于 动力 学 问题 将 取得 蝎 为 显著 的 效果 。 按 照 对 于 结构 
刚度 扼 阵 进行 转换 的 方法 ,对 一 个 子 结构 的 质量 矩阵 М TIBH ДЕЕ С 进行 转换 ,这 样 就 
可 以 将 整个 结构 的 动力 分 析 减 缩 为 对 一 个 子 结 构 进 行 , 即 求解 下 列 方程 
Мх, Б Сх, —Kx + Е (= 0,1,2, N— 1) (13, 7. 26) 
кум С, ЭУ ДЖА TA 88 BJ 238 Z 阶 Fourier 分 量 的 质量 矩阵 和 阻尼 上 矩阵， 它们 具 
有 和 其, 相 类 似 的 表达 式 ( 见 5.5.50 式 )。 
对 于 动力 特性 问题 , 则 求解 下 列 和 矩阵 特征 值 问题 
Мх,4-Кду-0 (1-0,1,2.е-,М-1 (13, 7. 27) 
和 静 力 分 析 相 类 似 ( 和 参见 (5.5. 54) 式 ), 可 以 将 上 述 复 数 和 矩阵 的 方程 化 为 实数 矩阵 方程 进 
行 求解 。 现 具体 讨论 (13.7.27) 式 的 求解 。 设 x, хе" A. ГА ИВ] 


(K, #Мх-0 Ч=—0,1,2, + ,N—1) (13.7.28) 
将 上 式 化 为 实数 对 称 第 阵 的 特征 值 问题 ,由 有 
区 КІ M. МІ, | Хы, 
па Hel | Ё Е (13. 7. 29) 
N... К,, М, M, Х,, 


ЖЕКЕЛЕ ЖА ВА (13. 7. 28) 式 的 一 倍 , 但 其 中 一 半 是 相同 的 。 在 求 出 各 阶 
Fourier 动力 特征 方程 的 оС РАЕН 了 个 特征 值 ,是 子 结构 的 自由 虚数 ) 后 , 按 大 
小 重新 排列 , 即 能 得 到 结构 的 各 阶 特征 值 。 并 从 各 阶 特征 值 所 对 应 的 x,, 利 用 (5. 5. 44) 
式 求 得 与 该 特征 值 相 对 应 的 振 型 , 即 

а'? = ye TOTEN (ре 12,,N) (13.7. 30) 
іру ETHIAS. BAHEBE EAI TAA i ЕЛДЕН. 

RATAR HARRA A N, Еа АЛДЕ (13. 7. 29) 式 要 求解 (十 2)72 
次 或 LN 二 17Z2 Жо. 5.56) Д) ,但 通常 计算 工作 量 将 比 自 接 对 整个 结构 进行 分 析 时 
缩减 一 个 数量 级 ,而 且 减 少 了 计算 所 需 的 内 外 存 ， 和 动力 子 结构 法 相 比 , 旋 转 周 期 分 析 法 
的 优点 是 : 在 理论 上 ,分 析 中 未 引进 自由 度 减 缩 方 法 所 带 来 的 近似 性 ,因此 可 以 得 到 和 整 
体 结构 分 析 时 相同 的 精度 。 但 它 有 局 限 性 ,只 能 用 于 具有 旋转 周期 的 结构 ,不 如 子 辣 构 法 
应 用 范围 广泛 。 

% 13.61 有 一 直径 为 Om RA 13 个 叶片 的 水 轮机 转 轮 , 如 图 13.5 所 示 。 材 料 
密度 o 一 7 850кр/ пт? ,弹性 模 量 E=2, 1x10 N/m, КЊ ›=0.3, ЖИ ЛЖ В a 3 
率 时 ,认为 水 轮机 上 和 冠 和 主轴 相连 外 受 到 固定 约束 。 由 于 水 辊 机 转 轮 是 旋转 周期 结构 , 故 
将 其 划分 为 13 个 子 结 构 , 并 应 用 旋转 周期 分 析 方 法 进行 求解 。 此 时 只 项 计算 谐 波 1-0, 
1,2,4“ 6 的 情况 。 

表 13. 2 给 出 的 是 对 应 于 周 向 谐 波 数 从 0 2 6 的 前 5 阶 频率 的 计算 结果 。 表 中 各 阶 
频率 数据 后 括号 中 的 数字 代表 此 频率 是 整体 结构 的 第 几 阶 固有 频率 。 通 过 本 算 例 可 以 看 
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出 ,旋转 周期 分 析 方法 对 诸如 水 轮机 转 轮 这 类 复杂 结构 的 动力 分 析 是 十 分 有 效 的 。 由 于 
只 需 分 析 1 个 子 结构 ,在 本 算 合 中 是 整体 结构 的 1713 ,大 大 缩减 了 计算 规模 ,提高 了 计算 
Жж. 


ВРЕДА Е) (ШШЕ БАКЕ (РИ ГДАН ДЕ СЕТЕ 


图 13,5 水 轮机 转 轮 整体 及 子 结 构 有 限 元 网 格 图 


表 13.2 对 应 于 周 向 谐 波 数 从 0 至 6 的 水 轮机 转 轮 前 5 阶 频率 分 布 
周 向 谐 波 数 第 2 阶 频 率 | 第 3 阶 频率 | 第 4 阶 频率 | 第 5 阶 频率 

{ ШӨ ІН» КН. ҺУН fs. / Hz 
0 17.04411) 45.54405) To. 20(11) 103. 4(19) 115.4 
1 23, 90(2) 44, 04540 75, 93113) 104, 0420} 133,0 
2 29. 30(3} 51. 47(?7) 80. 901149 106, 8422) 143,2 
3 45, 93(69 То. 79(12) ёт. 50515) 112. 5123) 148,8 
4 60, 1348) 8/7. 8201593 1065, 4121) 131.3 153.3 
5 БЯ, 52(99 Эй, 4650173 114, 9624) 140, 5 161, 9 
6 71. 08(19) 103,1618) 125,5 144,3 170.0 

13.8 ҺЕ 


在 结构 动力 学 有 限 元 求解 方程 的 解法 中 ,关于 二 阶 党 微分 方程 组 的 直接 积分 法 ,分 别 
以 中 心 差分 法 和 Newmark 法 为 代表 讨论 了 显 式 算法 和 隐 式 算法 的 各 自 算法 步 又 、 特 点 、 
稳定 性 条 件 及 其 适合 使 用 的 情况 。 作 为 求解 动力 学 问题 的 基本 方法 的 直接 积分 法 中 , 除 
上 述 两 种 方法 外 ,还 有 不 少 其 他 的 显 式 算法 、 隐 式 算 法 和 两 者 结合 的 混合 算法 。 本 章 所 讨 
论 的 内 容 也 为 理解 和 掌握 这 些 其 他 算法 提供 了 必 记 的 基础 。 

所 型 营 加 法 也 是 动力 分 析 中 的 一 种 成 熟 而 被 广汉 应 用 的 方法 ,其 基本 概念 和 步 又 已 
见 诸 一 般 的 结构 动力 学 或 振动 理论 的 教材 中 。 它 的 核心 内 容 是 动力 特性 方程 的 求解 ,这 
在 数学 上 属于 答 阵 特征 值 问 题 。 当 将 振 型 全 加 法 推广 于 有 限 光 分析, 特别 是 用 于 大 洲 复 
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ЕЖВИЯНЫ.Н T £ 3 BJ A ЕНЕ Ж. НА ЕКЕ ËF 35 AE 18 IPB] ДАН НАЛЕ 7). 
特征 解 的 有 效 方法 。 本 章 所 讨论 的 反 和 民法 和 子 空间 迭代 法 是 现行 最 常用 的 基本 算法 ， 
而 里 兹 向 世家 接 仅 加 法 和 Lanczos 方法 则 是 近年 米 受 到 重视 的 算法 。 以 上 这 些 方法 的 要 
点 和 相互 区 别 在 于 初始 向 量 的 选取 和 过 代 过 程 中 向 量 之 间 相互 正 交 技术 的 选择 ,从 而 影 
啊 到 整个 求解 过 程 的 效率 和 精度 。 这 是 应 了 注意 理解 和 把 据 的 基本 点 。 

关于 系统 自由 上 度 的 减 缩 方 法 ,本 章 讨 论 了 Guyan 减 缩 法 (又 称 主 从 自由 度 法 } 和 动力 
子 结构 法 。 前 者 比较 简单 ,在 一 些 情 况 下 也 能 取得 较 好 的 效果 ,但 如 和 何 适当 地 区 分 主 从 自 
H Ë ,以 达到 在 不 太 影 响 计 算 精 度 的 前 提 下 使 计算 效率 有 显著 提高 ,往往 不 易 掌 握 。 现 今 
大 型 动力 系统 分 析 中 三 泛 采 用 的 是 动力 子 结构 法 , 它 能 够 大 幅度 地 缩减 动力 分 析 的 规模 。 
队 本 全 介绍 的 固定 界面 子 结构 法 外 ,还 有 自由 界面 和 混合 界面 的 子 结 构 法 等 ,其 基本 点 和 
区 别 也 在 于 于 结构 参加 系统 集成 的 基本 自由 度 ( 也 可 称 里 兹 基 向 量 ) 的 选取 。 子 结构 方法 
中 也 必须 求解 大 型 短 阵 特征 值 问题 的 部 分 特征 解 , 最 后 集成 的 系统 方程 也 常常 应 用 直接 


积分 法 求 佣 ,因此 对 太 蜡 复杂 系统 的 动力 分 析 , 需 要 综合 地 ,灵活 地 应 用 本 章 所 讨论 的 各 
方面 内 容 。 

关键 概念 

ОЛ ЖЕН $ F EHE # [А ЖЕТЕ 

显 式 算法 隐 式 算法 до Иж 

ЖЕ Ж, 动力 特性 及 选民 法 

ЖОЖ íF. ЈА, БЕЙ la] Ж ЖОЕ 务 频 方法 

# ЖЖ B +š # aE Lanczos 方法 айы Ж 

Guyan Ж, 9635 动力 了 结构 法 E F nE 

复习 题 

13.1 比较 弹性 动力 学 和 更 力 学 的 场 范 数 . 方 程 必 定 解 条 件 , 它 们 的 相同 点 和 不 同 点 
ETA? 

13.2 ЕКМЛЕНЕЛЕМАН ЕЛ ЖЕЛ ВОН |F] ЯП АК [Н] E 
什么 ? 


13.3 ТАЖЕН? 什么 是 集中 质量 矩阵 ” 它们 在 形式 上 和 实质 上 的 相向 
点 和 和 不同 点 是 什么 ? 

13.4 阻尼 短 阵 有 哪 几 种 形式 ? 各 自 的 物理 意义 是 什么 ? 

13.5 ”中心 差 分 法 中 如 何 假 没 速度 .加 速度 和 位 移 之 间 的 关系 式 ? 如 何 建立 各 个 时 
间 点 解 的 递 推 会 式 ? 什么 是 它 的 起 步 条 件 ? 如何 建 立 ? 
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13.6 为 什么 说 中 心 差分 法 是 显 式 算法 ? 它 的 求解 过 程 有 什么 特点 ? 

13.7 为 什么 说 中 心 差分 法 是 条 件 稳 定 算法 ?如何 确定 它 的 临界 步 长 ?7 什么 是 临界 
步 长 的 力学 意 浆 ? 

13.8 Newmark 方法 中 如 何 假设 位 移 ,速度 和 加 速度 之 间 的 关系 ? 如 何 建立 各 个 时 
间 点 解 的 递 推 公式 ”什么 是 它 的 起 步 条 件 ? 如 何 建立 ? 

13.9 如 何 选择 Newmark 方法 中 的 计算 参数 ? 它们 对 解 有 什么 影响 ”它们 取 何 值 
时 , 解 是 元 条 件 稳定 的 ? 

13.10 ”如 何 判 定 动 力学 方程 直接 积分 法 的 解 的 稳定 性 ?具体 步骤 是 什么 ? 

13.11 什么 是 系统 的 动力 特性 方程 ”如 何 求解 它 ? 它 的 解 在 动力 分 析 中 有 何 作用 ? 

13,12 比较 动力 分 析 中 的 直接 积分 法 和 振 型 瞧 加 法 的 相同 点 和 不 同 点 ;在 实际 分 析 
中 如 何在 它们 之 间 进 行 选择 ? 

13.13 什么 是 求解 矩阵 特征 值 问 题 的 反 和 迭代 法 和 下 迭代 法 ?各自 适 合用 于 什么 情 
Ж? 它们 的 求解 步骤 是 什么 ? 为 什么 能 够 以 及 如 何 保证 迭代 收 侣 到 要 求 的 特征 解 ? 

13.14 什么 是 子 空间 选 代 法 ? 它 和 反选 代 法 相 比 较 有 哪些 相同 点 和 不 同 点 ? 

13.15 子 室 间 选 代 法 中 如 和 何 选择 选 代 的 初始 癌 量 窍 阵 ? 

13.16 在 矩阵 特征 值 问题 的 求解 中 , 移 频 方法 有 何 作用 ” 如何 应 用 ? 

13,17 什么 是 里 兹 问 量 直 接生 加 法 的 基本 出 发 点 ” 它 和 连 代 法 的 区 别 何在 ?如何 
利用 它 求解 动力 特性 问题 和 动力 响应 问题 ? 

13.18 Lanczos 法 利 里 兹 向 量 直 接 双 加 法 相 比 较 ， 在 里 效 问 量 选择 和 正 交 化 方法 上 
的 相同 点 和 不 同 点 是 什么 ? 

13.19 什么 是 Guyan 减 缩 法 ” 它 的 基本 思想 是 什么 ?在 算法 上 如 和 何 实现 ”如何 合 
ЖУ НДҮ? 

13.20 什么 是 动力 子 结 枸 法 ? 它 和 静 力 子 结 构 法 相 比 较 ,在 力学 概念 十 和 算式 表达 
上 有 什么 相同 点 和 不 同 点 ? 

13.21 为 什么 动力 子 结构 法 义 称 模 态 综合 法 ”固定 界面 动力 子 结 构 法 中 包含 哪儿 
类 模 态 ? 各自 的 力学 意义 是 什么 ”如 何 形成 ? 

13.22 比较 Сауап 减 编 法 和 动力 子 结 构 法 在 力学 概念 上 和 算式 表达 上 的 相同 点 和 
不 同 点 ,以 及 它们 在 应 用 中 的 优 缺 点 。 


练习 题 


13.1 试 求 矩形 非 协调 板 单元 (10, 2. 1 节 ) 的 协调 质量 年 阵 和 集中 质量 矩阵 。 
13.2 分 别 用 协调 质量 矩阵 和 集中 质量 矩阵 求 图 13. 6 所 示 的 变 截 面 均 质 杆 的 固有 
频率 和 振 型 。 


_ 1----- ~ 925. 


13.3 ФАР ЕРЕ Е 13.6 变 截 面 杆 在 图 13.7 АТ Ну 38 TF FH 


下 的 啊 应 。 
初始 条 件 :， ибт,0)0-иСст.00-0 
时 间 步 长 : Ағ--Т,/10,7,.57; 
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图 15.6 图 13.7 


13.4 用 Newmark ЛЕК 13,3, 

13.5 用 振 型 登 加 法 求解 题 13. 3。 

13.6 证 明 Newmark 方法 中 , 取 6-1/2Жа-1/6 时 代表 At 内 线性 加 速度 的 假设 ; 
取 8 一 172 和 e= 1/4 时 代表 At 内 平均 加 速度 的 假设 。 

13,7 EEH Newmark Е.Н ô=1/2 Жа--О Е, 1 Newmark 方法 种 中心 差 分 法 
相等 效 。 

13.8 导出 Newmark 方法 稳定 性 分 析 中 的 (13. 5. 14) 式 。 并 借鉴 此 推导 过 程 导 出 
Newmark 方法 的 三 步 循环 公式 413.3.18) 式 。 

13.9 已 知 


并 有 
1 0 O 
М = f 1 0 
оо 
用 Gram-Schmidt 方法 对 它们 进行 下 变化 处 理 以 肪 正则 共处 理 
13.10 如 有 一 结构 , 它 的 刚度 甜 阵 和 质量 和 矩阵 如 下 ，、 
2 —1 O 
K = _1 4 —2 
Lo —2 2 
用 解 术 方法 求 出 系统 的 全 部 固有 频率 和 振 型 。 


10 O 
нера 
001 
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т- -- а 一 


13.11 用 矩阵 反选 代 法 求 题 13. 10 的 前 两 阶 回 有 频率 和 振 型 (注意 :初始 向 量 不 要 
取 上 题 已 解 出 的 结果 ) 

13.12 用 子 空间 迭代 法 求解 题 13. 10( 取 > 一 2) 。 

(1) НІН ЕНЕ 13.6.2 节 所 提示 的 一 般 原 则 选取 ， 

(2) 初始 向 量 取 题 13. 10 中 已 解 出 的 前 两 阶 固 有 振 型 的 任意 线性 组 合 。 

13.13 Ж 13.10 系统 上 作用 有 空间 分 布 模式 为 F(s) 二 [2 4 1] 的 载荷 ,用 里 
兹 回 量 直接 番 如 法 求 出 此 载荷 能 濑 发 起 的 振 型 ， 

13.14 4130 HEB E 用 的 第 2 个 主 元 素 改 为 0, 用 解析 法 求 出 系统 的 固有 频率 和 
振 型 

13.15 用 Lanczos 方法 求解 题 13. 14 ,比较 Lanczos 向 量 数 r= 2 和 3 的 结果 ,并 分 
析 造 成 差别 的 原因 。 

13.16 导出 (13,6.54) 和 (13.6.55) 式 给 出 的 结论 。 即 里 兹 向 量 直 接 辣 加 法 中 а, = 
Oji i A Ока 5 |. 

13.17 利用 教学 程序 FEATP 对 目 方形 板 进 行动 力 特性 分 析 。 板 几何 尺寸 ШК 
a 二 1,0m, 厚 入 上 =0.01m; 材 料 常 数 ; Е--2.1ХхХ10%МРа,у-е0, 3,р-< 7 800kg/m: ;边界 条 
件 : 1) 四边 简 支 ;<2) 四 边 国 支 。 用 Mindin 板 单元 进行 离散 ,采用 反选 代 法 和 子 空间 选 
代 法 计算 它 的 前 10 阶 固 有 频率 ,并 比较 不 同 单元 型 式 和 网 格 对 结果 的 影响 。 

13.18 8913.17 中 的 方 板 承受 均 布 载荷 : 001) -0(1< 0) а(0 -1мРас 0», Ф 
СІ) 0796, C2)Newmark 法 ,进行 动态 响应 分 析 , 并 比较 不 同 单元 型 式 和 网 板 以 及 
Newmark 参数 对 板 中 心 找 度 结果 的 影响 ，。 

13.19 问题 同 题 13. 18, 承 受 周 期 性 变化 的 均 布 载荷 40 = gsinpt, 其 中 д--ІМРа, 
р= аш, о НІ ИЕН. Ша 取 不 同 秆 时 对 解 的 影响 (例如 а--0.1,0.2, 
0,5,0,8,1,0,1,2,1,5--), 

13.20 Ё ЕЕАТР. ЕН ЕВЕ. МЕЛФТФИЫЛИ m st В 
ЖЕМИ Л ШИ РЕЯ rh h ЖР РЕНО ДЕЛІ, 

13.21 тА Й 13.17, ЖНЖ ЕЩЕ БЫН. ЖЕЛДІРМЕ ЕНІН 
结果 进行 比较 。 
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жива 


无 粘 小 抗 动 流动 的 基本 方程 及 其 以 压力 或 位 移 表 示 的 两 种 形式 的 各 自 特点 ， 

流 固 业 合 系统 的 力学 禄 型 及 有 限 元 分 析 的 位 移 -压力 格式 的 建立 方法 和 方程 
特点 。 

流 固 炳 合 系 统 动力 特性 分 析 中 ,方程 对 称 化 处 再 的 方法 ,流体 刚度 和 给 阵 奇异 性 消 
RAF A kET R, 

ARRERA RETH P 8 И? ERRI 5 F B| jk НА, НА НА), 
AJ Ж ЖИЛ ERP, ХЖ {Кр ДП Ж s р. 


在 海洋 .船舶 ,航空 KA Т.Ж) J FLER H, АН ІЛ IK ЖАНЫ ПН Tr 
作用 问题 ,简称 为 流 固 耦合 问题 。 例 如 海洋 结构 在 波浪 等 作用 下 的 动态 分 析 ,潜水 结构 对 
水 下 爆炸 波 的 冲击 响应 ,水 库 - 水 坝 系 统 的 地 震 响 应 , 充 液 容器 的 昂 动 和 管道 振动 等 ， 

流 固 大 合力 学 的 重要 特征 是 两 相 介 质 间 的 变 互 作用 , 即 固体 在 流体 载荷 作用 下 会 产 
生变 形 或 运动 ,而 变形 或 运动 反 过 来 又 影响 流 场 的 流动 ,从 而 改变 流体 载荷 的 分 布 和 大 
小 。 一 般 流 固 耦合 方程 的 特点 是 方程 的 定义 域 同 时 有 流体 域 和 固体 域 ,未 知 变量 既 有 流 
体 变量 又 有 固体 变量 ,而 且 流 体 域 和 固体 域 通常 无 法 单独 求解 

从 总 体 上 看 ,按照 耦合 机 理 流 固 耦 合 问题 可 以 分 为 两 大 类 。 第 一 类 是 两 相 域 部 分 或 
全 部 重 秋 在 一 起 ,很 难 明 显 地 分 开 , 如 渗流 问题 。 第 二 类 问题 的 特征 是 耦合 作用 仅 发 生 在 
两 相交 界面 上 。 本 章 所 涉及 的 流 固 耦 合作 用 属 第 二 类 问题 ， 

Zienkiewcz 和 Bettess : 曾 将 上 述 第 二 类 流 固 耦合 问题 分 为 三 种 情况 ,一 是 流 男 问 有 
大 的 相对 运动 情况 ,如 飞机 飞行 状态 下 的 气动 弹性 力学 问题 ;二 是 有 限 流体 运动 的 短 周 期 
情况 ,如 流体 受 冲 击 和 术 下 爆炸 问题 ;三 是 有 限 流体 位 称 的 长 周期 情况 ,如 舍 液 容器 的 流 
固 耦 合 振 动 问题 。 在 研究 流 固 硫 人 台 问 题 时 ,根据 研究 问题 的 特点 和 和 目的 ,可 将 重点 放 在 流 
场 或 固体 结构 上 进行 研究 ,而 对 另 一 部 分 作 适 当 的 简化 ， 


人 

流体 按 其 自身 的 性 质 和 分 析 的 理论 可 分 为 ， 

(1) 烙 性 流体 和 非 粘性 流体 。 前 者 运动 时 体积 微 元 行 在 能 切 应 变 和 甬 切 应 力 ; 而 后 
者 体积 微 元 只 存在 体积 应 变 和 法 向 压力 ,和 且 如 果 运 动 开 始 时 是 无 旋 的 , 则 始终 保持 为 无 旋 
状态 。 严格 地 说 ,流体 总 是 具有 一 定 的 精 性 ,但 是 在 一 定 条 件 下 ,可 以 假设 其 为 元 粘性 ,所 
以 称 无 粘性 流体 为 理想 流体 。 

(2) 可 压缩 流体 和 不 可 压缩 流体 。 这 种 划分 也 是 一 定 条 件 下 的 理论 想 设 。 例 如 在 分 
析 沉 漫 于 水 中 的 结 枸 的 动力 特性 时 , 营 可 将 水 视 为 不 可 压 冲 的 ,从 而 使 问题 得 到 简化 。 但 
是 研究 波 在 水 中 传播 时 ,必须 考虑 水 的 可 压缩 性 。 

本 草根 据 通常 遇 到 的 流 固 克 合 问题 的 特点 ,合理 地 假设 流体 是 无 粘性 的 理想 流体 。 

在 流体 力学 中 ,通常 采用 固定 于 空间 的 欧 拉 誉 标 系 , 闻 时 在 此 坐标 系 中 ,流体 力学 方 
程 因 包 合 对 流 项 而 呈 非 线性 性 质 。 根 据 通常 遇 到 的 流 固 耦 台 问 题 的 特点 ,假设 流动 是 在 
稳定 状态 邻近 的 小 扰动 ,此 时 流体 力学 方程 可 以 简化 为 线性 方程 。 间 时 固体 仍 和 以 上 各 
章 一 样 , 假 定 为 线 弹 性 材料 。 因 此 本 章 讨 论 的 流 固 榴 合 系统 只 限于 它 的 线性 问题 , 它 在 实 
际 工 程 中 仍 有 较为 广泛 的 应 用 领域 。 

既然 流 因 类 合 问题 是 动力 学 问题 ,因而 前 一 章 所 讨论 的 用 于 分 析 系 统 动力 特性 和 系 
统 动力 喘 应 这 两 类 问题 的 各 种 数值 方法 , 原 划 上 都 可 以 用 于 流 固 疯 合 系统 的 分 析 。 本 章 
着 重 讨论 将 它们 应 用 于 流 回 看 全 问题 时 需要 注意 之 处 ,并 且 讨 论 流 固 克 合 分 析 中 的 特有 
的 者 于 问题 。 本 章 14. 2 节 讨 论 无 粘 小 扰动 流动 的 基本 方程 和 表达 形式 ;14. 3 节 讨 论 流 
甸 耦 全 系统 有 限 元 分 析 的 (团体 ) 位 移 -( 流 体 ) 压 力 格 式 ;14.4 节 .14.5 节 分 别 讨论 流 固 耦 
合 系统 的 动力 特性 分 机 和 动力 响应 分 析 。 前 者 着 重 讨论 方程 的 对 称 化 处 理 及 流体 域 刚 产 
矩阵 奇异 性 的 消除 ;后 者 着 重 讨论 直接 积分 方法 用 于 流 固 看 全 问题 时 的 具体 算法 实施 方 
案 , 并 且 将 介绍 隐 式 算法 和 显 式 算法 结合 使 用 的 隐 式 - 显 式 算法 。 


142 无 烙 小 扰动 流动 的 基本 方程 各 表达 形式 


14.2.1 无 粘 小 扰动 流动 的 基本 方程 


1. 场 方程 
连续 方程 

pov =0 (=1.2,3) (14.2.1) 
(上 标 “，" 表 示 对 时 间 的 偏 导数 ,p 一 p, 一 3 
运动 方程 

бо, =— p; (= 1,2,3) (14. 2. 2) 


Zl AESMA 


А a rre а — zar em mr — т— --- --- e -- -- --- -- --- — S. лг! F оо жил таз дыз һал. җан иа. — һал дыл д ды — „дш 
- лап ж-л n- -- --- --- ---  — = =з =- -- --- — = 


р = сё (14.2.3) 

以 上 各 式 中 ,wv, 是 流体 扰动 的 流动 速度 分 量 , 上 RK shj O KAJ K R E „про 

别 是 扰动 引起 的 质量 密度 变化 和 流 场 压力 变化 ,co 是 流体 中 的 声速 ,表示 为 
a Ё 


å = Š (14.2.4) 
式 中 名 是 体积 模 量 。 如 有 体积 变化 如,; 则 压力 变化 的 表达 式 为 
b 一 一 шъ (14,2,5) 
Ж и, 是 流体 扰动 引起 的 位 称 变 化 。 
2. 边界 条 件 
(1) 自由 被 面 (Si) 
对 于 水 平 液 面 p=0 (14,2.6) 
对 于 波动 液 面 P= Биз (14.2.7) 
(2) KIPEE EHA 8 S) | 
м, = un, = Ü (14.2. 8) 


ACA. 2.6). 《14,2. 7) 分 别 表示 分 析 中 是 否 考 虑 流体 自由 液 面 的 波动 。 若 不 考虑 表面 的 
流动, 即 假说 自由 液 面 保持 为 水 平面 ,这 时 p=0。 若 考虑 表面 的 波动 , 则 рори, р 
的 ws 为 垂 吉方 向 的 位 移 ,5 为 重力 加 速度 。(14. 2. 8) 式 表示 在 国定 面 (S,) 上 流体 的 法 向 
位 称 为 零 , 式 中 的 n 是 固定 面 的 外 法 线 的 方向 余 蓄 ， 

3. 无 旋 流 动 的 特性 

流体 内 微 元 体 的 旋转 速度 向 基 w 可 表示 为 

w= [а е» % | (14, 2, 9) 

其 中 оо Жо 1,2,3 轴 ( 即 х,у, 轴 ) 的 分 量 。 它 们 和 速度 分 量 o 的 关系 是 


1 
шу == y 9.2 一 15,3) 
1 
ақ 一 чу С.з — ав) (14, 2. 10) 


1 
аа == y Би 1,2) 


现在 来 研究 无 粘 流动 的 旋转 特性 ， 从 (14. 2. 2) 式 可 以 得 到 
PoU, =— В. 0,0, =— р 
考虑 到 变量 的 偏 导数 与 次 序 无 关 , 则 从 以 上 两 式 得 到 
Va — у = 0 (¿j = 1,2,3) (14. 2.11) 
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将 (14.2,10) 式 代入 上 式 , 得 到 


ш = ш, = фу == Ü (14. 2. 12) 
Вр о =й 
因而 可 以 得 到 
ш — ЖЖ 
上 式 表 肯 如 果 流 体 扰 动 前 的 旋转 向 量 w 的 初 值 w。 一 0, 则 有 
w = 0 (14, 2, 13) 


即 流动 保持 为 无 旋 状 态 。 这 就 是 无 粘 流 动 的 特性 。 如 果 用 流动 速度 分 最 =, 3 28 Ж{{. 
则 有 


(Фф 


7090—09) = 0 G.j=1.2,3,i 3) 
т. =, (ij = 1,2,3 му j) (14. 2. 14) 
如 果 用 位 移 分 量 表示 无 旋 流 动 特性 , 则 有 


5іш-ш,)-0 0) = 12,38,39 р) 


或 


ц. = u, 


„J (т,} -з1,2,3,1ә6)) (14,2, 15) 


14.2.2 ”以 压力 p 为 场 变量 的 表达 形式 
以 (14.2.1) ,C14.2.2) 和 (14.2.3) 式 中 消去 о 和 w,; 可 以 得 到 以 下 的 场 方程 
Fn 一 Ë = 0 (14, 2, 15) 


该 式 是 标准 的 波动 方程 , 它 表 明 无 粘 小 扰动 流动 问题 可 以 归 铺 为 求解 以 压力 扰动 p 为 场 
变量 的 波动 方程 。 利 用 (14. 2. 2) 式 可 将 原 问 题 的 边界 条 件 (14. 2. 6)— (14, 2. 8) 改 写 为 与 
方程 (14. 2. 16) 相 对 应 的 如 下 形式 ， 
01) 自由 液 面 (Si) 

水 平 液 面 р=0 (14.2. 17) 

波动 液 面 bP U — Eb (14. 2, 18) 

(2) 刚性 固定 边界 液 面 4Sh) 

Pn 0 (14. 2. 19) 

可 以 看 出 ,以 上 场 方程 和 边界 条 件 中 只 包含 了 一 个 标量 场 变量 , 即 压 力 р, ВЕ 
天 离散 后 ,每 个 结 点 只 有 一 个 结 点 变量 ,计算 效率 较 高 。 所 以 定 流 固 克 全 系统 的 有 限 元 分 
析 中 ,通常 情况 下 流体 采用 以 压力 户 为 基本 变量 的 表达 格式 。 


Ж 14 Ж Ж Blam Рр - " 


1423 М u 为 场 变 量 的 表达 形式 
因为 o =u, ,将 它 代入 Cd4.2.17 和 (14.2.2) 式 ,并 利用 (14.2.3) 式 , 则 可 得 到 


н, = сир 
因为 ща = uy, ， 并 考虑 流动 的 无 旋 特 性 的 位 称 形 式 (14. 2. 15020. ЖШ Җ 18 ЗИД u и, 
为 场 变 量 的 如 下 场 方程 : 
меси = Ü (ik = 1,2,3) (14. 2, 20) 
ЖАЖА а 也 满 是 波动 方程 。 它 的 边界 条 件 是 
(1) ВЖ ЕС) 


Ж ЖШ р=0 (14,2. 21) 
кмет P= fh gus (14.2. 22) 
其 中 P= — Еи, 


(2) 刚性 固定 边界 滚 面 (Si ) 

u, = ит, = Ü (14. 2. 23) 
以 上 方程 和 边界 条 件 中 包含 的 场 变 量 是 位 移 向 量 z, (对 于 通常 遇 到 的 三 维 问题 ,i 二 1,2， 
3)。 有 限 元 离散 后 ,每 个 结 点 有 3 个 结 点 变量 ,计算 工作 量 将 会 比 以 压力 疡 为 场 变量 天 许 
多 倍 。 更 应 指出 的 是 ,在 以 上 场 方程 (14. 2. 20) 式 的 推导 过 程 中 已 事先 引 人 大 了 无 旋 条 任 
414.2.15) 式 。 在 有 限 元 分 析 中 ,如 果 不 引 和 此 条 件 , 刚 度 矩 阵 将 是 奇异 的 ,通常 需要 利用 
前 是 数 方 法 将 无 旋 条 件 引 入 泛 画 。 正 刀 以 前 讨论 中 已 一 青 棍 到 ,用 罚 函 数 方法 引 人 附 吉 
条 件 将 有 诸多 问题 需要 注意 。 由 于 上 述 两 方面 的 原 内 , 流 固 耦合 系统 的 有 限 元 分 析 , 较 少 
采用 以 位 称 и 为 基本 变量 表达 的 流体 力学 方程 。 


143 流 固 耦 合 系统 有 限 元 分 析 的 (ui , 轧 ) 格 式 


在 流 固 耦合 系统 中 ,固体 域 的 方程 通常 总 是 以 位 移 作为 基本 未 知 量 ,而 流体 域 的 
方程 如 上 他 所 述 ,通常 采用 流 场 压力 少 作 为 基本 未 知 量 。 相 应 的 有 限 元 表达 格式 称 之 为 
流 固 耦 合 分 析 的 位 移 - 压 力 (zu RR. 


1431 流 固 耦合 系统 的 动力 学 模型 和 基本 方程 及 边界 条 件 


假设 流体 为 无 粘 .可 压缩 和 小 扰动 的 ,并 假定 流体 自由 液 面 为 小 波动 。 固 体 则 考虑 为 
线 弹性 的 。 图 14, 1 为 流 固 耦 合 系统 模型 的 示意 图 。 图 中 ,V. 和 V, 分 别 代表 固体 域 和 流 
体 域 ,S, 代表 流 固 交界 面 ,Ss 代表 流体 刚性 固定 面 边 界 ,S; 代表 流体 自由 表面 边界 ,& 为 
流体 自由 表面 波 高 ,S, 代表 固体 位 移 边 界 ,S, 代表 团体 的 力 边界 ,mi 为 流体 边界 单位 外 
法 线 向 量 ,n, 为 回 体 边界 单位 外 法 线 向 量 。 在 流 固 交界 面 上 任 一 点 处 ,m Ял, 的 方向 相反 。 
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- - - s: у= а - -- =--- 一 = 一 -= 一 - =- 一 


т- rr 


14.1 流 固 耦合 系统 模型 示意 图 


t 流体 域 (Vi 域 ) 
(1) 流体 场 方 程 
.— Ë = Ü (14.3.1) 
其 中 p 为 流体 压力 ,cs 为 流体 中 的 声速 
(2) 流体 边界 条 件 
刚性 固定 边界 (S, 边 ) Po (14.3. 2) 
НІНЕН (5,2) 2215-0 (14.3. 3) 
z р 
2. ВЖЕ (У, 3%) 
(1) 固体 场 方程 
сь. + fi = би, (14.3.4) 


其 中 5 为 固体 应 为 分 量 ,u ЗАКУВО В, 为 固体 体积 力 分 量 ,p, 为 固体 质量 密度 ， 
(2) 固体 边界 条 件 
为 边界 条 件 (S, 边 ) any =T, (14.3.5) 
位 移 边 界 条 件 (S, 边 ) u, =H, (14, 3, 6) 
其 中 T.,u, 分 别 为 国体 上 的 已 知 面 力 分 量 和 位 移 分 量 。 
3. 流 国 交界 面 需 满 足 的 条 件 


(1) 运动 学 条 忻 ; 流 固 交 界面 (9,) 上 法 向 速度 应 保持 连续 , 即 
та = Qí Rf = 0, *( —— Z. " f. — Ú. (14.3.7) 


利用 流体 运动 方程 (14, 2, 2)? 式 ,可 以 将 上 式 改 写 为 
Ёри ет — 0 СЕ 5, 界面 (14.3.8) 
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Мени 为 国体 位 移 向 量 , 为 流体 质量 密度 。 
(2) 力 连 续 条 件 ; 流 固 交 界面 (S,) 上 法 向 力 应 保持 连续 ,有 凤 
буй, = Түп, =— Тұл, (14, 3.9) 
ЖЧ г, Л ЛКС ВТА. WTAE: n RERA 
г, =— рд, (14. 3. 10) 
ЖЕНАТА. 3.9) 式 ,出 得 到 | 
бып; = рп. CE 5, 界面 ) (14. 3.11) 


1432 ”用 个 辽 人 金 法 建立 流 固 耦合 的 有 限 元 方程 


1. 将 求解 域 离 散 化 并 构造 播 值 函数 
对 流体 采用 压力 格式 , 则 流体 单元 内 的 压力 分 布 可 以 表示 为 


"ty 
b z iy, z D ғ DN, ydp СӨ = Np (14. 3. 12) 
=l 


其 中 ,mr 为 流体 单元 的 结 点 数 ,p" 为 单元 的 结构 点 压力 向 量 , N, 为 对 应 结 点 i 的 插值 
ЮЖ. 
ЖЕЖ МУР Жақ WJ 8] PK А АРАДА Ж ОН 


тн 


до SIN Cr, узг) 
=] 


+ 


HLE, y i Г) = 17 ©, = S Ñ (тау, pa) 
=] 


TE! 


Na: 


шу, 


(14. 3,13) 
其 中 ,ms 为 固体 单元 的 结 点 数 ,a 为 单元 的 结 点 位 移 向 量 , №, 为 对 应 结 点 i 的 插值 函数 。 
2. ЖШТ ЖЕҢ ЖЕЛЕ 


ЖЕ ЖЕН ЕУГЕН ЯҒ. 3. 1) (14. 3. 11) 式 的 加 权 余 量 的 匣 辽 会 
提 法 ,对 流体 域 表 达 为 


ЕБ и?) | (әр )48— за Tp +2)а5— 
|, ДЕ: т ]dS = 0 (14. 3. 14) 


对 固体 域 假 定 已 满足 结构 的 位 移 边 界 条 件 , 则 可 表达 为 
| Qu, Oy; + f, — „ЧУ — |, би, (спа — Т.48- 


|. би (опа + pn, )dS = 0 (14. 3. 15) 


对 (14. 3.14) 式 的 第 一 项 jv Dp pn dV 进行 分 部 积分 , 则 可 得 到 
ЭШТЕ 
|, Splot + 48 = 0 (14. 3. 16) 
对 (14. 3. 15) 式 的 第 一 项 Su to, АУ 进行 分 部 积分 ,并 代入 物理 方程 , 则 可 得 到 
|, [Se Рива — f, + ди, (рм, ) |48 |, setas 


| Ви,(т,245 = 0 (14,3, 17) 
5; 


将 (14.3.12).(14.3.13) 式 代 人 (14.3.16) 014,3. 1734 „ЗЕ 38 Е бр 和 Sx 的 任意 性 , 则 
可 以 得 到 如 下 流 男 不 合 系统 的 有 限 元 方程 , 即 
ом. А а (к 29 
— Q м.р o K. 
其 中 为 流体 结 点 压力 向 量 ,a Ж [ {ЖА t {у ei E.O UM ГЕ ЖЩ S EE M, 和 分别 
АЕ ЕЛЙНАЛІ ВЕ, м, ЯП К, ЯЗ J SI IA Л Bt Е (@1{Ж ВЕЕ ЕЕ, F. 为 
Hia. ЖИРЕН НУЛЫ ВЕ 15 ду 


2 


а F. 
— | | (14.3. 18) 
P 0 


M: = | А мемау + | NINdS (14. 3. 19) 

v+ [АР Би 
工 

K: — | М ЭМ фу (14. 3.20) 
м dæ, дж, 

0 = | ап, №5 (14. 3.21) 
5, 

М: = |, о.МТМАУ (14, 3. 22) 

K: = | BTDBdV (14. 3. 23) 
p 

F. = | N' уду + | N! TdS (14. 3. 24) 
y 8: 


а 


《14. 3.23)? 式 中 吾 为 固体 的 位 移 - 应 变 关 系 矩 阵 。 从 (14.3. 19) 式 可 以 看 出 ,af 通常 由 两 
部 分 组 成 , 印 
М: = Му + МК (14, 3, 25) 
Hrh. Mi ИЛИ E ЕДЕТЕ [E ,Ms 为 由 流体 自由 表面 波动 引起 的 质量 矩阵 。 
恕 尘 假 定 流体 是 不 可 压缩 的 ,同时 又 不 考虑 流体 和 白 由 液 面 波 动 的 影响 , 则 这 两 项 均 为 
Ж. 这 时 方程 (14.3. 18) 式 可 以 简化 为 
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(M. + MOa + Ка = F. (14. 3. 26) 
其 中 


м! = Токгот (14.3.27) 
М 


М.Қ ИНЕМ ЕНЕ РЕН. БЫ [ЕЕ ИИИ ЛЕ ЕРНІНЕ. ХЕЙ 
СЫНЫ ЭЯ 25 E EP) Jin ж ЖЛ Е, М.Т À À AET AA ЖЕН 
分 析 。 
ДО ЕЯ Зу ЈЕ ТАТЕ НУ. ВО a 二 0, 则 流 固 看 合 方 程 (14, 3. 18) 式 将 退化 为 流 
体 日 由 晃动 方程 ,表示 为 
Мор + Күр = 0 (14, 3. 28) 
Я 14.19 仍 以 第 13 еми 13.6 中 的 水 轮机 转 轮 为 例 , 现 将 流体 作为 附加 质量 引 
АННУ S JJ iy iE y iq ,以 考察 流体 对 结构 动力 特性 的 影响 。 在 计算 水 轮机 转 轮 的 附加 
水 质量 时 ,流体 取 叶 片 间 所 包含 的 部 分 ,并 认为 进 水 边 和 出 水 边 上 的 流体 是 自由 的 , 即 令 


流体 在 进 水 边 和 出 水 边 满足 边界 条 件 辽 二 0。 流 体 的 有 限 元 网 格 图 见 图 14.2. 


(а) АИ И НН ЕИ (b) Ж ЕИ ҚЫН 
14,2 水 轮机 转 轮 叶片 间 流 体 网 格 图 


为 了 便于 引 人 附 加 质量 ,要 求 流体 结 点 和 转 轮 叶片 、 上 冠 及 下 环 上 的 对 应 结 点 必须 重 
合 。 流 体 单 元 类 型 在 流体 域内 采用 8— 20 结 点 三 维 实体 单元 来 描述 压力 分 布 ,在 流 固 交 
寞 面 上 则 采用 8 结 点 曲面 单 抑 对 法 向 加 速度 分 布 如 以 撒 述 。 与 转 轮 的 子 结构 划分 
ОЙ 13. 6) 相 适应 ,将 流体 也 划分 为 13 个 子 域 并 应 用 旋转 周期 理论 进行 求解 。 表 14. 1 给 
出 计算 结果 。 

表 14.1 中 ,代表 转 轮 在 空气 中 的 振动 频率 , fi 代表 转 轮 在 水 中 的 振动 频率 ， 
一 了 0/ 的 百分比 则 反映 流体 附加 质量 对 频率 影响 的 大 小 。 计 算 结 果 表 上 明 , 引 入 流体 
附加 质量 对 水 轮机 转 轮 的 固有 频率 是 有 影响 的 ,但 对 各 阶 频率 的 影响 是 不 同 的 。 其 影响 
的 大 小 主要 和 和 转 轮 结构 的 振动 模 态 有 关 。 由 子 转 轮 第 一 阶 振动 是 以 下 环绕 旋转 轴 的 扫 振 


ва 


532 
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为 主 。 当 不 考虑 流 蛋 的 粘性 时 ,水 在 下 环 运 动 方向 上 基本 不 做 功 , 因 而 附加 原 量 对 第 一 阶 
振动 影响 很 小 。 而 对 其 他 各 阶 振动 ,下 环 和 叶片 在 与 水 相 接触 的 表面 活 癌 方向 上 均 贞 现 
了 明显 的 运动 ,这 吏 必 然 会 受到 水 的 阻碍 作用 ,从 而 寻 致 转 轮 振 动 频率 显 车 地 几 低 。 

囊 14.1 引入 流体 附加 质量 对 转 回 轩 有 频率 的 影响 


ET 
9 


17, 04 一 68, 52 50, 54 
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бо -1 ос л ны 9 [SS = 


14.3 


414.20 对 一 正方 形 截面 刚性 容器 内 流体 的 自由 晃动 进行 分 析 。 图 14. 3 为 该 容 
帮 和 和 流体 有 限 元 网 格 的 示意 图 。 容 器 请 部 辐 定 , 液 而 高 度 有 二 3m, 液 面 宽度 4 二 2m。 流 体 
外 Q 划 分 为 4X4Xé6 网 格 , 流 体 单 元 采用 20 结 点 三 维 等 参 元 。 力 学 参数 为 :流体 密度 о = 
1 000kg/m ,重力 期 速度 g=9, 8mysz ,声速 c= 二 1 414. 2m/s, 


(а) 正方 形 截面 含 液 刚性 容器 示意 图 (b) 流体 有 限 元 网 格 示意 图 
14.3 容器 和 流体 网 格 示意 图 


计算 得 到 前 100 阶 的 频率 值 见 图 14. 4。 流 体 自由 表面 波动 的 模 态 图 见 图 14.5. 

从 图 14.4 看 到 ,流体 频率 是 由 两 部 分 组 成 的 , 即 低 频 部 分 和 高 频 部 分 。 低 频 部 分 对 应 
于 流体 自由 表面 波动 ,此 时 流体 动 压力 仅 在 自由 表面 附近 不 为 零 ,而 在 流体 内 部 为 全。 高 频 
训 分 则 对 应 十 流体 可 讨 织 性 引起 的 内 部 动 压力 波动 ,而 动 还 力 在 自由 表面 等 于 零 。 如 果 在 
计算 中 不 考虑 流体 自由 表 而 波动 , 即 认为 自由 表面 上 动 压 力 =0, 这 时 特征 值 计算 只 能 得 
到 高 频 部 分 的 结果 。 由 于 本 算 例 划分 网 格 时 ,在 自由 表 而 上 仪 有 65 个 结 点 ,因此 只 能 得 到 
65 MEME. 
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图 14,4 正方 形 截面 刚性 容器 上 册 流 体 瑟 由 晃动 的 前 100 阶 频率 
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J =4A 0.624 6Н2 Л-0.743 1Hz = =D.938 ӘН2 Аз-1.062 8H¿ 
图 14.5 流体 自由 志向 波动 模 态 图 
忠于 在 自 虫 湾 面 上 采用 了 组 性 小 晃动 假设 ,使 日 由 液 而 上 流体 劲 压力 与 波 高 成 线性 关系 。 


B 14.5 给 出 的 是 除 零 频 ( 与 常 压 力 模 态 相对 应 ?外 的 与 流体 前 儿 阶 频率 相对 庶 的 流体 自由 
表面 波动 模 访 图 。 图 中 f BD FËER i Mj 分别 代表 横 截 面 内 两 个 相互 垂直 方向 上 的 半 波 数 。 
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WEHA S ЖУАН ЛЛ ЕСІ 3. 18) 式 的 齐 次 形式 , 即 它 的 石 端 项 F= 时 , 称 为 
流血 耦合 系统 的 动力 特性 方程 。 与 非 克 全 系统 的 动力 特性 方程 不 同 , 耦 人 台 系 统 动力 特性 
方程 中 的 钙 阵 是 非 对 称 的 。 另 一 需要 注意 的 是 , 当 考 虑 流体 表面 波动 时 ,流体 刚度 矩阵 
K; 是 奇 借 的 ， 因 此 有 必要 对 这 孙 个 问题 进行 专门 的 讨论 。 

1441 流 固 耦 全 方程 的 对 称 化 处 理 
由 于 方程 (14. 3. 18) 是 非 对 称 的 ,不 便于 特征 值 求 解 , 故 通常 先 对 它 进行 对 称 化 处 理 。 
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H Aila, 3. 18) 0938 2 式 ,; 得 到 
р = K Оа — Ki Мір (14. 4.1) 
将 此 式 代 入 方 程 (14. 3, 18) 式 的 第 1 式 ; 并 将 (14. 3. 18) AAR 2 = A wm А] Б] Z 36 


(мкг ) ,可 以 得 到 对 称 化 后 的 流 固 矶 全 方程 ( 术 考 虑 外 载荷 ) 


M. Ела K. Ол (а 0 
| О, | , + щ 一 (14.4.2) 
Е Мір 9 Кр 0 
其 中 
M. = M. + Ток, о" 
B, 
М, = TMK M; 
(14.4.3) 
Е- -OKT M 
42 г М; 
K, = M. 
Pi 


та ERE M MKi BREER ЖБ Ж. ЖОН НОТЕ K, 保持 不 变 , 因 此 (14.4.2) 式 也 
为 对 称 方程 。 这 样 一 来 ,对 方程 (14. 4.2) 式 的 求解 就 串 以 采用 通常 的 大 型 对 称 方程 特征 
值 求解 方法 .如 第 13 章 已 讨论 的 子 空 间 夺 代 法 ,矩阵 反选 代 法 等 进行 求解 。 但 如 果 K, Е 
奇 措 的 , 则 需要 首先 消除 其 奇异 性 。 
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及 其 消除 方法 


从 上 一 小 节 可 以 看 到 ,在 对 流 因 耦合 方程 (14. 3. 18) 对称 化 处 理 中 , 需 对 流体 刚度 施 

BE K, 求 道 。 当 流体 自由 表面 考虑 为 微 幅 波动 时 .由 于 流体 域 全 部 是 自然 边界 条 件 , 不 能 

限制 常 压力 模 态 的 出 现 ( 对 应 于 流体 零 频 ) Ат K, 是 奇异 的 。 无 法 直接 求 道 , 这 时 必须 

WHE: K, 的 奇异 性 。 但 是 者 漆 用 通常 的 称 频 法 进行 处 理 , 将 会 使 前 述 的 对 称 化 过 程 无 法 

进行 下 去 。 现 引述 一 种 分 离 流 体 零 频 的 方法 来 消除 Ki 的 奇异 性 5 。 即 利用 和 矩阵 相似 恋 

换 的 性 质 , 直接 构造 出 含 流 体 常 压力 模 态 的 流体 变换 矩阵 ,对 方程 (14. З. 18) 进 行 变换 ,以 

实现 零 频 的 分 离 ,并 在 理论 上 不 引入 任何 近似 性 。 实 际 计算 结果 表明 ,该 方法 是 十 分 有 效 

нает, 
考虑 与 方程 (14. 3. ТВОРА КГ РАНА А. ВО 
M. о к, + 
sl. о м. | "е 
j 0 К 


а! 


(14. 4.4) 
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Ба ут HEE pAn #0 В. 首先 按 如 于 方式 构造 流体 相似 变换 抢 阵 钊 , 即 
Ф фр, Фо“, Ф.. Фф, | (14.4.5) 
Ние G=1,2 nmn) n БІН, Фр АР T 3 ИЕ H: H 3825 — ИЛАН А] 
т 1,1 
е1 т =) 
mX TH ЕН ө,(і--2,3 9.0). фр, =e те ІТ ЕНЕ, BRP pop, 彼此 
REEK. ВП ФГ. ЕЛЕНЕ x 并 满足 下 式 : 


(14. 4. 6) 


p = Фх- Улу, (14.4.7) 
Ах ranon ana AAA ERE., 14.4, DATTER 
-| aii 
p п iix Y 
AP. дан i Е, Ф ПА, PJ T i BE К ВИИ, 将 (14, 4. DERA 
GALADA EAMA AR 下 ,可 以 得 到 一 个 新 的 特征 什 问 题 , 即 


Г 1 
K. -9Ф 
oe 


а а 


(14. 4, 8) 


а а 


ил 


(14. 4.9) 


М 0 
4 | 
-Ф О! ФМФ- |х x 


0 ФК,Ф 
方程 (14.4.9) 与 方程 (14. 4.4) 的 特征 值 相同 ,其 特征 向 量 之 间 满 足 关 系 (14.4.8) 式 ， 
为 了 将 与 流体 零 频 对 应 的 部 分 分 离 出 来 , 则 将 及 改写 为 
Ф=[Ф ç] (14. 4. 10) 
H.S = Ге. ,ф,, 60р, ,为 mnX(a 一 1) 阶 矩阵 。 相 应 的 * ЗОН 


x 


x = (14.4.11) 


T] 
EP, |а, Жаза | В n—1 имя. 
将 51.4.10) 和 (14. 4. 11) 式 代 人 (14.4.9) 式 。 得 到 


М 0 0 га 
а |— pg фм, Ф STM. Ф x 
-Фі07 piM Ф рі М; Ф. 


T] 

к 20Ф Тор а 

б Ёғ И 

0 @K Š Фко и 

0 ФКФ ФКФ, | 
H Fe ,为 对 应 于 流体 零 频 的 常 压 力 模 态 , 故 有 

К,р,=0 ФК, = 0 Ф Кр. = 0 (14. 4. 13) 


(14. 4. 12) 
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将 上 不 代入 (14.4.12) 式 中 ,并 出 它 的 第 3 式 解 出 zl 
“- Legla — ml z) (14. 4. 14) 


其 中 
тү = pi Mg q = UP Hu = ФМ, 
将 (4.4.14) 式 代入 方程 (14.4.12) 式 的 前 两 式 , 可 以 得 到 


и М, 0 | й К, 10 а 
ғ ШЕ n B (14.4.15) 
— í x 0 K. - 
其 中 
M= Фмф- mm] 
т, 
Ki ФКФ 
(14. 4. 15) 


0 = об ат! 
K.= K. + я 414. 
可 以 看 出 ,(14. 4. 15) 式 与 (14. 4.4)? 式 在 形式 上 完全 相同 , 且 Mi,Ki,K. 仍 具 有 对 称 性 ， 
由 于 (14. 4. 15) 式 已 经 将 零 频 分 量 分 离 了 出 去 ,容易 证 明 К 矩阵 是 非 奇异 的 。 
由 于 K, 足 非 奇异 的 ,因而 可 以 按照 上 一 小 节 中 的 方法 对 方程 (14. 4. 15) 式 进行 对 称 
化 处 理 , 从 而 得 到 对 称 化 片 的 方程 ,求解 该 方程 吕 以 得 到 频率 o° 和 相应 的 模 态 
Гаї х 。 应 该 注意 的 是 ,这 里 解 出 的 模 态 是 经 坐标 变换 后 的 广义 坐标 空间 的 模 态 ,还 
需 利用 (14. 4. 14) 和 (14.4.8) 式 进行 芭 变 换 , 才 能 得 到 真实 的 物理 模 态 。 
例 14.3 对 一 圆柱 形 含 液 容器 的 流 固 耦 台 动 力 特 性 进行 分 析 。 该 容器 底部 固定 。 
容 兹 的 几何 尺寸 各 相应 的 结 攀 和 流体 有 限 元 网 格 见 图 14. 6。 结 构 和 流体 单元 均 采 用 20 
结 点 二 维 等 参 元 ， 


(a) АРЕНЕ ала ал КОЛЛЕГИ КОКО 
图 14.5 BHE ЕИ К БИЛИШИ 


` Ке, 
AME жиени | БРИ; 


其 他 主要 计算 参数 为 :流体 (水 ) 密 庆 o= 1 000kgrm ,重力 加 速度 g 一 9. 8ш/ө, Ж 
r 一] 414. 2my7s, 结 构 密 度 о, =2 400kg/ m ,结构 弹性 模 量 Е— 22. 932GN/m' FE "一 0, 3。 
# 14.2 EKERSEN 


PERIA г 频率 值 //Hz ЕПЕНЕЕ n 
耦合 系统 2,3 0,361 382 1 
低频 部 分 4,5 0,486 111 2 
前 若干 阶 6 0,527 532 Ü 
频率 7,8 0. 549 984 3 
9,10 0, 622 221 1 
11,12 0,628 329 4 
看 从 系统 110,111 9,074 62 2 
高 频 部 分 112.113 15,586 6 3 
前 若干 阶 114,115 15.747 4 1 
频率 116 19.3913 0 
117.118 28.334 9 3 
119,120 30, 008 8 4 


Ка 
ü 


- 
- 
Ін 
流体 结构 流体 结构 流体 ЕМ 流体 m 
第 2,3191, n=l В 45 阶 频率 , n=2 ЯН БТЕ, я-0 第 7.8 阶 频率 , n=] 


图 14.7 耦合 系统 低频 部 分 流 固 硬 合 模 态 图 


表 14. 2 中 列 出 了 计算 得 到 的 低频 和 和 高 频 部 分 的 前 几 阶 频率 值 (不 含 零 频 ) ,并 给 出 其 
对 应 的 炊 台 系统 周 向 的 谐 波 数 。 在 图 14.7 中 给 出 了 与 表 14.2 中 低频 部 分 前 7 阶 频率 相 
对 应 的 流 固 耦合 模 态 图 (不 含 刚体 模 态 ) 。 通 过 相应 的 模 态 分 析 可 知 ,低频 部 分 表现 为 流 
迟 日 由 表面 波动 ( 即 流体 低频 部 分 ;与 结构 的 耦合 作用 ,而 高 频 部 分 则 表现 为 无 液 结构 的 
振动 与 流体 的 内 部 压力 波动 ( 即 流体 的 高 频 部 分 ?的 耦合 作用 。 


145 ” 流 固 奈 合 系统 的 动力 响应 分 析 


流 男 耦合 系统 的 动力 响应 分 析 仍 然 采 用 第 13 章 中 讨论 的 两 类 方法 , 即 直接 积分 法 和 
振 型 下 加 法 。 对 于 后 者 需要 注意 的 是 ,在 特征 值 问 题 的 求解 过 程 中 要 进行 方程 的 对 称 化 
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和 流体 团 度 矩阵 K, 的 奇异 性 处 理 , 对 它们 已 在 上 一 节 中 进行 了 讨论 。 共 余 的 是 规范 化 的 
算法 步 又 ,在 此 不 为 行 讨 论 。 关 于 直接 积分 法 仍 有 一 些 问题 需要 在 本 节 作 补充 的 讨论 。 


1451 隐 式 - 隐 式 算法 


隐 式 - 隐 式 算法 是 指 同 体 域 和 流体 域 揭 运动 方程 都 采用 隐 式 积分 的 算法 , 现 仍 以 
Newmark 方法 作为 代表 进行 讨论 。 为 了 以 后 表达 和 讨论 方便 , 现 将 Newmark 方法 的 基 
本 各 式 (13.3. 107 和 (13.3. 11) 式 改写 为 预测 -校正 形式 , 即 


аы = а, (1 — A, HAA, a = дн + ФАРА (14. 5.1) 
а-ы 一 а, 十 Аға, 十 = го дка, + «Ат а 


ада Фада, (14.5.2) 
其 中 


а,ы 一 a, + (1 “- бума. 


а 一 а, 十 Аға, 十 (5 ЕЕ ада, 


г а, ЖЖ а, Па ;的 预测 值 ,而 дума, Жала, 4.5 аа Жа, 
ЕН. 下 标 nl 和 表示 逐步 积分 的 序号 ,相当 于 十 At Ни, WET p, ЖІ р.а 可 以 
Б ЖШ Та, Жа, BJ Newmark 公式 。 进 一 步 参 照 Newmark 方法 中 以 &..w 为 待 求 
量 的 深 步 递 推 公式 (13. 3. 17) ,可 以 写 出 流 固 耦 合 系统 运动 方程 (14. 3. 18) 的 隐 式 - 隐 式 
算法 的 逐步 递 推 公式 , 即 


А ГЕ 2 .. а 
Ма + Оран = ЧЕ), (14.5.3) 
[ 
Мер. - Он 一 (Ё) а (14. 5. 4) 
其 中 
М, = M. + aA2 K. (14.5.5) 
(Ёл = (Ела — K.G... -QP (14.5.6) 
f 

M, = М, + oA ҚК, (14.5.7) 
(бош =— Крал (14.5.8) 


如 洒 将 (14.5.3) 和 (14. 5.4) 式 组 成 一 个 矩阵 方程 求解 , 则 将 遇 到 系数 矩阵 的 非 对称 
问题 。 为 了 洲 免 此 问题 ,建议 采用 以 下 两 种 算法 方案 3， 

1. 同步 求解 算法 

从 (14,5. DETA 
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Рам 一 - Ма СО, + Ол J (14. 5.9) 
将 上 式 代 和 人 (14.5.3) 式 , 则 得 到 
М: ana = CF Зан (14. 5. 10) 
其 中 
м; 一 М, АС оңу, го 
š (14.5.11) 
(Ес) = (Fo. -办 ПЛАН ДИ 


若 给 定 问 题 的 初始 条 件 , 即 给 定 anās рь 和 КТ 运动 方程 (14. 3. 18) 可 以 确定 as 和 
ро, BI 
. Е ] 
m= M. LF.) — Kas 0р» (14. 5. 12) 
р; — МО фа, — Кера] 
然后 由 (14. 5. 107 和 (14.5.9) 式 依次 解 得 2 和 pi, 再 利用 Newmark 公式 计算 得 到 а, van ， 
р, 和 四。 如 此 逐步 递 推 可 以 得 到 "一 1=2,3,4,… 的 解答 ,直至 完成 全 部 求解 过 程 。 
对 于 以 上 算法 方案 需要 说 明 的 是 ， 
《1) 算法 方案 对 于 每 个 时 间 步 长 本 质 上 仍 是 求解 (14.5.3) 和 (14.5,4) 式 的 联 立 方程 
组 ,只 是 先秦 聚 掉 自由 度 p. ,得 到 只 包含 自由 度 о, ШС, 5.10) 式 。 然 后 再 回 代 
到 (14.5.9) 式 得 到 p,+1。 因 此 称 此 算法 为 同步 求解 方案 。 此 方案 可 以 避免 对 原 方 程 
(14. 5.3) 和 (14. 5. 4) 的 对 称 化 处 理 。 关 于 算法 过 程 中 所 涉及 的 对 的 求 道 问题 ,从 
(14. 5.7) 式 可 见 , 由 于 M. 道 常 是 正定 的 ,所 以 前 |; 的 求 道 不 会 遇 到 奇异 性 问题 ， 


(2) 方程 (14.5. 10) 式 的 系数 矩阵 М; оар ачи, :97 ,故此 矩阵 的 系 


数 不 上 共有 和 带 状 分 布 的 特点 。 特 别 是 流 固 交 界面 在 癌 体 表面 中 НИНЕ, ВЖЕ 
REMA M Ж ж KERI A BLAS Fie H PE. 5 БЕ {ЕЕЕ 
ЗАКИ. 


2. VEHAR 

Вр Н BJ НА В MEZ: X (14. 5 DM4 3 ORAT AA FEER 
Ма #0 = (Е, ) n+l 一 зы оре, (і-- 0,1,2,-) (14,5, 13) 
Мәс» = “ғо „ы T Ота“: PO (i= 0,1,2,1) (14, 5. 14) 


Екі ҚАҒЫ. КАНЫ, а р”, = 一 0。 一 直 进 行 到 满足 收敛 要 求 (14. 5. 15) 
式 为 止 。 


(е т? __ {р-р __ 
сен : | ет, Np — р [| = ег, (14. б. 159 


үрел” || 


| а 
ҮЕ 
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рег Ше: 是 规定 的 误 益 。 如 果 将 和 迭代 公式 (14.5,. 13) 91014, 5. 1434 Бр Ил - W 
尔 和 迭代 公式 (6.5.9) 相 对 比 ,可 以 看 出 现在 的 交错 选 代 算法 本 质 上 是 分 块 的 高 斯 - 塞 德尔 
选 代 。 此 法 的 特点 是 采用 交 钳 选 代 ,以 避免 将 耦合 矩阵 ОМОТ S| A M.. A m М, 保 
持 带 状 稀 芍 的 性 质 。 因 此 , 当 流 固 交 界面 在 固体 表面 中 比重 较 大 时 ,采用 交错 先 代 算法 常 
可 提高 计算 效率 ， 
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隐 式 -显示 算法 是 指 对 固体 域 和 流体 域 移 运动 方程 分 别 采 用 隐 式 和 显 式 逻 步 积分 的 
算法 。 采 用 这 种 算法 的 原因 如 下 。 

(1) 由 于 流体 内 声速 с 通常 显 苦 低 于 固体 内 的 声速 六 ,因此 如 果 在 流 蛋 域 采用 显 式 
算法 ,可 以 用 较 大 的 时 间 步 长 Ai, 从 而 提高 计算 效率 ， 

(2) 在 与 波 在 流体 介质 中 传播 有 关 的 问题 中 ;流体 域 采 用 显 式 算法 也 晨 合 理 的 选择 
(上 出 两 点 原因 ,可 参见 13.3.1 节 )， 

于 采 用 隐 式 - 显 云 算法 时 ,应 注意 这 两 种 筑 法 公式 的 协调 一 致 性 ， 如 果 在 隐 式 算法 
的 Newmark 方法 中 ,采用 (13.3,16) 或 (14.5.3) 式 的 两 步 (n 和 7m 十 1 步 ) 算 式 ,而 显 式 算 
法 的 中 心 差 分 法 采用 (13. 3,4) 式 的 三 步 (x 一 1,n,n 十 1 步 ) 算 式 就 是 不 沙 调 一 致 和 的。 如 果 
Newmark 法 改 用 413. 3. 18) 式 的 二 步 算式 , 则 和 (13. 3,4) 式 保持 协调 一 致 。 

现在 介绍 另 一 种 和 (14. 5. 3) 式 保持 协调 一 化 的 显 成 算法, 即 预测 -校正 形式 的 显 式 
算法 。 此 时 pM p,-, 仍 采用 类 似 于 (14.5.1) 和 (14, 5,2) 式 的 形式 ,但 代入 流体 域 运动 
方程 的 只 是 它们 的 预测 值 。 即 以 

р =b ра = Pb, (14. 5. 16) 

А С14. 3. 18) 式 的 第 2 Ж. жапан жын Ж 统 运动 方程 (14. 3. 18) 式 的 隐 式 - 显 式 
算法 的 逐步 递 推 公式 为 


М.а, = (Ё (14.5. 17) 


М.р. — 074, = (Fo)... (14. 5.18) 
Ж ж- Е ОРО НЕА У (14.5. 3) (14. 5. 4} 式 相 比 较 , 可 以 看 出 
(14, 5. 17)-414.5.3) 式 相同 ,内 为 它们 都 是 隐 式 算法 。 而 414.5. 18) 式 中 以 M. 代替 了 
(14,5, 4) 式 中 的 M ,这 是 显 式 算法 和 隐 式 算法 的 区 别 。 因 为 如 果 М, Ж ШЖ РЕШЕ 
形式 , 则 (14.5. 18) 式 可 以 显 式 求解 。 
在 每 一 步 解 出 44 和 和 psi 以 后 , 仍 以 (14.5,1),(]4.5.2) 式 及 其 类 似 形 式 得 到 经 校 
后 的 e+ 41 和 和 ps11ps_1。 然 后 进入 下 一 步 的 计算 。 关 于 以 上 逐步 递 推 公式 的 具体 
计算 方案 与 4.5.1 节 中 讨论 的 相同 , 即 可 以 采用 同步 求解 算法 ,也 串 以 采用 交错 选 代 算法 。 
关于 隐 式 - 显 式 算法 还 应 补充 指出 的 是 , 隐 式 - 显 式 计算 可 以 采用 不 同 的 时 间 步 长 ， 


ТИЖ 流 因 接合 问题 _ 220200 
例如 取 Ar 一 rat, 即 隐 式 计算 的 时 间 步 长 At 为 显 式 计 算 时 间 步 长 А, йт В. ЕН! 
(14.5. 17) 式 每 计算 一 步 ,(14.5, 18) 式 则 计算 mi. 关于 现在 所 讨论 的 预测 -校正 形式 
显 式 算法 的 临界 时 间 步 长 ,可 以 证 明 它 和 中 心 差分 法 的 临界 时 间 步 长 相同 , 即 


Мы = 一 (14,5,19) 


E h T, 为 流体 域 的 最 小 振动 周期 ,并 可 用 Аг. ={/с‹ 作出 估计 ,这 里 的 上 是 流体 域 最 小 单 
元 的 尺寸 ,ct ЕЛМЕН, 

B| 14.4- 一 底部 固定 的 圆柱 形 含 液 容 器 ,承受 地 面 水 平 位 移 激 励 , 试 作 动 力 响 应 
分 析 。 容 器 和 有 有 限 元 网 格 见 图 14.8。 在 容器 底部 施加 均匀 的 水 平 位 移 激 励 , 并 假定 该 外 
激励 方向 与 工 轴 重 合 , 其 位 移 大 小 随时 间 成 正 汞 变化, 幅 值 为 0. 01m, 周 期 为 1s, 即 и) = 
0. Olsin( 2r ,计算 参数 同 例 14.3。 响 应 计算 采用 时 间 积 分 的 隐 式 - 隐 式 算法 ,时 间 步 长 
取 为 0.05s, 一 共计 算 了 3 个 载荷 周期 , 即 3s, 共 60 步 。 由 于 实际 系统 存在 阻尼 ,为 了 消 
除 虚 假 的 启 频 目 由 振动 的 影响 ,通常 应 在 计算 中 引入 适当 的 人 工 ( 或 数值 ) 阻 尼 , 通 过 将 时 间 
积分 公式 (14. 5, 1) 一 (14, 5.2) 式 中 的 参数 8 和 a 分 别 取 值 为 8=0.6,a=0. 302 5 来 引入 数值 
阳 尼 。 数 值 试 验 表 明 ,该 阻尼 使 响应 遇 线 变 得 较为 光滑 ,同时 仍 能 保证 数值 计算 的 稳定 性 。 
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流体 网 格 结构 网 格 
图 14.8 圆柱 形容 器 和 有 限 元 阅 格 划分 


在 图 14.9 和 图 14. 10 中 分 别 给 出 计算 得 到 的 在 结构 纵 截 面 上 A D,E, FG H Ep 
Пи 分 昌 及 流体 自由 表面 上 工 ,M,N,T 点 的 动 压 力 的 响 诺 曲线 。 从 图 14.9 可 以 看 
HA D,E, FGH AARD u 分 量 随 时 间 变 化 的 幅 值 是 依次 递减 的 。 这 表明 在 术 平 
地 面 激 振 下 , 谋 部 固定 的 含 液 容器 的 振动 为 一 种 梁 型 的 振动 。 从 图 14. 10 看 出 ,流体 自由 表 
WEILANDEN p 始终 为 零 , 这 表明 在 水 平 激 振 下 ,流体 表面 中 心 点 的 波 高 始终 为 志 ，。 

为 考察 有 关注 固 焰 合 系统 共 拓 现象 的 特点 ,首先 令 地 面 水 平 位 移 激 振 为 :& = 
0.01sint2xf"2); 其 中 激 振 频率 为 流 固 称 合 系统 的 第 1 ПИК, Пр = f = 
0.361 382Hz, 总 共计 算 了 9s 的 响应 , 约 3 个 载荷 周期 。 计 算 结 果 见 图 14. 11 和 图 
14. 12。 可 以 看 出 该 而 合 系统 出 现 了 明显 的 瞻 频 共振 现象 。 而 且 流 体 的 共振 主要 表现 为 
На САНЖ 点 发 生 共 振 ,而 内 部 的 怠 点 无 明显 共振 ) 。 
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| 800 (ШЕМЕН БЕН 
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ЫС -200 ишш 
Ж 400 ШЕШ 
ею | 
zL -二 十 
00 05 LO 15 20 25 340 00 05 10 15 20 25 30 
时 间 1/8 ПЛАЩ Us 
图 14.9 А-Н дк 分 量变 化 曲线 图 14. 10 工 一 了 点 动 压 力 疡 变化 曲线 
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再 令 地 面 水 平 位 称 激 振 为 ; 4 一 0.01sin(2xf ,其 中 激 振 频率 f* = А = 
15,747 ?Hz; 总 共计 算 了 0.192s 的 啊 应 ,大 约 3 个 载荷 周期 。 计 算 结 果 见 图 14. 13 和 图 
14. 14。 可 以 看 出 ,对 于 此 种 情形 ,看 合 系统 出 现 了 明显 的 高 频 共振 现象 ,而 且 流 体 的 共振 
主要 表现 为 内 部 压力 的 波动 ,流体 内 部 的 怠 点 发 生 明 显 共振 。 
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机 章 订 论 的 无 粘 小 扰动 流动 流体 和 线 弹 性 固体 的 兢 合 系统 属于 线性 耦合 系统 。 相 对 
于 一 般 非 线性 的 轿 合 系统 来 说 , 它 比 较 简 单 ,但 仍 具 有 比较 广泛 的 应 用 领域 ， 

无 精 小 扰动 流体 的 基本 方程 通常 可 以 表示 为 以 自力 为 基本 未 知 量 或 以 位 移 为 基本 未 
知 量 的 形式 。 当 用 于 有 限 元 分 析 时 ,由于 以 位 移 为 基本 林 知 量 时 的 自由 度 较 多 ,而且 需 要 
引入 无 旋 条 件 以 克服 刚度 年 阵 的 奇异 作 。 因 此 多 采用 以 压力 为 基本 未 知 量 的 流体 方程 和 
以 位 移 为 基本 未 知 量 的 固体 力学 方程 相 耦 人 台 , 构 成 流 因 耦合 系统 有 限 元 分 析 的 位 移 - 压 
Жа, 

ЙЫНА АЛЗМЯННЦИЕЗЕИНАЕЕНКХНЕН A # P ТЕ ЗЕ ЖЕЕ. ИШ 
在 进行 流 轩 看 合 系统 的 动力 特性 分 析 时 ,首先 要 进行 方程 的 对 称 化 。 同 时 需要 处 理 流 体 
域 刚度 矩阵 (EK:) 在 自由 表面 允许 小 幅 波 动情 况 下 的 奇异 性 问题 。 本 章 介 绍 的 消除 КН 
寞 性 的 方法 是 将 常 压 力 模 态 从 压力 的 模 态 矩阵 中 单独 分 离 出 来 ,这 是 一 种 比较 简单 而 有 . 
效 的 方法 ， 

应 用 瑟 接 积分 方法 求解 流 固 厦 合 系 统 的 动力 响应 时 ,区 别 于 非 辜 合 系统 的 有 以 下 
两 点 : 

1) 不 是 直接 求解 固体 自由 虞 和 流体 自由 度 的 联 立 方程 组 ,而 是 采用 基于 自由 虚 绛 
缩 原 理 的 同步 求解 算法 ,或 者 基 于 高 斯 - 塞 德尔 选 代 原 理 的 交错 选 代 算 法 ,从 而 避免 上 述 
НИИ АЕ ЖЖП K, 的 奇异 性 问题 。 

(2) 对 于 固体 契 和 流体 域 可 以 分 别 采 用 不 同 的 直接 积分 方法 。 常 用 的 方案 之 一 是 辣 
体 域 和 流体 域 分 别 采 用 隐 式 和 显 式 算法 的 混合 积分 方案 。 但 应 用 这 类 方案 时 需要 使 两 者 
有 的 表达 形式 保持 一 臻 性。 本章 介绍 的 预测 -校正 形 碟 的 隐 式 - 显 式 积分 方法 是 可 殿 选 择 的 
形式 之 一。 | 


关键 概念 
理想 流体 无 旋 流动 小 抗 动 流动 
DERS жаве 位 移 -压力 格式 


方程 对 称 化 ВХ РАЯ 同步 求解 
交错 选民 
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复习 题 


14.1 什么 是 无 粘 小 扰动 流动 ? 它 的 基本 方程 和 边界 条件 是 什么 ? 

14.2 为 什么 求解 以 位 移 为 基本 未 知 量 的 无 精 小 扰动 流动 方程 时 ,必须 引信 无 旋 条 
PF? 而 求解 以 压力 为 基本 未 知 量 的 方程 时 无 此 必要 ? 

14.3 КШ ЖР Си, ,pp) 格 式 和 非 看 合 系统 的 有 限 元 方程 的 建立 方法 和 方 
程 自 映 有 人 导 么 相同 点 和 不 同 点 ?产生 不 同 点 的 原因 居 什 么 ? 

14.4 如 何 进行 流 固 看 合 系统 动力 特性 方程 的 对 称 化 处 坦 ?” 处 至 前 后 方程 的 变化 是 
什么 ? 

i4.5 为 什么 在 考虑 上 自由 表面 小 幅 波动 的 情况 下 ,流体 域 的 刚度 矩阵 K, 是 奇异 的 ? 
而 当 自 由 表面 保持 为 水 平面 时 ,天 是 非 奇 异 的 ? 

14.6 对 流 固 耦合 运动 方程 进行 直接 积 人 办 时 是 否 必 须 进 行 方 程 对 称 化 和 消除 К, Я 
异性 的 处 理 ? 为 什么 ? 如 和 何 具体 实施 ? 

14.7 什么 是 流 固 耦 全 运动 方程 的 直接 积分 隐 式 算法 的 同步 求解 方案 和 交错 选 代 方 
Ж? 比较 两 者 的 优 缺 点 。 

14.8 什么 是 流 固 耦 全 和 运动 方程 的 直接 积分 的 隐 式 - 显 式 算法 ? 什么 情况 下 使 用 此 
算法 比较 适合 ”如 何其 体 实 施 ? 


练习 题 


14.1 从 无 灯 小 扰动 流动 的 基本 方程 (14.2.1) 一 (14.2.8) 式 ,导出 它 以 压力 pA 
变量 的 表达 形式 (14,.2. 16) 一 (14.2.19) 式 。 

14.2 从 无 粘 小 扰动 流动 的 基本 方程 (14.2.1) 一 (14.2.8) 式 ,导出 它 以 位 称 u, 为 场 
变量 的 表达 形式 (14.2. 20) 一 (]4.2.23) 式 。 

14.3 对 流 固 夭 合 系统 的 广 文 特征 值 问 题 (14.4. 15) 式 进行 对 称 化 处 理 , 列 出 经 处 理 
后 的 方程 。 

14.4 流 固 耦 合 系统 的 广 立 特征 值 问题 (14. 44) M 是 奇异 的 ,检查 能 否 对 采 
HBHH Ada. 6. 19) 式 ) 后 的 方程 进行 对 称 化 处 理 ， 

14.5 ЖАЯ ала 217 (14,3. 18) 式 的 固体 域 和 流体 域 都 采用 显 式 算法 进行 直 
接 积 分 ,分 别 采 用 :(1) 中 心 差分 法 (13.3, 4) 式 ; (2) 预 测 -校正 法 C414, 5.1) (14, 5. 2) 式 
这 两 种 方法 , 列 出 它们 的 逐步 递 推 会 式 和 求解 方案 。 

14.6 ШЕЙЦНН Айым САЗ 18) 式 的 国体 域 采 用 Newmark 法 的 3 点 循环 
公式 (13.3.18} 式 ,流体 域 采 用 中 心 差分 法 (13. 3.4) 式 进行 直接 积分 , 列 出 逐步 递 推 公式 
和 求解 方案 . 


第 15 Æ 材料 非 线性 问题 


Жі 


° 非 线 性 方程 组 数值 解法 的 实质 和 基本 步骤 , 几 种 常用 解法 的 优 缺 点 比较 。 

. 塑性 力学 两 种 (全 量 、 增 量 ) 理 论 的 基本 特点 和 基本 法 则 ,它们 各 自 本 构 方 程 的 建 
立方 法 以 及 用 于 不 同 问题 的 具体 形式 。 

。 柯 材 壮 变 变 形 的 基本 规律 ,以 及 热 弹 塑性 - 闯 变 本 构 方 程 的 特点 和 具体 形式 。 

“材料 非 线 性 问题 有 限 元 方程 求解 的 基本 步骤 ,以 及 不 同 求解 方案 的 选择 和 各 自 的 

特点 。 

几 类 材料 非 线性 有 限 元 分 析 的 每 次 先 疏 步骤 中 如 何 确定 新 的 非 线 性 (应 力 ,塑性 

应 变 和 旺 变 应 变 等 ) 状 态 的 方法 和 各 自 的 特点 。 


15.1 引言 


前 面 各 章 所 讨论 的 内 容 均 属 线 性 问题 。 线 弹性 力学 的 基本 特点 是 : 它 的 平衡 方程 是 
不 依赖 于 变形 状态 的 线性 方程 ;几何 方程 的 应 变 和 位 移 的 关系 是 线性 的 ;物性 方程 的 应 力 
和 应 变 的 关系 是 线性 的 : 力 边 界 上 的 外 力 和 位 移 边 界 上 的 位 移 是 独立 或 线性 依赖 于 变形 
状态 的 。 

在 实际 分 析 中 ,如 果 上 列 的 方程 或 边界 条 件 中 的 任何 一 个 不 符合 所 述 特 点 , 则 问题 就 
十 非 线 性 的 。 依 据 方程 和 边界 条 件 的 具体 特点 , 非 线性 问题 可 以 分 为 3 类, 即 

(1) 材料 非 线 性 问题 ;在 此 类 问题 中 ,物性 方程 中 的 应 力 和 应 变 关系 不 再 是 线性 的 。 
例如 在 结构 形状 的 不 连续 变化 (如 缺 日 .裂纹 等 ) 的 部 位 存在 应 力 集中 , 当 外 载荷 达到 一 定 
数值 时 ,该 部 位 首先 进 人 塑性 ,这 时 虽然 结构 的 其 他 大 部 分 区 域 仍 保持 弹性 ,但 在 该 部 位 
线 弹 性 的 应 力 应 变 关系 已 不 再 适用 。 又 如 长 期 处 于 高 温 条 件 下 的 结构 将 会 发 生 电 变 恋 
形 ,让 在 载荷 或 应 力 保持 不 变 的 情况 下 ,变形 或 应 变 仍 随 着 时 间 的 进展 而 继续 增长 ,这 也 
不 是 线 弹性 的 物性 方程 所 能 描述 的 。 无 论 塑 性 还 是 蠕 变 ,都 是 不 可 恢复 的 非 弹 性 变形 , 它 
们 和 应 力 的 关系 是 非 线性 的 。 

(2) 几何 非 线性 问题 ;此 类 间 题 的 特点 是 结构 在 载荷 作用 过 程 中 产生 大 的 位 称 和 转 
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动 。 例 如 板 壳 缚 构 的 大 挠 度 .屈曲 和 过 届 曲 问题 ， 此 时 材料 可 能 仍 保 持 为 线 弹 性 状态 ,但 
是 结构 的 平衡 方程 必须 建立 于 变形 后 的 状态 ,以 便 考 虑 变形 对 平衡 的 影响 。 同 时 由 于 实 
际 发 生 的 大 位 移 , 大 转动 ,使 几何 方程 再 也 不 能 简化 为 线性 形式 , 即 应 变 表 达 式 中 必须 包 
全 位 称 的 二 次 项 ， 

(3) 边界 非 线 性 问题 ;此 类 问题 最 典型 的 例子 是 两 个 物体 的 接触 和 碰撞 问题 。 它 省 1 
相互 接 甬 边界 的 位 置 和 范围 以 及 接触 面 上 力 的 分 布 和 大 小 事先 是 不 能 给 定 的 ,需要 依赖 
整个 问题 的 求解 才能 确定 。 另 一 个 例子 是 力 边 界 上 的 外 力 的 大 小 和 和 方向 非 线性 地 依赖 于 
变形 的 情况 ,例如 作用 于 薄 壁 结构 表面 的 分 布 压力 , 当 结 构 发 生变 形 时 , 它 作 用 的 面积 和 
方向 者 将 发 生变 化 ,因而 在 儿 何 非 线 件 问题 中 天 要 问 时 计 及 此 载荷 的 变化 。 

在 相当 允 的 实际 问题 中 ,例如 上 述 所 举 的 主子 , 遇 到 的 是 :: 类 非 线性 问题 中 的 一 秘 看 
线性 .但 同伴 有 很 多 实际 问题 ,特别 是 随 着 科学 技术 的 发 展 ,会 遇 到 三 类 非 线性 同时 发 生 
的 和 情况。 例如 汽车 的 碰 樟 ,材料 锻压 成 型 等 情形 ,在 碰撞 和 成 型 过 程 中 ,结构 或 材料 将 发 
EERE EJE AEEA S TEW SAR ,而 且 接 触 面 及 其 相互 间 的 作用 也 将 快速 变化 , 同 
时 还 伴随 着 和 热 等 非 结 构 因 素 的 相互 作用 ， 

由 于 非 线 性 问题 的 复杂 性 ,利用 解析 方法 能 够 得 刘 的 解答 是 很 有 限 的 。 随 着 有 限 元 
方法 在 线性 分 析 中 的 成 功 应 用 , 它 在 非 线 性 分 析 中 的 应 用 也 联 得 了 和 禄 大 的 进展 ,并 上 且 已 经 
获得 了 很 多 不 同类 型 实际 问题 的 求解 方案 ,已 有 - 批 大 型 通用 的 非 线 性 分 析 程 序 进 入 实 
际 应 用 。 

仅 考 虑 材料 非 线性 的 门 题 , 处 理 相 对 比较 简单 ,不 需要 重新 列 出 整个 阿 题 的 表达 格 
式 , 只 要 将 材料 本 构 关 系 线性 化 ,就 可 用 线性 问题 的 表达 格式 对 它 进行 分 析 求 解 。 一 般 来 
说 ,可 通过 试探 和 述 代 过 程 求 解 一 系列 线性 问题 ,如 果 在 最 后 阶段 ,将 材料 的 状态 参数 调 
整 到 既 满足 材料 的 非 线 性 本 构 关 系 , 又 同时 满足 平衡 方 穆 时 , 则 就 可 得 到 问题 的 解答 。 几 
笨 非 线性 问题 比较 复杂 , 它 涉及 非 线性 的 几何 关系 和 恢 态 于 变形 的 平衡 方程 等 问题 ， 因 
此 ,表达 格式 和 线性 问题 相 比 ,有 很 大 的 改变 。 这 将 在 下 一 章 专门 讨论 .至 于 边界 非 线性 
问题 ,其 特点 父 有 别 于 几何 非 线 性 问题 ,将 在 第 17 章 进行 讨论 。 

下 如 前 面 所 指出 的 ,材料 非 线 性 问题 可 以 分 为 两 类 。 一 -类 是 不 依 束 于 时 间 的 弹 逆 性 
问题 ,其 特点 是 . 当 载 苟 作 肝 以 后 ,材料 变形 立即 发 生 并 且 不 再 随时 间 而 变化 。 另 一 类 是 
焦 赖 于 时 间 的 粘 ‘ 弹 、 塑 ) 性 问题 ,其 特点 是 , 当 载 荷 作用 以 后 ,材料 不 侈 立即 发 生 相 应 的 弹 
( 塑 ) 性 变形 ,而 且 变 形 随时 间 击 继续 变化 。 在 载荷 保持 不 变 的 条 件 下 ,由 于 材料 粘性 而 继 
续 增 长 的 变形 称 之 为 螨 变 。 另 一 方面 ,在 变形 保持 不 变 的 条 件 下 ,由 于 材料 粘性 面 使 应 力 
襄 减 称 之 为 松 闻 。 本 章 重 点 讨论 不 依赖 于 时 间 的 弹 塑 性 问题 ,包括 它 的 本 构 关 系 , 有 限 元 
表达 格式 ,求解 步骤 及 数值 方法 。 至 于 依赖 于 时 间 的 蠕 变 和 松弛 问题 ,本 章 将 在 弹 塑 性 问 
题 讨论 的 基础 上 简要 地 介绍 其 本 构 关系 和 求解 步骤 的 基本 特点 。 

古音 15. 2 节 讨 论 非 线性 方程 组 的 解法 ,这 是 非 线性 问题 有 限 元 分 析 都 将 涉及 的 基本 
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问题 ,所 以 此 节 的 内 容 也 是 下 两 章 的 必要 准备 。15. 3 节 讨 论 材料 的 弹 塑 性 本 构 关 系 。 
15.4 815.5 节 分 别 讨论 弹 塑 性 增 量 分 析 的 有 限 元 表达 格式 铬 数值 方法 中 的 大 干 问 
题 。15.6 节 讨 论 弹 盟 性 全 量 分 析 的 有 限 元 方法 .15.7 节 讨 论 材料 的 蠕 变 本 构 关系 和 结 
J ki 3E AT OT B5 44 БК. 


152 非 线性 方程 组 的 解法 


非 线 性 代数 方程 组 通常 可 以 表示 为 
фа) = Ра) — Q = 0 (15.2. 1) 
Du 
Р(а) = О 

上 列 方程 的 具体 形式 通常 取决 于 问题 的 性 质 和 离散 的 方法 。a 是 待 求 的 未 知 量 ,P(a)? 是 
а HIRERE O ETa 的 已 知 向 量 。 在 以 位 移 为 未 知 量 的 有 限 元 分 析 中 ,6 
КАНИ O 是 结 点 载荷 向 量 , 

对 于 线性 方程 组 Ka 一 奴 , 由 于 天 是 常数 矩阵 ,可 以 没有 困难 地 直接 求解 。 但 对 于 非 
线性 方 牺 组 (15. 2. 1) 式 , 则 不 可 能 直接 求解 。 以 下 将 闭 述 借助 于 重复 求解 线性 方程 组 以 
得 到 非 线性 方程 组 解答 的 一 些 常用 方法 。 


15.2.1 ВВ КЕ 
假设 方程 (15. 2, ЩЕ H 


К(аза-90 (15, 2, 2) 
其 中 
Када = Pia) 
ВНЖ ТЕНОР RE НЕН ЖТ 1605 ES 
а-а” (15,2, 3) 
代 人 上 式 的 有 Ca) 中 ,可 以 求 得 被 改进 了 的 第 一 次 近似 解 
а” = (КФ) 10 (15.2,4) 
其 中 
К = Kia) 
重复 上 述 过 程 , 可 以 得 到 第 ”次 近似 解 
а” = (KI g (15.2.5) 
一 直到 误 益 的 某 种 范 数 小 于 某 个 规定 的 容许 小 量 ст. Вр 
{е = [а ай о || = ет (15.2, 6) 


上 述 玩 代 过 程 可 以 终止 。 
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具 上 述 过 程 可 以 看 到 ,要 执行 十 搂 迭 代 法 的 计算 , 痛 先 需要 假设 一 个 初始 的 试探 解 
a 。 在 材料 非 线 性 问题 中 ,a 通常 可 以 从 首先 求解 的 线 弹性 问题 得 到 。 其 次 是 直接 迹 
代 法 的 每 次 进 代 需要 计算 和 形成 新 的 本 质 土 是 割 线 刚度 矩阵 的 系数 搜 阵 Кат”) ,并 对 
它 进 行 求 道 计算 。 这 里 还 隐 含 着 下 可 以 表示 为 & 的 亚 式 男 数 ,所 以 只 适用 于 与 变形 历史 
无 关 的 非 线 性 问题 ,例如 非 线 性 弹性 问题 和 可 以 利用 形变 理论 分 析 的 弹 塑 性 问题 以 及 稳 
态 映 变 问题 等 。 对 于 这 类 问题 ,应 力 可 以 由 应 变 ( 或 应 变 率 ) 确 定 , 也 可 以 由 位 移 ( 或 位 移 
变化 率 ) 确 定 。 而 对 于 依赖 于 变形 历史 的 非 线性 问题 .由 于 应 力 需要 由 应 变 ( 或 应 变 率 ?所 
经 历 的 路 径 决 定 , 直 接 选 代 法 是 不 适用 的 。 例 如 加 载 路 径 不 断 变 化 或 涉及 和 伸 载 和 反复 加 
载 等 弹 逆 性 问题 即 属于 此 情况 ,这 时 必须 利用 培 量 理论 进行 分 析 . 

关于 直接 选民 法 的 收 伊 性 ,可 以 指出 . 当 P(ta)-a 是 是 的 情况 (如 图 15, 10а) ОЗ 
中 是 标量 ; 即 系统 为 单 自由 度 情形 ) ,通常 解 是 收 黎 的 。 НУ Pta)-a 是 四 的 情况 (如 图 
15. 1 所 示 ) , 则 解 可 能 是 发 艇 的 。 


О СО и И ие? Ч 


АКТИН! Ат) тї} а 


(а) Що (0) ДИ 
15.1 ЖЖК 


ЛИЯ АЕ AJ 3 НО СЕРЕ К U = K(a' ”的 求 道 计算 ,可 以 采用 常 系 
Ж НӘРІ. е С15.2. ORRI a 以 后 ,可 以 利用 下 式 求 a 的 修正 量 Ай”, 


да" = (КО) (0-к”а”) (15.2.7) 
其 中 
к" = ка”) 
因此 可 以 得 到 
а” = а? + Да" (15.2.8) 


如 此 继续 选 代 , 则 得 到 
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Ла"? = (KO) (QK Pa D) (и = 2,3-6) (15. 2.9) 
а" шата да” ін = 2.34") (15. 2,10) 


直至 满足 迭代 的 监 伺 蕉 则 人 《15.2.6)? 式 。 因 为 重新 形成 外 "的 工作 量 远 小 于 对 它 进行 分 
解 求 赣 的 工作 量 ,通常 可 以 使 计算 效率 有 较 大 的 改进 。 此 方法 在 有 限 元 分 析 中 称 之 为 常 
刚度 的 真 接 和 迭代 法 。 对 于 单 和 目 由 度 系 统 , 此 算法 可 表示 如 图 15.2 所 示 。 


2 manya q 
图 15.2 常 系数 帘 阵 的 直接 迁 代 法 


152.2 М№емоп-Варһѕоп 方法 (简称 N-R 方法 ) 


如 果 方 程 (15. 2. 1? 式 的 第 ?次 近似 解 go 已 经 得 到 ,一 般 情 况 下 (15. 2, ОВЕН 
驻地 被 满 足 , 即 多 4a ”天 0。， 为 得 到 进一步 的 近 仆 解 ас" аф (ау JR R а“ 
附近 的 仅 保 留 线 性 项 的 Taylor 展开 式 , 即 


фса") = фае) + (SË) лае = 0 (15. 2,11) 
HA 
а) — а" 4 Aa™ (15. 2.12) 
式 中 dé /da 是 切线 和 矩阵, 即 
dé =P K ia) (15.2. 13) 
a a 


于 是 从 (15.2.11) 式 可 以 得 到 
Аа“? —. (К? y"! tn) _ __ (К? ус (Р —@) 
КО» | g (15. 2. 14) 
一 (KE — Р") 


其 中 
К? — К, (at ) р" — Plat”) 
由 于 Taylor 展开 式 (15.2.11) 式 仅 取 线性 项 ,所 以 «НИ ES ЖЕ 
代 求 解 过 程 直 至 满足 收敛 要 求 ， 


人 


N-R 方法 的 求解 过 程 可 以 表 本 于 图 15. 3(a)。 一 般 情形 , 它 上 共有 良好 的 收 伍 性 。 妆 
然 像 图 15. 3(b) 表示 的 那 种 发 散 情 况 也 是 可 能 存在 的 ， 


f ah діні а 


(е "туй 


(a) ди (b) 可 能 的 发 散 
图 15.3 Mewton- 只 aphson 方法 


关于 N-R 方法 中 的 初始 试探 解 а” ,可 以 简单 地 设 a” =0。 这 样 一 来 ,Kg 在 材料 
非 线性 问题 中 就 是 弹性 刚度 和 矩阵。 当然 ,从 (15. 2. 14? 式 可 以 看 到 N-R 方法 的 每 次 迭代 
也 需要 重新 形成 和 求 逆 一 个 新 的 切线 算 阵 К”, 
AAE N-R 方法 对 于 每 次 达 代 和 需要 重新 形成 并 求 逆 一 个 新 的 切线 矩阵 所 带 来 的 麻 
烦 , 常 常 可 以 采用 修正 的 方案 , 即 修正 的 Newton-Raphson 方法 (简称 mN-R 方法 ) ЖЕ 
切线 矩阵 总 是 采用 它 的 初始 值 , 即 令 
Kr = KP (15.2.15) 
因此 (15. 2. 14) 式 可 以 修正 为 
Аа” = (KP) (0— Р?) (15. 2, 16) 
这 样 一 来 ,每 次 迭代 求解 的 是 一 相同 的 方程 组 ， 
事实 上 ,在 用 直接 法 求解 此 方程 组 时 ,系数 矩阵 Pla) 
Аш ЖЛ жк КАА H ЖЕЙ — кант 
可 。 显 然 计算 是 比较 经 济 的 ,虽然 付出 的 代价 是 W 
收 敏 速度 较 低 ,但 总 体 上 可 能 还 是 合算 的 。 如 条 
加 速 收 伍 的 方法 相 结 合 ,计算 效率 还 可 进一步 
改进 。 
RAPA RRE ЕКА T WK СОЯ m 
次 ) 以 后 ,更 新 Kr AKP ,再 进行 以 后 的 选 代 ， ае " 
在 某 些 情况 下 ,这 种 方案 是 很 有 效 的 。 人 收 正 的 дї Ad 
N-R 方法 的 算法 过 程 可 表示 如 图 15. 4。 图 15.4 ШІЕШ) Newton-Raphson 方法 
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一 -- 一 


以 上 讨论 的 N-R 法 和 mN-R 法 也 隐 舍 着 其 可 以 显 式 地 表示 为 a 的 图 数 。 而 将 讨论 
的 弹 塑 性 ,里 变 等 材料 非 线 性 问题 ,一 般 情 况 下 由 于 应 力 依 赖 于 变形 的 历史 ,这 时 将 不 能 
用 形变 理论 ,而 必须 用 增 量 理 论 进 行 分 析 。 在 此 情况 下 ,不 能 将 KERR HEARN, 
因而 也 就 不 能 直接 用 上 述 方法 求解 ,而 篇 要 和 以 下 讨论 的 增 量 方法 相 结合 进行 求解 。 


15.2.3 ЭШ 


为 了 便于 理解 ,假设 方程 (15. 2.1) 式 表达 的 是 结构 的 应 力 分 析 问 题 。 式 中 的 站 代表 
结构 的 位 移 ,Q 代表 结构 的 载 苟 。 首先 将 载 苟 分 为 若干 步 , 即 8,,81,8:，…。 相 应 的 位 移 
也 分 为 同样 的 步 数 , 妈 myeiyas，…。 每 两 步 之 间 的 增长 量 称 之 为 增 量 。 增 量 解 法 的 一 般 
做 法 是 假设 第 如 步 的 载荷 Q, 和 相应 的 位 称 a,, BE SI А ЕЙ ЙЕНІ О, (<- 0, + 
^0), ВК LE а.а, Ла, 2. ШФ ЕРЕЕН Е А0, 足够 小 , 则 解 的 收 伍 性 
是 可 以 保证 的 、 由 于 能 够 得 到 加载 过 程 中 各 个 阶段 的 中 间 数 值 结果 ,该 方法 对 于 钱 究 结 
构 位 移 和 应力 等 随 载 荷 变 化 情况 是 方便 的 。 

为 了 说 明 这 种 方法 ,将 (15.2. 1) 式 改写 为 如 下 形式 ， 


ó (a) = Ра) — AQ, = 0 (15. 2.17) 
其 中 是 用 以 表示 载荷 变化 的 参数 。 将 上 式 对 4 求 导 , 则 可 以 得 到 
dP da _ а _ _ 
da g Г = К, 0, = 0 (15. 2. 18) 
从 上 式 可 以 进一步 得 到 
da 54 
д = Кт (420, (15, 2, 19) 


其 中 的 K; 即 (15.2. 13) 式 所 定义 的 切线 矩阵 。 

上 式 所 提出 的 是 一 典型 的 常 微分 方程 组 问题 ,可 以 利用 很 多 解法 。 现 介绍 有 限 元 分 
析 中 的 几 种 常用 方法 。 

1. 欧 拉 方法 

这 是 一 种 最 简单 的 算法 ， 如 果 已 知 eaw* 则 可 以 利用 下 式 解 出 aaie 

йлы — ü, = Аа, = Ку (a, (ФА = (Кт), АО, (15. 2. 20) 
其 中 
АА„ = А — Àm АО,, 一 Он ши О, 

显然 ,利用 此 法 求解 ,为 了 满足 精度 要 求 , M. 必须 是 足够 小 的 量 。 其 他 改进 的 积分 
方案 ,例如 Runge-Kutte 方法 的 各 种 预测 校正 , 都 可 以 用 来 改进 解 的 精度 。 与 二 
Runge-Kutte 方法 相等 价 的 一 种 校 止 的 欧 拉 方 法 也 是 可 以 采用 的 。 该 方法 的 主要 步骤 
是 ;首先 按 (15.2.20) 式 计算 得 到 q+ 的 预测 值 ,并 表示 为 w+ ;然后 按 下 式 计算 dna 
改进 值 , 即 


- 991. 
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= — өсі mr о гт 


ала-4,. = Аа, = (Кт) I| AG. (15.2. 21) 
其 中 
(Кг) „но = Куба) 
аав = 1- а, да ан 
1815.2. 21) 式 计算 得 到 的 an 1 较 利 用 (15. 2. 20) 式 得 到 的 预测 值 ЖЖМ, 
需要 指出 ,无 论 利 用 (15.2. 20) 式 还 是 用 (15, 2. 213 式 计算 得 到 的 ai 都 是 近似 积分 
(15. 2. 19) 式 的 结果 ,并 未 直接 求解 (15. 2. 17) 式 。 因 此 一 般 情 况 下 ,所 得 到 的 ansans 
是 不 能 精确 满足 方程 (15. 2. 17) 式 的 ,这 将 导致 解 的 漂移 。 而 且 随 着 增 量 数目 的 增加 ,这 
种 漂移 现象 将 愈 来 人 请 严重 。 当 系统 为 单 自 由 庶 时 ,用 欧 拉 法 求解 增 量 方程 (15.2. 207 以 及 
解 的 漂移 现象 如 图 15.5 所 了 示 。 为 克服 每 一 增 量 步 解 的 误差 可 能 导致 的 解 的 彻 移 , 可 将 
(15. 2, 20) 式 改写 为 


(0 1) 


дан — mn = Ай, = Kr (а) (Ола - Pian) ) (15.2. 22) 
ЕРИХ Quri Ра, 48 (15. 2,20) 式 中 的 ДО. 它 的 作用 是 将 前 一 增 量 步 解 的 误差 ,即将 
载 藻 和 内 力 的 不 平衡 量 Qu 一 Pla,) 合 并 到 本 增 量 步 的 载荷 增 量 А0, 中 进行 求解 ,以 避免 
解 的 漂 稀 。 显 然 , 如 果 前 一 增 量 步 的 解 是 精确 满足 方程 (15. 2. DAH BI Plan) = Qa M 
(15. 2. 22) 式 仍 恢 复 为 (15. 2. 20) 式 。 采 用 (15. 2. 22) 式 进行 增 量 求解 , 称 为 考虑 平衡 校正 
的 欧 拉 增 量 解法 。 对 于 单 自 由 度 系 统 ,此 解法 如 图 15.6 Ж. 


Ж а 0 а 
№ 15,5 了 欧 拉 法 求解 增 基 方程 和 解 的 漂移 图 15.6 考虑 平衡 校正 的 增 量 解法 
2. N-R 方法 


为 了 改进 欧 拉 法 的 精度 ,现在 更 多 采用 的 方法 是 将 N-R 方法 或 mN-R 方 法 用 于 每 一 
ШЕР. МЯЖА N-R 方法 ,是 在 每 一 增 量 步 具 进行 选 代 , 册 对 于 4 ВУ m + 1 次 增 量 步 的 
第 * 十 1 次 大 代 本 以 表示 为 

фуу = Бани? — Qaa = Рали) — @„ы + (KT), Aan = 0 (15,2.23) 
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由 上 式 可 以 解 出 Aa 的 第 n ЖЕНЕН Да). ËD 


Ай» = (ҚК) (人 一 Фа |, )) (15, 2. 24) 
因此 可 以 得 到 m+1 的 第 n+l 次 改进 值 为 
ат” = дъ + Аа» (15,2,25) 


(15. 2. 23) 式 中 的 CD) “Кт (ала Е (K+), E n КШК. НИВА? аъ 
аНЫН Бн В (15. 2. 17) 式 能 够 在 规定 误差 范围 内 得 到 满足 。 

从 (15. 2. 23》 式 可 以 看 出 , 当 采 用 N-R 和 迭代 时 ,每 次 适 代 后 也 都 要 重新 形成 和 分 解 
(KPan EE КТЕ ВЕКА, НАЖИ mN-R 方法 。 这 时 令 

(Кт) а = (КО) е 一 Кг(а,) 
如 果 (15. 2.24) 式 只 求解 一 次 而 不 继续 进行 迭代 , 则 有 
Да, = Да? = (Ко) (Q... — Р) (15.2. 26) 

此 式 就 是 考虑 平衡 校 目的 欧 拉 增 量 解 法 。 同 样 ,用 (12. 2. 24) 式 进行 增 量 求解 时 也 考虑 了 
平衡 校正 。 对 于 单个 自由 度 的 系统 ,将 N-R 法 或 mN-R 法 和 增 量 法 结合 使 用 时 ,计算 过 
程 可 以 表示 如 图 15.7 所 示 。 


0 9 
Оты ын 
о, Q, 
ЁЛ A E 

(а) 用 N-R 法 解 增 其 方程 (в JH mN-R ARIY ЛЕ 


图 15.7 增 量 法 常用 的 两 种 解法 


1524 ”加 速 收敛 的 方法 


由 前 面 的 讨论 中 已 知 , 利 用 mN-R 方法 求解 非 线 性 方程 组 时 ,可 以 避免 每 次 送 代 重 
新 形成 和 求 道 切线 矩阵 ,但 降低 了 收 钱 速度 。 特 别 是 P-a 曲线 突然 趋 于 平坦 的 情况 (对 
于 结构 分 析 问 题 ,是 结 榴 趋 于 极限 载荷 或 突然 变 软 ), 收 化 速度 会 很 慢 。 为 加 速 收 敛 速度 ， 
可 以 及 用 很 多 方法 。 这 里 介绍 一 种 常用 的 、 衡 单 而 有 效 的 Aitken WER. 

首先 讨论 单 自由 度 系统 ,具体 算法 表示 于 图 15.8。 其 中 ta) 和 (b}) 分 别 为 未 采用 和 采 
用 Aitken 加 速 法 的 情形 。 


"25 PAES 


Ән наны) 


О ыз ады) 


(Ku (Aaa Aah) 


tan (А), 


(а) Ж Aitken ЯК mN-R Z: X: (b) (1 Aitken МОЯ mN-R ТЕН 
图 15,8 Aitken £ XJ BE ЕЙ ЕЙ 


假设 对 应 于 О... ЖТ ТАЖОО, а, 二 4; 利用 mN-R 方法 进行 选 代 , 求 得 第 
1.2 次 迭代 后 的 改进 解 为 


Аал-+! 一 (Кт). СО. - Ра >) 
(п = 0,1) (15. 2. 27) 


1} 
ал = дан + Айт, 


在 求 得 Ла, И o АЕ ОКТ AH Aan AMERA., Aitken 方法 首先 利用 这 两 
次 选 代 的 不 平衡 差 慎 来 估计 起 始 切 线 刚 度 CKT)。 RRE K. 的 比值 ,从 图 15. 81b) 
可 知 

К; Ла, = (Къ) (Ла? -- Aah) 


上 式 改 写 为 
(Rr), _ Аа», __ il 
Ks (А лау ТО (15.2, 28) 
然后 以 此 比值 来 确定 Aal „Вр 
Ks ^al, (Кт) „Ха, 
由 上 式 及 (15,2, 28} 式 可 以 得 到 
Да, = СК да, = а!" да, (15. 2. 29) 


从 (15.2.28) 式 可 知 a 半 1, 称 a 为 加 速 因子 。 并 从 (115, 2. 29) 式 得 知 да! > Ла! ,于 是 
а ын] UARRA 
ағы 一 ашы 十 Аа! == ьт + а ш Аа}, (15. 2. 30) 


1 .5 


从 以 上 讨论 可 以 推 知 ,Aitken 加 速 收 合 方法 是 每 隔 一 次 选 代 进行 一 次 加 速 ,一 般 化 的 表 
EAF: 


а = азы + at Дай, (15.2.31) 
其 中 | 
1 (п = 0,2,-") 
(я› _. п—1 
° Ж (m = 1,3%) 
Лам -- Аа", 
推广 到 N 个 自由 度 系 统 ,Aitken 方法 可 以 表示 为 
а = an. еа" Аа", (15. 2, 32) 
其 中 ”是 对 角 矩 阵 , 它 的 元 素 wm” 表达 为 
1 (я 一 0.2, ) 
i = л-1 (15, 2, 33) 
а ЕСЕ (n = 1,2,4) 
Дауа 一 Адм 


№ Fu АҺ, SEA F 3 ИШНДЕ, ЕЛ лат — Аа" 是 很 小 的 数值 , 则 ar 将 是 
很 大 的 数值 。 尤 其 当 分 母 项 趋 于 替 时 ,af” 将 趋 于 无 穷 , 这 会 合计 算 发 后 困难 ， 为 避免 此 
情况 ,又 提出 了 修正 的 Aitken 方法 , 即 用 一 个 标 盖 代替 (15. 2.32) 7 h hu XT fa а, 
这 时 


] (n = 0,2,4) 

499 — ol дин УТА дт] (15.2, 34) 
ИО 5 158579 

计算 实践 表明 , 当 采 用 Aitken 方法 或 修正 的 Aitken 方法 以 后 ,收敛 速度 将 有 很 大 的 

ЖЕҢ. 

应 关 措 出 ,本 节 所 讨论 的 算法 只 是 目前 常用 的 一 些 基 本 算法 。 实 际 上 ,由 于 有 限 元 非 
线性 分 析 是 既 费 时 又 麻烦 的 工作 ,引起 了 研究 人 员 和 实际 分 析 者 的 广 谤 兴趣 ,为 改进 非 线 
性 分 析 的 精度 和 效率 进行 了 大 基 的 工作 。 因 此 有 关 这 方面 的 新 研究 成 果 不 断 出 现在 4 工 
В НУ AT International Journal for Numerical Methods in Engineering) «ІЖ 5 
结构 六 Compnters & Structures) 等 国际 刊物 上 ,这 里 不 一 一 列举 。 但 是 以 上 介绍 的 几 种 
算法 仍 是 当前 发 展 阶 段 的 最 基本 的 方法 。 另 外 ,众多 的 解法 各 有 优 缺 点 ,很 难说 哪 一 种 方 
法 在 尾 何 情况 下 都 比 其 他 方法 优越 。 但 如 果 在 计算 程序 中 只 准备 编 人 一 种 算法 ,对 于 增 
量 分 析 仍 庶 甩 用 具有 МК 或 mN-R IU BI. REREH KEEA ЖАН T L 
保证 的 ,一般 情况 下 ,收敛 速度 也 是 令 人 满意 的 。 

在 实际 的 计算 中 还 可 能 通 到 不 少 问题 ,例如 增 量 步 长 的 选择 ,结构 刚度 突然 变化 的 处 
理 等 ,这 将 在 后 面 结合 具体 问题 进行 讨论 。 
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15.3 材料 弹 塑 性 本 构 关 系 


1531 材料 弹 塑性 行为 的 描述 


弹 塑 性 材料 进入 塑 性 的 特征 是 , 当 载 荷包 去 以 后 存在 不 可 恢复 的 永久 变形 ,因而 在 涉 
及 和 缉 载 的 情况 下 ,应 力 应 变 之 间 不 再 存在 唯一 的 对 应 
关系 ,这 是 区 别 于 非 线 性 弹性 材料 的 基本 属性 。 以 材 
料 的 单 向 受 力 情况 为 例 , 如 图 15.39 所 示 , 只 是 加 载 时 
应 力 应 变 呈 非 线性 关系 ,还 不 足以 判定 材料 是 非 线 性 
弹性 还 是 弹 塑 性 。 但 是 一 经 秃 载 立即 发 现 两 者 的 区 
别 。 非 线性 弹性 材料 将 沿 诛 路 径 返 回 ,而 弹 塑 性 材料 
将 依据 不 同 的 加 载 历 史 伸 载 后 产生 不 同 的 永久 变形 。 
现 对 于 常温 条 件 并 单 向 受 力 状 况 下 的 金属 材料 的 弹 
塑性 行为 进行 介绍 和 讨论 。 ШІ 15.9 ЧЕЖЕ Е 

1. 单调 加 载 


对 于 大 多 数 材 料 来 说 ,存在 一 个 比较 明显 的 极限 ( 届 服 ) 应 力 о. АТ do Ht, Н 
料 保 持 为 弹性 。 而 当 应 力 到 达 ow 以后, 则 材料 开始 进入 弹 塑 性 状态 。 如 继续 加 载 ,而 后 
再 面 载 ,材料 中 将 保留 永久 的 塑性 变形 。 如 果 应 力 到 达 ws 以 后 ,应 力 不 再 增加 ,而 材料 变 
形 可 以 继续 增加 , 即 变形 处 于 不 定 的 流动 状态 ,如 图 15. 10(a) 所 示 , 则 称 材料 为 理想 弹 塑 


(a) БӘЛЕНІ (b) 硬化 塑性 
15.10 弹 塑 性 加 载 曲 线 


性 的 。 反 之 如 果 应 力 到 达 ow 以 后 ,再 增加 变形 ,应 力也 必须 增加 ,如 图 15. 10(b) Br zr , Bl 
称 材 料 基 应 变 硬 化 的 。 这 时 应力 o.( 下 标 表 示 应 力 已 进入 弹 塑 性 状态 ) 蚌 塑性 应 变 8, 的 
范 数 ,可 解析 她 表示 为 

а, == а,(6,) (15, 3.1) 
ІҢ o, ~ 一 et 或 о,--є,) АЙ 38 FE ЛП НЕ. МЕЕ FE E EF ЖЕЗ 32 , ИП ЖЕЛШ ЖН Ж 
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上 ,于 某 个 应力 值 rC>ao) 仓 载 , 然 乒 再 加 载 ,材料 重新 进 和 人 塑性 的 应 力 情 将 不 是 原来 的 
初始 屈 骤 应 方 5: 一 般 情况 下 ,将 等 于 熏 载 时 的 应 力 上 和。 此 时 的 六 表示 的 是 材料 经 历 一 
定 痊 塑 性 加载 后 ,又 弹性 番 载 再 加 载重 新 进 人 塑性 的 应 力 值 ,所 以 还 可 以 称 e 为 后 继 届 
服 应 力 。 

2. 反 向 加 载 

对 于 人 硬化 材料 ,在 -- 个 方 同 ( 和 例如 近 健 ) 加 载 进 入 塑 柱 以 后 ,在 5=oj 时 各 载 ,并 反方 
向 (压缩 ) 加 载 ,直至 进入 新 的 塑性 。 这 新 的 
ERMA n А КЕ КНЕЖА $F T 3⁄4 FL 03 
ЛД H ДЕ Л Лео. tB JS S TER ЛУ 
Gao ЖЖ са | 一 zi， 则 称 材 料 为 各 向 同性 硬 
化 的 。 如 果 da — oa = 204%; 则 称 材料 为 运动 
ВАЗОВ Е. ИЯТ КЕНІН, 
са |а. F] о, -о12>20,. ДЖИ В ЖЕ 
合 硬 化 的 。 和 名 种 不 同 特性 的 硬化 表示 如 图 
15.11 Бұла. 

ана , 1⁄4 ЖЕТЕ БЕ Ip] BË АДЕМІ. w 
Jb ЛЕ i 7% BJ JE АК ДЕ — W їл, F P Av E| T: 
ЖЕЕ ЗНА W E MJE R о, =a, (Е,), AUE 
通常 需要 根据 材料 的 实验 结果 .定义 新 的 a 
-а, ОПЕК ИНАН ЗЕЕ ЛА Бу 
进 人 塑性 后 的 弹 塑 性 行为 ,而 且 е, 常常 应 从 
新 的 届 服 点 04 开始 计算 ，。 

3. 循环 加 载 


短 环 加 载 是 指 在 上 述 反 向 进入 塑性 变形 以 后 ,载荷 再 反 转 , 即 进 人 止 向 ,又 一 次 到 达 
新 的 屈服 点 和 进入 新 的 塑性 变形 ,如 此 反复 循环 。 如 果 i 代表 应 力 反 转 的 次 数 , 则 每 次 从 
载荷 反 转 点 5 开始 , 沿 相 反方 向 扼 载 ,再 加 载 到 新 的 届 服 应 力 о. БЕ ЕЕ Е E 
下 一 个 载荷 反 转 点 0.,.+1; 称 之 为 一 个 加 载 分 支 。 和 如 图 15. 12(a) 的 ОА,АВ,ВС 等 各 代表 
一 个 加 载 分 支 。 一 般 说 ,每 一 个 加 载 分 吉 中 材料 的 应 力 应 变 曲 线 是 不 同 的 。 但 是 材料 实 
验 结 果 表明 ,通常 情况 下 , 除 第 1 个 分 支 (初始 单调 加 载 至 第 1 个 应 力 反 转 点 0.) 和 第 2 
个 分 文 ( 第 上 个 应力 反 转 点 0 到 第 2 个 应 力 反 转 点 92) 的 曲线 形状 有 上 明显 的 区 别 外 ,从 第 
2 个 分 支 开 始 ,以 后 各 个 分 支 是 相似 的 , 即 它们 之 问 的 变化 是 有 规律 的 。 通 常 在 对 称 等 幅 
应 变 控制 的 循环 加 载 条 件 下 ,材料 呈现 循环 硬 ( 软 ) 化 特征 , 即 材 料 的 硬 ( 软 ) 化 性 质 不 断 增 
过 ,上 生 至 最 后 赵 于 稳定 ,如 图 15. 12(b) 所 示 。 在 非 对 称 的 等 幅 应 变 控制 的 循环 加 载 条 件 
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F ,材料 呈现 循环 松 凶 特性 , 即 箱 环 过 程 中 平均 应 胃 不 断 减 小 ,并 通常 以 赴 于 零 为 极限 ,如 
В 15. 12(ey 所 示 。 而 在 非 对 浆 的 等 幅 应 力 控制 的 循环 加 载 条 件 下 ,材料 呈现 循环 蠕 变 特 
性 , 即 平 欧 应 变 不 断 递增 ,这 种 性 质 又 称 埋 轮 将 应 ,如 图 15. 12(d) 所 示 。 


一 =— =- — — -- 一 —- 


Mc) 
(а) 循环 北 性 的 一 般 表 现 (c) 循环 挫 驰 


(0 


(b) В. (d) ЕШТЕН) 
图 15.12: ЖАНЕ ЖИЕНІН 
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m --- тє --- --- — 一 - 


由 于 特 环 吉 载 是 很 多 重要 设备 的 关键 部 件 所 承受 载荷 的 主要 形式 ， 由 它 引 起 的 循环 
塑性 变形 (塑性 疲劳 和 断裂 是 造成 设备 破坏 的 重要 原因 ,因此 循环 加 载 条 件 下 的 材料 本 
构 模 型 的 建立 和 结构 弹 凶 性 响应 的 分 析 是 工程 技术 界 广泛 关注 的 课题 。 限 于 篇 由 ,本 章 
只 能 简要 地 介绍 其 特点 和 概念。 但 是 后 面 各 节 的 讨论 , 仍 为 这 类 问题 的 分 析 提 供 了 必要 
的 基础 。 


1532 БЕЛЕМ ЖИН 


为 了 将 上 述 单 轴 应 力 状 态 的 一 些 基本 概念 推广 到 一 般 应 力 状 态 , 需 要 将 塑性 力学 , 主 
要 是 增 量 理论 的 基本 法 则 给 予 简 要 的 综述 。 
1. ЗАВ ЕЕ 
ТЕЛЛЕ РОР ИНОЕ ЫЛ IK aS. РРА АВ ІН |Н ЕМ Ж. £ — WR pu 
状态 下 开始 进入 塑性 变形 的 条 件 是 
Е = Fia, sko) = 0 (15, 3, 2) 
AP 65 表示 应 力 张 量 分 量 ,k。 是 给 定 的 材料 参数 。 瑟 Co ,ko) 的 几何 意义 可 以 理解 为 9 
维 应 力 空间 的 一 个 超 曲面 ,此 曲面 称 之 为 初始 届 服 面 。 对 于 金 腐 材料 ,通常 采用 的 届 服 条 
(ЕЖ: 
(1) V. Mises 条 件 
Е (o; sko) = fiaj) — ko = 0 (15. 3,3) 
其 中 


Кө), b= ah 


1 
3 
Зи =d; — 0.0, .一 二 


Хо, 是 材料 的 初始 屈服 应 力 ,m 是 篇 斜 应 力 张 量 分 量 ,a。 ЕРНЕМЛ, 8, Ж 
Kronecker delta, B ss 和 等 效应 力 a 有 以 下 关系 ， 


(а-а; Наз) 


1 с? 
Бим. -- 3 一 Je (15, 3.4) 


J, 称 之 为 第 2 应 力 不 变 量 。 将 (15. 3.4) 式 代入 {15. 3, 3) 3, M4 3] o= z... ЯҒЫ 
(15. 3. 3) 式 的 力学 意义 是 : 当 等 效应 力 5 等 于 材料 的 初始 届 服 应 力 so 时 ,材料 开始 进入 
TERY. 太一 方面 415. 3.3) 式 的 几何 解释 是 ;在 9 ERRA 55 НИ, К 


0 为 半径 的 超 球面， 即 材 料 用 锅 斜 应 力 张 量 表示 的 应 力 状 态 在 超 球面 以 内 ,材料 是 弹 


当 应 万 状态 到 达 球 面 时 ,材料 开始 进入 塑性 变形 , 
在 三 维 主 庶 力 空间 ,YY. Mises 届 服 条 件 可 以 表示 为 
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Е (оре) = TIG — ё y: + (о, 一 中 小 + (а, -- а » |) 一 4. = 0 (15.3.5) 


其 中 б, с, 是 三 个 主 应 力 。 该 式 的 几何 意义 是 :在 三 维 主 应 力 空 间 内 ,初始 届 服 面 是 以 
а, =o, =s, 为 烛 线 的 圆柱 面 。 此 面 和 过 原点 并 系 直 于 直线 s =s; =, 的 不 平面 的 交 线 ， 
PDM ER F E тор ЕВ, За, З 为 半径 的 网 周 , 如 图 15. 13(a) 所 示 。 而 
ТЕ а, =0 РА ЕС a, ЯП o, 的 子 空间 ?屈服 丽 数 的 轨迹 是 一 棋 男 ,该 精 圆 的 长 平 轴 为 
v2c, 短 半 辅 为 v273c Ш 15. 1300 Ж. 

(2) Tresca Ж f 

Е о, жа) = [ (z, — 0} — 2, | (б, 一 让 和 о, И (а, — е» — оу] = 0 

(15, 3, 6) 

此 式 的 力学 意义 是 ; 当 max ty , Ts, та ) =, Ы. B| Iç À BT pu J ЗЕЕ h BJ UJ Ea ШАЛУ В та 
时 ,材料 开始 进入 塑性 变形 。 由 于 == la o, |/2, ta = |6 — s, |/2.ra = |, -- а. |/2, 
Гроб /2 所 以 可 引出 (15.3.6) 臣 的 数学 表达 式 ， 在 几何 上 ,(15. 3. 6) 式 表示 一 个 在 主 
ДУ Л] IB] BJ т, =s, =o, 为 轴线 并 内 接 V. Mises 圆柱 面 的 正六 棱柱 面 。 它 在 < 平面 上 
的 届 服 轨迹 是 内 接 V. Mises 屈服 轨迹 的 正六 地形, 如 几 15. 13(a) 所 未 。 同 样 ,在 a ,o 的 
于 空间 ,Tresca Д ВК ЖАН КЕ РАК V. Mises 屈服 轨迹 的 六 边 形 ,如 图 15. 13(b} 所 示 。 


T Tresca 


(а) л БЕЛЕ (b) оз=0 ш ЕЛЕН А 
图 15.13 JR HB Sh gh 


КЕЖИК E BE АНЫ НИВИ Tresca 条 件 偏 于 安全 ,但 两 者 相差 不 大 。 从 数学 
上 者 ,Tresca 届 服 明 数 在 棱 边 处 (或 屈服 轨迹 在 六 边 形 的 角 点 处 ) 的 法 向 导数 是 不 存在 
的 ,而 法 向 流动 法 则 中 舌 要 根据 届 服 面 的 法 向 学 数 央 定 塑性 变形 的 方向 ,所 以 在 使 用 上 不 
如 V. Mises 届 服 岁数 方 使 。 因 此 在 有 限 元 分 析 中 通常 采用 V. Mises 屈服 条 件 。 

2. 流动 法 则 

流动 法 则 用 来 规定 材料 进入 邮 性 应 变 后 的 塑性 应 变 增 量 在 各 个 方向 上 的 分 量 和 应 态 
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— — — --- 一 一 一 - 一 


分 量 以 及 应 力 增 量 之 间 的 关系 。VY, Mises yia E WI E 1 WB FPF p 2 Е ОД 38 FE # Se 
tH, Вр 
de? 一 (А 29 (15.3.7) 


дв, 
其 中 ,de 是 塑性 应 变 增 量 的 分 量 ;d4 是 正 的 待定 有 限量 , 它 的 具体 数值 与 材料 硬化 法 则 
Яо. — ВЕ Еу А НЕ ИЛЕН. xP TS EB) а E k 
料 ( 随 着 载荷 增 大 ,如 果 材 料 的 应 力 增 量 do 和 应 变 增 量 de 所 做 的 功 为 正 功 , 即 de > de >0, 
比 基 材 料 称 为 稳定 材料 ),Q ШЕ НИ ЯП КЛЕРА F 相同 的 形式 , 称 之 为 和 届 服 荔 数 相 
关联 的 塑性 势 。 对 于 关联 塑性 情况 ,流动 法 则 表示 为 


de? — dà s — aa H (15. 3. 8) 


Әз, 
А8, 3 定义 的 向 量 正 是 党 证 着 应 力 空间 中 后 继 届 服 面 六 =0 的 法 线 方 向 ,所 以 


V. Mises 交 动 法 则 又 称 为 法 向 流动 注册 
3. 硬化 法 则 
刹 化 法 则 是 用 来 规定 材料 进入 邓 性 变形 后 的 后 继 届 服 函 数 ( 叉 称 加 载 函 数 或 加 载 曲 
面 ) 在 应 力 空 间 中 变化 的 规则 。 一 般 来 说 ,后 继 届 服 函 数 可 以 采用 以 下 形式 
Есе Ë) = 0 (15, 3. 9) 
Hp k P ЕК ЕЛЕР B) Ip h ШЖ E 263 W FEP e О. 
对 于 理想 塑性 材料 , 因 无 硬化 效应 ,显然 后 继 届 服 函 数 和 初始 眠 服 函 数 相 同 , 即 
Fo k) = Ее, ska) = 0 (15. 3. 10) 
对 于 硬化 材料 ,与 图 15. 11 所 示 的 不 同 硬化 特征 相对 应 ,通常 采用 的 硬化 法 则 有 
(1) КЛАНЕ 
IEE ME МЕА ЕЛЖАН M R H EA D АҢ PE 5” КИН НИ 
状 、 中 心 及 其 在 应 力 空间 中 的 方位 均 保 持 不 变 。 例 如 对 于 0 二 0 的 情形 ,初始 届 服 轨迹 和 
后 继 届 服 轨迹 如 图 15. 14(a) 所 示 。 如 采用 У. Mises 届 服 条 件 , 则 各 向 同姓 硬化 的 后 继 届 
服 函 数 可 以 表示 为 
Fla k) = f—b = 0 (15.3.11) 
其 中 


f = 15,5, Ё = 3 (CE,) 
ЖӨНІМ о, ЕН ЕЛУДЕН ЕЛУ с? НОРА Ж, в? 的 表达 式 为 

е, = |, ТЕ е) (15. 3. 12) 
о, (Ep) TI МНО НОО ос 曲线 得 到 。 定 义 


人 


dz, 
МИМ ЕНЕ, Y Pk УШИ ЖЖ. CARERE E tIl p| Е E, (二 do/ de) Ж 
系 为 


(15,3,13) 


ЕЕ, 
E — E, 

m 85 JB LH АТЫ АЕ ВЕ ЕЗ qr FS ISR IA). ДЖАНТИ, ERE 
аА УЛ) mm 数值 上 等 于 应 力 反 转 点 on 的 材料 。 而 通常 材料 是 不 具有 这 种 性 质 
的 ,因此 在 塑性 力学 中 还 发 展 了 其 他 的 硬化 法 则 。 


E, = (15, 3. 14) 


ЯЖ ТЕН Н 
2 da 


— ғ---- 


(а) АА РЕНЕ, (b) Ргарета 1 НЕА, (с) етегі Е НЕЕ 
图 15.14 ЕНИМЕНШЖЖЕЙІ 


(2) 运 渤 硬 化 法 则 
此 法 则 规定 材料 在 进 人 塑性 以 后 ,加 载 则 而 在 应 为 空间 作 一 刚体 移动 ,但 其 形状 .大 
小 和 方位 均 保 持 不 变 。 后 继 届 服 函 数 可 表示 为 
Fla, ,al sko) = 0 (15. 3. 15) 
其 中 ,a, 是 加 载 曲 面 的 中 心 在 应 力 空间 内 的 移动 张 量 ,&, 即 初始 届 服 条 件 (15. 3. 2) 式 中 
的 给 定 的 材料 参数 。a 与 材料 硬化 特性 以 及 变形 历史 有 关 。 根 据 о, 的 具体 规定 的 不 同 ， 
运动 硬化 法 则 又 有 以 下 两 种 形式 ， 
Ф Prager 运动 硬化 法 刘 
此 法 则 规定 加 载 曲 而 中 心 的 移动 是 沿 着 表征 现时 应 力 状 态 的 应 力 点 的 法 线 方向 , 示 
意图 见 图 15.14(5), МЖЖ V. Mises 届 服 条 件 , 则 Prager 运动 硬化 法 则 的 后 继 届 服 
реф 
Ба, зар.) = р Ё = 0 (15, 3.16) 
其 中 
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一 一 --- - 一 


因为 规定 ay 是 沿 着 现时 应 为 点 的 法 向 方向 , 即 保 持 和 des 相同 的 方向 ;所 以 可 写成 


de, = ede? = cdà ау. = «АС — a, ) (15, 3, 17) 
ЛАЛЕ Е Ë aa ШАН ЕЕН E ЕВО 2 РР, ШИЖ E. 
ƏS cde, — de, ) = 0 (15.3. 18) 
де, 
并 考虑 初始 加 载 时 ,运动 硬化 法 则 应 和 各 回 同 性 硬化 法 则 相等 效 , 鼓 可 证 明王 式 成 立 , 妈 
c= 2 =: = ЗЕ, (15. 3. 19) 
将 此 式 代 人 (15.3.17) 式 , 则 (15. 3. 17) 式 可 改写 为 
da, =: Z E,d, —а,) (15. 3. 20) 


以 上 各 式 中 , а, = |do, , 当 材 料 处 于 初始 状态 时 ,x, = 0, 


应 当 指 出 ,Prager 运动 法 则 一 般 说 只 能 应 用 于 9 维 应 力 空 间 , 因 为 在 此 情况 下 ,初始 
遍 服 曲面 和 后 继 届 服 曲 面 保持 形式 上 的 一 致 性 。 而 在 各 个 子 应 力 空间 ,常常 不 具有 这 种 
一 发 性 。 侧 如 平 商 应 力 状 态 的 初始 届 服 曲面 是 在 o,,o, ,rs 三 维 子 空间 ,而 根据 Prager 16 
动 硬 化 法 则 ,移动 张 量 а, ТЕ 5, +5, s, T, 四维 子 空间 ,因此 无 法 在 с, б, т, T E (А) yË 
后 继 届 服 面 。 这 种 不 一 致 性 使 Prager 运动 法 则 的 应 用 发 生 了 困难 。 因 此 Zeigler 提出 了 
适用 于 应 力 子 空间 的 修正 运动 硬化 法 则 。 

© Zeigler 修正 运动 硬化 法 则 

规定 加 载 曲面 沿 联 结 其 中 心 和 现时 应 力 点 的 向 量 方 向 移动 ,示意 如 图 15. 17ke) 。 这 
БЕНЕН ЛЕ БАЖ 


F(a,,a; b.) = fk = 0 (15.3.21) 
其 中 
f = + (s, — а, ) (s, -а;) бр = 12, 
AF aj 是 称 动 张 量 的 偏 斜 分 量 , 即 


а, = a, —@„8, (15. 3,22) 
这 里 ,0 是 Kronecker data, + H 


шы = А (ан F аз F а) 


因 移 动 方 向 如 上 述 所 规定 ,所 以 
да, 一 даа, 一 а,) (15. 3,23) 
其 中 de 是 有 竺 确定 的 常数 。 用 和 导出 (15. 3, 19) 式 相 类 似 的 步骤 ,可 以 得 到 
da = “ра (15. 3, 24) 


3 


564. 
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ЕА (15. 3. 23), 0] (15.3. 23) пер 
= СЕ, бо, — a) (15. 3, 25) 


将 上 式 和 (15. 3.20) 式 比 轻 , 可 以 看 到 这 两 种 运动 硬化 法 则 的 差别 仅 在 于 加 载 昌 面 移 
动 的 方面 。Prager 法 则 中 移动 张 量 的 增 量 和 ;一 a, 成 比例 ,其 几何 意义 是 加 载 曲 面 沿 现 
时 应 力 点 的 法 线 方向 移动 ; 而 Zeigler 法 则 中 移动 张 量 的 增 量 和 0 一 a 成 比例 ,其 几何 意 
义 是 加 载 由 面 沿 其 中 心 和 现时 应 力 点 的 连 线 方向 移动 。 两 者 的 比例 系数 都 是 2/3Е,дА, 
至 于 两 种 法 则 的 后 悉 届 服 录 数 (15.3.16) 和 (015. 3.21) 式 在 9 维 应 力 空间 实际 上 是 完全 相 
同 的 。 这 是 因为 在 Prager 运动 硬化 法 则 中 da, =сдА(з,—а„)., ТД а,-0, а,-а,. 
因此 (015.3.16) 式 中 的 了 也 可 以 表示 成 和 (15., 3.21) 式 的 了 相同 的 形式 。 实际 上 ,在 子 应 
力 空间 内 ,只 要 此 子 空间 内 包括 3 个 正 应 力 , 或 不 包括 尾 柯 正 诺 力 ,这 两 种 法 则 也 是 完全 
相同 的 。 例 如 一 般 三 维 问 题 ,平面 应 变 问 题 、, 轴 对 称 问题 都 属于 前 一 种 情况 ,扭转 问题 则 
轩 于 后 一 种 情况 ,这 时 都 不 需要 区 分 两 种 运动 硬化 法 则 。 而 对 于 一 般 的 子 应 力 空间 ,例如 
平面 应 力 的 子 室 间 ,这 两 种 法 则 是 有 区 别 的 。 正 因为 Zeigler 法 则 中 规定 了 加 载 曲 面 的 移 
动 沿 m 一 中 方向 ,使 得 在 子 应 力 空 馈 内 后 继 屈 服 函 数 才能 够 保持 和 初始 屈服 函数 在 表达 
形式 上 的 一 做 性 ， 

关于 运动 全 化 尘 则 的 应 用 可 以 指出 : 如 用 于 单调 加 载 情况 , 它 应 该 和 各 向 同性 硬化 
法 则 相等 价 。 如 用 于 拖 载 和 反 向 屈服 情况 , 它 适 合 于 ci 一 sl=2co 的 材料 。 在 反 向 进 人 
届 服 以 后 ,(15. 3.19) 和 (15. 3. 24) 式 中 的 塑性 模 量 Е, ,应该 从 第 二 个 加 载 分 支 的 材料 应 
力 上 应变 曲线 学 出 ,其 中 甬 性 应 变 应 该 从 反 向 屈服 点 ec, 起 计算 。 以 上 橄 法 可 以 推广 用 于 每 
一 个 反 转 应 为 c-, 和 下 一 个 进入 届 服 的 应 力 ,的 差 值 为 2c, 的 循环 加 载 情况 。 

(3) 混合 硬化 法 则 

为 适应 材料 一 般 磷 化 特性 的 竖 求 ,同时 考虑 各 向 同性 硬化 和 运动 硬化 两 种 法 则 ,这 
就 是 Hodge 首先 提出 的 混合 硬化 法 则 ， 

混合 硬化 法 则 中 ,将 塑性 应 变 增 虹 分 为 共 线 的 两 部 分 , 即 令 

de, = дей? + дей? (15, 3.26) 
其 中 ,df 是 与 届 服 曲 而 扩张 , 即 与 各 向 同性 硬化 法 则 相关 联 的 部 分 塑性 应 变 增 量 ;degce 
是 与 届 服 曲面 称 动 , 妇 与 运动 兢 化 法 则 相关 联 的 部 分 塑性 应 变 增 其 。 它 们 分 别 为 
дєй” = Має? ДЕ” = (1 — MD dz: (15.3.27) 
其 中 М1 和 1 之 问 的 材料 参数 ,根据 材料 的 塑性 行为 , 它 可 以 是 常数 ,也 可 以 是 变 
数 。M<0 是 为 了 能 适应 软化 的 情况 。M 是 表现 各 向 同性 硬化 特性 在 全 部 硬化 特性 中 所 
占 的 比例 , 称 之 为 混合 硬化 参数 。 


2. AIE 村 村 非 线性 站 是 о 58. 


混合 硬化 法 则 的 后 继 届 服 函 数 可 以 表示 成 


Flg, sa, sk) = Ў 6 = 0 (15. 3, 28) 
其 中 
了 一 (s 一 Cs — a,) Ë 一 La, M) 
2 3 
一 般 情 况 下 ,有 
ВСЕ, M) = аи + | маг, G, (15. 3. 29) 
ШЖ МАНА ЖОС, WI 
с, (е, „МУ = в + М[о,(є„) — о, J (15. 3. 30) 


至 于 移动 张 量 a, , 视 所 采用 的 运动 硬化 法 则 而 定 , 如 采用 Prager 法 则 , 则 
да, = cdet = с(1—М)дА 22 = 2,01 Маб, — a) (15.3.1) 
如 采用 Zeigler 法 则 , 则 
да, = 4 І- M) (o, ~&,) = ЗЕ, мама, — a) (5.5.32) 
在 以 上 -各 式 中 ,如 令 M=1 或 М-0, ЕЕ ЖШ 27 ЖИ 35 1Е, 3 #- [e] ЇН ТЕН ТЕТЕ ШЇ 
HDE вие ЕН. 
最 后 应 当 指 出 : 类 似 于 运动 硬 北 法 则 ,混合 硬化 法 则 主要 用 于 反 向 加 载 和 循环 加 载 
情况 。 当然, 式 中 的 塑性 模 量 Е, 也 应 从 不 同 如 载 分 文 的 应 力 应 变 蛆 线 导 出 。 同 时 式 中 


的 混合 硬化 参数 也 不 一 定 保 持 为 常数 ,而 是 根据 每 一 个 反 转 点 的 应 力 2, 和 下 一 个 屈服 应 
为 5 之 间 的 差 值 , 即 加 载 曲面 的 直径 大 小 确定 。 


4. 加 载 、 部 载 准则 


该 准 由 用 以 判别 从 一 塑性 状态 出 发 是 继续 塑性 加 载 还 是 弹性 苑 载 , 这 是 计算 过 程 中 
判定 是 否 继 续 塑 性 变形 以 及 决定 是 来 用 弹 塑 性 本 构 关 系 还 是 弹性 本 档 关 系 所 必需 的 。 该 
准则 可 表述 如 下 : 


(1) Ж F=0, Ң 40, >0, ДЕ. 
(2) Ж F=0, B да, <0, 则 由 塑性 按 弹性 仓 载 。 


(з) 若 F=0, Н Zaa, =0, 则 应 区 分 下 面 两 种 情况 ,好 


D 对 于 理想 弹 瘟 性 材料 ,此 情况 是 刻 件 加 载 , 因 为 在 此 条 件 下 可 以 继续 塑性 流动 。 
D 对 于 硬化 材料 ,此 情况 是 中 性 变 载 , 即 仍 保持 在 塑性 状态 ,但 不 发 生 新 的 塑性 流动 
(а=? = 0), 
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ERA таео, ВИИ ЖЕТЕГІ FH BJ ВК РА ЖСК те, ТЕЛЕН 
材料 以 及 采用 各 问 同 性 硬化 法 则 的 材料 , 则 


If y (15.3. 33) 
За, 7 
XiT RHE ай їй {ДЕЛ E r HE И ЫЖ. m] 
2 y, -а, (15,3, 34) 
Әс 


1533 弹 塑 性 增 量 的 应 力 应 变 关 系 


1. 建立 弹 塑 性 应 力 应 变 关 系 需 遵 循 的 原则 

当 材 料 的 应 轧 点 已 处 于 屈服 面 上 继续 弹 塑 性 加 载 时 .需要 应 用 弹 塑 性 增 量 的 应 力 应 
变 大 系 进 行 弹 塑 性 行为 的 分 析 。 侍 立 此 关系 时 应 遵循 以 下 原则 ， 

(1) 一 和 化 性 条 件 

即 弹 塑性 加 载 时 ,新 的 应 力 点 to, + де, РУТА ЕЕ Е. 

(2) 流动 法 则 

ИП ЖП ЧЇ 38 PE Лу ЗА ВВ Ж de Гу (Е ЕЕ ДЕ Ели На ДЕЛО ФЕВ В. 

(3) 弹性 应 力 应 变 关系 

Bp ЛЕЛИ BL de; 的 弹性 部 分 де, 和 应 力 增 量 do, 伟 服 从 弹性 力学 的 广义 虎 克 定律 。 

2. 各 问 同性 硬化 材料 的 应 力 应 变 关 系 

(1) 按照 一 性 性 条 件 ЛЗ 


af 2 Чо, _ 
дв, 9" 一 32 дб» = 0 (15, 5,35) 
其 中 
af де, _ - 
дв, = Ša de, - Е, (15.3. 36) 
(2) 按照 法 向 流动 法 则 
de? = дд 3 (15.3.8) 
да, 
所 以 有 
у 3 - 
de, = (3 845) = da{ 71 за) = аба (15. 3. 37) 
(3) 在 小 应 变 情 况 下 a F Бруд ЖИВЕЕ В РЕ РЕВА, Вр 
de, = де, + de? (15, 3, 38) 


因此 ,利用 弹性 应 力 应 变 关 系 , 可 将 де, 表示 为 
de, = Гун дер, = Ри (ае, — de$, ) (15. 3. 39) 


RIE Манын 


H5. 3,8) 式 代入 , 则 得 到 


da, = Diy deu — Dr da 24 (15. 3. 40) 
Г ] ч Әб; 
其 中 
Pye т 2656,2, 十 mm ) 
= 268,0, --28,8,, (15.33.41) 
2 ту Еу 


Аз 1-2Уу (1 +») (1 20) 


(15. 3. 39) 式 中 的 det, Зр ЕГЕ p F. EACS. 3. 36). (15. 3. 37) 式 一 并 
代 太 (15.3,.35) 式 ,经 整理 可 得 
If Yr 
En ) Оғы ДЕ; 
9 , {3f d 
(ары 4а, 
将 此 式 再 代 回 至 {15. 3. 40) 式 , 则 可 得 到 应 力 应 变 的 增 量 关系 式 为 
de, = ОФ іє, (15.3.43) 
其 中 Die = Die — Din o Diu PR 24 BERE, EH- ЕКСА 
eo foFf yn, ЗА 
Din (E Jp (37) 


9 г} 
Ге, 一 一 (15. 3. 44) 


ET 


де, Әбу, 


(15, 3. 42) 


为 便于 将 上 列 的 应 力 应 变 关系 的 一 般 表达 式 用 于 各 种 具体 问题 并 给 出 它们 的 显 式 ， 
现在 首先 将 (15. 3. 42) (15.3, 44) Ж ЕЕ Ж ТЕ, ВП 


(15, 83.45) 


D, = ———O—'— (15. 3. 46) 


3. 用 于 不 同 问题 的 具体 表达 形式 
(1) 三 维 空间 问题 


(15, 3,47) 


和 


568 ашаар. 
1 一 了 > r 
1] 一 2 1 一 2 1—7» 0 0 
1 — » v 
1-2У 1 一 2 0 0 
lr 
Е 1—2 9 9 
D. = тт | 
对 > Ü 
. 1 
称 2 
对 于 各 疝 同 性 硬化 材料 ,屈服 函数 表示 为 
F= Е 0 
其 中 
f= pOH, 十 2 +?) 
_ 1. 
Ë = 9 
并 县 
内 上 式 可 以 得 到 
ау т 
э = Ls. 5, 5. Zr 2т„ 27. | 
将 (15.3.48) 和 (15.3.50) 式 代 和 人 (15.3.45) 和 (15. 3.46) 式 ,就 得 到 
dÀ) = 9GS de 
га (36 + E,) 
р. 一 9078681 
г взе + Е,) 
以 上 两 式 中 


мә | 


(15. 3, 48) 


(15, 3,49) 


(15, 3. 50) 


(15, 3.51) 


(15, 3.52) 


OIE 


PRAE RE 


从 (15. 3. 487 和 (15. 3.52) 式 就 可 以 得 到 各 向 同性 材料 的 三 维 空间 问题 的 弹 塑性 矩阵 D., 


的 显 式 表 达 式 。 
(2) 轴 对 称 问 题 和 平面 应 变 问 是 


这 两 类 问题 可 以 按照 同一 格式 处 理 。 


对 于 轴 对 称 问题 ， 
вс = |o, 
s = |5, 
s |е, 

对 于 平面 应 变 问 题 : 
4 一 |c， 
3 = [5, 
е — (е, 


它们 各 自 仅 有 4 个 非 零 的 应 力 和 应 变 分 量 , 即 


г. | 
г. | 
y. | 


(15. 3.53) 


а, а, Tal 


Se Ту] 
y. |" 


(15, 3.54) 


жа тәл rir ға. -- 一 一 589. 
.. ' 


可 以 看 出 ,如 果 将 (15. 3. 48) 和 {15, 3. 52) 武 中 的 最 后 2 行 和 2 列 旭 去 ， 就 可 以 得 到 平面 应 
变 问 题 和 轴 对 称 问题 的 D. 和 也,。 对 于 轴 对 称 问题 ,D, 中 各 个 应 力 偏 量 的 下 标 过 ,yy M 
7 |10 0) н, 2,0, 

(3) 平面 应 力 问 题 

为 了 引入 上 = 一 0 的 条 件 ,利用 о, ,ozs 子 空间 的 屈服 函数 和 应 力 应 变 关系 比较 方便 。 
这 时 有 


se ey (15. 3, 55) 
l z + Ü 
р, = —Ë ‚1 4 (15,3. 56) 
теу 1 -— ы 
оо 5 
对 于 备 向 同性 硬化 材料 ,屈服 函数 表示 为 
F=f—-k=0 (15,3,57) 
其 中 
f= уо + аа га = (È +0 — са, за) 
р 1 
La 
ЖЕН 


5 一 可 一 на +, ) = 2-00. -а,) 


570 


第 2 篇 专题 部 分 __ 


s= ð, — o, +а,) = + (дв, — 2,) 
5 — 1 (о. фе) 
т 3 В. А 
因此 
af _ T 
32 = [s s 2Г, | (15, 3. 58) 


ЖБ Г.Ж А (15.3. 45) 81815, 3. 467 式 ,就 得 到 
dà = [(s, + w,)dg, + (s, +w.)de, + (1 — yz. бау, 1/В (15.3.59) 


(s. Hs ms) (1-19, аи, En 
E 


— I 2 . _ 
р, = Б 对 (5, s.) (1 —v)(s, + ) Ts 
称 (1 — v) гі, 
(15. 3. 60) 
以 上 两 式 中 


2(1—)Е,о; 

9G 

应 补充 指出 的 是 ,在 平面 应 力 问 题 中 ,de? 不 能 直接 利用 (15. 3, 8) 和 (15. 3. 57) Т 
算得 到 ,而 应 利用 塑性 体积 应 变 增 量 等 于 零 的 条 件 得 到 。 此 时 d 一 一 (de? 十 ds)。 

(4) 板 充 问 题 

从 第 11 草 中 已 知 尝 体 单 元 分 为 两 类 ,一 类 是 基于 党 体 理 论 的 单元 ,其 中 包括 11. 2 一 
11, 3 НЕН АК 11.4 节 讨 论 的 由 平面 应 力 单元 和 平板 单元 合成 的 平面 过 
元 ; 另 一 类 是 11,5 节 讨 论 的 四 三 维 实体 元 晓 化 得 到 的 壳 元 ,其 中 最 常用 的 是 超 参 过 元 。 
后 一 类 单元 的 刚度 矩阵 表达 式 C11. 5.27) 应 在 ,7,8 三 个 方向 进行 积分 。 当 将 此 类 单元 
用 于 弹 塑 性 情形 时 ,由 于 被 积 函 数 中 的 应 力 应 变 矩 阵 卫 应 表示 为 卫 。, 它 不 再 是 常数 阵 ; 
同时 点 力 在 上 方向 也 不 再 是 直线 分 布 , 它 们 都 是 依赖 于 弹 塑 性 状态 而 变化 的 。 因 此 在 形 
成 弹 塑 性 刚度 矩阵 K, RJ ,需要 采用 较 多 的 积分 点 ,特别 是 在 “方向 应 布置 较 多 的 积分 点 
(例如 6—8 点 ?才能 达到 必要 的 精度 。 而 基于 壳 体 理论 的 壳 元 利 超 参 壳 元 不 同 , 它 的 应 力 
应 变 关 系 是 定义 于 中 面 的 广义 应 力 应 变 关系 ,这 是 由 于 建立 此 关系 时 ,已 经 利用 平面 应 力 
型 的 应 力 应 变 关 系 , 并 在 摩 度 方 向 进行 了 积分 ,因此 在 形成 刚度 第 阵 时 只 需要 在 中 面 内 进 
行 数值 积分 。 现 在 首先 讨论 如 何 利 用 平面 应 力 型 的 弹 塑 性 关系 并 在 厚度 方向 积分 ,从 而 
建立 相应 定义 于 中 面 的 弹 逆 性 广 关 应 力 应 变 美 系 ,为 此 可 以 参照 弹性 板 壳 广 闵 应力 应 变 
关系 的 建立 过 程 。 | 

对 于 元 体 , 当 采用 基于 壳 伟 理论 的 单元 进行 分 析 时 , 壳 体内 的 局 部 坐标 系 zy z rh : 
ЕАПУ езе зе. 可 以 用 中 面 上 的 对 应 点 Cr,y,0) 的 广 六 应变 表 示 , 即 


B = ё +0 +2 „з, + 2(1—ью},-Ь 
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EL = ё, 十 ж, е 一 Е, + «Ж, 
YE = Ya + ай, 
将 上 式 用 于 增 量 形式 .并 表示 为 答 阵 形式 , 则 有 
det? = дЕ” -+ ЕДЕ "з= (1 «Че (15, 3.62) 


(15.3, 61) 


其 中 
de = [de dg У T 

ЕЕ е ZW 11,2 WA 11.4 节 有 关 表 达 式 ， 

由 为 板 壳 问题 中 平行 于 中 面 的 每 - 薄 层 处 于 平面 应 力 状态 ,所 以 壳 体 内 尾 一 点 的 应 
力 增 量 可 以 表示 为 

dg‘? = к de= D3 [1l 1 )4е (15. 3. 63) 

其 中 ро 可 利用 平面 应 力 问 题 的 (15. 3. 56) 1015. 3. 60) 式 得 到 ,要 注意 的 是 也 ,中 的 每 个 
材料 参数 和 应 力 分 量 现 在 是 z Нур, 

进一步 通过 沿 壳 体 味 度 方向 的 积分 ,可 以 得 到 壳 体 的 广义 应 为 增 量 和 广 立 应 变 增 量 
的 关系 为 


> r 2 
Фо? | domds=| Веда 
e'z z 2 


- | РП z 144 de 
и (15,3, 64) 


е га 
да“ = | до“ zdz = | Di; хде dz 
га -ig 


“2 
= | Din z z ]dzde 
t, 7 


AA E 
dz = D:, de (15. 3. 65) 
其 中 
2 1 z 
р, =f р; | |а (15. 3. 66) 
-he Fa Pa 


}х #8 Ја" ,go ,5 参见 11.2 和 11.4 节 的 有 关 表 达 式 。 以 上 各 式 如 令 de 所 和 де” , 
就 得 到 薄板 的 广义 应 力 应 变 的 增 量 关系 。 

为 了 对 元 体 的 本 构 关 系 抵 阵 (15.3. 66) 式 进行 积分 ,一 般 滑 厚度 方向 z 设置 若干 取样 
握 。 对 于 每 一 取样 点, 在 计算 过 程 中 保留 其 弹 塑 性 状态 的 历史 ,然后 通过 数值 积分 法 得 到 
Bo 的 任 一 指定 点 (zy 点 ) 的 数值 。 

对 于 专 虑 横 问 剪 切 影响 的 Mindlin 板 单元 ,转动 和 找 度 各 自 独立 搬 值 的 轴 对 称 过 元， 
以 及 三 维 超 参 沈 元 , 当 用 于 弹 刻 性 分 析 时 ,为 了 分 析 方 使 ,通常 在 弹 塑 性 本 构 关系 中 只 包 
Ж seyo 及 oayro。 也 就 是 前 面 所 推导 的 (15. З, 617 一 (15.3,66) 式 仍然 保持 不 塞 ， 


971 


ала дыз — — r= тол -一 


512... | 222222. AIA ЖАЯ” __ 


而 横向 前 切 变形 y. „НОВА E BS Лога ,rw 也 仍 按 原来 的 弹性 关系 处 理 。 这 在 理论 
上 是 不 严格 的 ,但 由 于 t 和 相对 较 小 ,对 计算 精度 的 影响 很 小 。 

4. 其 他 硬化 材料 的 应 力 应 变 关系 

以 上 对 于 各 向 间 性 而 化 材料 应 用 于 各 类 具体 癌 题 时 肠 导 出 的 da 30 D, 的 表达 式 , 只 
需 考虑 不 同 硬化 材料 屈服 条 件 中 Ff 和 上 的 区 别 , 稍 加 修改 ,就 可 以 应 用 于 其 他 的 硬化 材料 。 

(1) 理想 弹 塑 性 材料 

因为 此 类 材料 的 遍 服 条 件 是 : 


93 = g Ё 一 lo F, = 0 
де 3 
所 以 只 需 在 各 向 同性 硬化 材料 的 АА ЖІП, W) kiki Н.А ao, 并 令 E,=0 ИЯ, 


(2) 运动 硬化 材料 
АЕМ ЖЕ: 


ЕЛЕСІ 
(3) 混合 厂 化 材料 
因为 混合 硬化 材料 的 屈服 条 件 是 ，; 


Ч} 58 ~ е 
За = X — ü Ё = 2, (е, M) 


所 以 只 需 在 各 向 同性 硬化 材料 的 аА НР, 的 表达 式 中 用 s 一 x Жо, (=, МАЈЕ 5 ЯП 
а, 即 可 。 
以 上 结论 可 雇 按 照 推 导 各 向 同性 硬化 材料 的 аА ЖЕР, 表达 式 相 同 的 步骤 加 以 验证 。 
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更 在 机 建立 的 是 以 应 力 和 应 变 的 全 量 为 基础 的 强 塑 性 应 力 应 变 关 系 ,也 就 是 基于 塑 
性 力学 全 量 ( 形 变 )? 理 论 的 应力 应 变 关 系 。 全 量 理论 的 基本 假设 是 ,应 力主 方向 和 应 变 主 
方向 是 重合 的 ,而 且 在 整个 加 载 过 程 中 主 方向 保持 不 变 。 严 格 说 在 一 般 情 况 下 ,此 假设 是 
不 能 实现 的 ,但 是 在 实际 分 析 中 常常 遇 到 单 参数 加 载 情况 ( 单 参数 加 载 是 措 加 载 过 程 中 
作用 于 结构 的 载荷 回 量 Q 能 表示 为 二 +48, 的 比例 加 载 ,2 称 为 载荷 参数 )。 对 于 此 种 情 
沈 , 当 变形 满足 小 应 变 条 件 时 ,可 以 认为 上 述 假设 能 够 近似 地 实现 。 此 时 采用 全 量 理论 将 
使 整个 分 析 包 括 本 构 关系 的 建立 得 到 很 大 程度 的 简化 ， 

建立 全 量 弹 塑性 应 力 应 变 关系 需要 遵循 的 原则 与 建立 增 量 弹 塑 性 应 力 应 变 关系 时 的 
相 类 似 , 只 是 应 力 和 应 变 是 用 全 量 表示 的 。 同 时 由 于 全 量 理 论 的 基本 假设 ,使 推导 过 程 大 
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大 简化 ， 

1. 材料 的 a-e 曲线 

由 于 应 力 应 变 的 主 方向 相同 , 且 加 载 过 程 中 保持 不 变 , 所 以 材料 的 弹 塑 性 性 质 可 以 用 
等 效应 力 о 和 等 效应 变 e 的 单一 曲线 表示 ,如 图 15.15 所 示 。 


Е 


(семе ЖИЛ Ж.С ЕЗІ 
图 15,15 材料 的 ae ВЕ 


等 效应 力 和 等 效应 变 的 表达 式 分 别 为 
- 3 | 1/2 _ 2 1/7 
с = ku E 一 КО (15. 3,67) 
其 中 
Sg == б, - 4,0, Ú, = А (n ае 十 933) 


3 
Êy -- E, т Em Т} Є = ras + Ezz + Е) 


< G fll G ЛЕ В Е ТАО Е ИИВ Е. wq ео с 时 ,材料 处 十 弹性 状 
态 ,此 时 


е = é = 5 (15.3. 68) 
м «>а,/36 „М ЖЖ АЗЕР К Ж.Н 
е, = 2 z = a,(ë,) (15. 3. 69) 
М (15. 3.67) #1(15, 3.69) 式 可 以 得 到 
1 ЗЕ ЗЕ 
20 да 2с, 
或 (15, 3, 70) 
f т, 
G = — 
Зе 
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2. 塑性 应 变 表达 式 
Ве 可 表示 为 


e =e, eg = (ав (15. 3. 71) 


3. #1 + JE Ç 7 КУ ФОС Ж! 
弹性 应 力 应 变 关 系 参 见 (15.3,.41) 式 ,可 以 表达 为 
с, = Пн Еш = 2658,6, 十 ТЫШ и 


= 2бе, + ЗАє„д, = 2бе, + ЗКе „8, (15,3, 72) 
其 中 
1 
弹 塑 性 状态 的 е ge, ШЛЕМ ЕЭС, В Ез GA 
а, = 20е, F 3KFE8,5, 
因为 由 (15. 3. 68) 和 (15. 3. 69) 式 可 知 
2бе, = s, = 26е, 
所 以 , 弹 里 性 的 全 量 应 力 应 变 关 系 可 表示 为 
т, = 2Ge， 十 3Кє „д, 
= 20е, --3А%,6, = Р, (15. 3. 73) 
其 中 
А = к-<с - 0206-6) 
D: Е РЕАК B , BI 
Р, = 268,8,--2,8, (15,3, 74) 


ЖЕЖ Dw WAER Он Нн ER G Шә {Ж y D: ФЕС 和 4。 如 果 进 一 步 
将 Ош л УШ Рс, ВП 

Гн 一 Оа — Di. 
号 可 得 到 


Dea = 266,8, — 264 5, (15. 3. 75) 
其 中 
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Меса /3G 时 ,材料 处 于 弹性 状态 ,这 时 #5 =0, G =G, Ы б--0, О ==0, 
(15, 3. ?3) 式 的 矩阵 形式 是 
с = D,E (15. 3. 76) 
其 中 
D., = D. — D, 
和 增 其 应力 应 变 关系 相 类 似 , 以 下 给 出 上 述 全 量 应 力 应 变 关 系 用 于 各 种 情形 的 具 栖 
(1) 三 维 空 间 问 题 
Е = (же = л) 5, 8 2т/ 2т, 2с„]|' (15,3,77) 
其 中 
E= |Ж? E Е у у, 7 |! 
4 2 2 
з 3 3 "99 
4 2 
то == 00 0 
А (15. 3. 78) 
D,= сж 220 00 
110 
1 0 
称 1 


(2) 平面 应 变 问 题 和 轴 对 称 问 题 

对 于 平面 应 变 问 题 , 仅 需 划 去 以 上 三 维 空间 问题 的 e, ПР, 表达 式 中 的 最 后 两 行 和 最 
上 后 两 列 , 即 可 得 到 平面 应 变 问 题 的 s, 和 和 DD, 表达 式 。 对 于 轴 对 称 问题 ,se 和 了 肪 的 表达 形式 
与 平面 应 变 问 题 相 同 , 只 是 其 中 的 下 标 x,y,z 要 用 rz 代替。 

(3) 平面 应 力 问 题 


e= (таа) [ә 5, 2то | (15. 3, 79) 
ЖЕН 
E= |e} £ у? | 
202—0) 201-209 0 
361—0) 301—0) 


р,= G| 201—220) 2 (2—0) 
301—2») 3 (1—0) 
0 0 1 
在 结束 材料 弹 塑 性 本 构 关 系 讨论 时 还 应 指出 ,在 本 节 的 讨论 中 未 涉及 温度 对 材料 本 


т 《15. 3. 80) 
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枸 关 系 的 影响 。 在 实际 分 析 中 ,温度 特别 是 高 温 对 材料 行为 的 影响 常常 是 必须 考虑 的 。 


关于 这 方面 的 内 容 将 在 本 章 15.7 节 的 蜂 变 有 限 元 分 析 中 一 并 讨论 。 
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1541 弹 塑 性 问题 的 增 量 方程 


一 一 ша. т-т mr гал --- 


= ока 


由 于 材料 和 结构 的 弹 塑 性 行为 与 加 载 以 及 变形 的 历史 有 关 。 在 进行 结构 的 弹 塑性 分 
析 时 ,通常 将 载荷 分 成 若 于 个 增 量 ,然后 对 于 每 -载荷 增 量 , 将 弹 塑 性 方程 线性 化 ,从 而 使 


弹 奏 性 分 析 这 一 非 线性 问题 分 解 为 一 系列 线性 问题 ， 


假设 对 应 于 时 刻 上 的 载荷 和 位 移 条 件 (在 下 内 1 在 S. Еги 5, 上) 的 位 
Ви ,应 变 's, Пиле ЕЖ МЕҢІ :十 At 在 静 力 分 析 且 不 考虑 时 间 效 应 的 


HF 和 + 二 AL 都 只 表示 载荷 的 水 平 ) ,载荷 和 位 移 和 条件 有 一 增 量 , 即 
ЧУЕ, ='F, + AF, {在 V 内) 


ыыт "Р, АТ, (ТЕ S, E) (15,4, 


Hau, <<, -F Дн, (在 5, 上 ) 
现在 要 求解 i 十 At 时 刻 的 位 移 , 应 变 和 应 力 , 即 


L 
t мм, —'H, + Аи, 


Tae, =E, + Де, (15. 
За, а, + Да, 
+ ЕЁ ЛЕШ ЕЕ 
平衡 方程 ， 
в + Ае, РЕ, АЕ, = 0 (在 内) (15, 
MW RAS НЫ Ж. 
е, 4 де, = Z Cu, Ва) + (Aw. Ди) EVA (15. 
应 力 和 应 变 关系 {线性 化 表示 ): 
AG; 二 "Di Ағ, (ежтка | ло) (УҢ) (15. 
边界 条 件 ， 
“Т.-ҺАТ, -“Т,--АТ, (#8, Е) (15. 
и, + Au, жи, Au, CE S, ЕО (15. 
(15.4.6) 式 中 
ӨБ, =n; АТ, = Доп, (15, 


4. 


4. 


4. 


4. 


4. 
4. 


4. 


1) 


2) 


3) 


4) 


5) 


6) 
7) 


8) 


需要 指出 ,在 小 变形 的 弹 盟 性 分 析 中 , 除 应力 应 变 关系 以 外 ,其 他 方程 和 边界 条 件 都 
是 线性 的 。 所 以 (15. 4.37 一 (15. 4.8) 式 中 除 (15. 4.5)? 式 以 外 都 未 作 进 一 步 简 化 。 如 
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--- --- а-- — =-- 一 - — — -- 


Жие, По 已 精 宵 地 满足 时 刻 上 的 各 个 方程 和 边界 条 件 , 则 可 以 从 上 列 方程 和 边界 条 
忻 中 消去 它们 。 现 在 仍 保留 它们 是 由 于 考虑 数值 求解 的 结果 ,它们 不 一 定 精确 地 满足 方 
程 和 边界 条 件 ， 这 样 做 相当 于 进行 一 次 平衡 校正 的 选 代 ,可 以 避免 解 的 漂移 ， 

至 于 点 力 应 变 关系 表示 成 (15.4.5) 式 ,这 是 一 种 线性 化 处 理 。 因 为 до, 应 通过 对 非 
线性 关系 进行 积分 得 到 , 即 


一 站 АЕ 
мт, 一 | de, = | D tu dës (15. 4, 9) 


К,Р о, за, ,es 等 的 函数 ,而 它们 本 身 都 是 待 求 的 未 知 量 ,所 以 将 Ac, 表示 为 
(15.4.5) 式 是 一 种 线性 化 处 理 。 如 果 令 D5 = 二 'D 台 ;, 则 相当 于 最 简单 的 欧 近 方法。 在 弹 
塑性 有 限 元 分 析 中 和 坎 为 起 点 切线 刚度 法 。 当 然 , 还 可 采用 预测 校正 的 方法 确定 + 的 取 值 ， 
以 提高 计算 的 精度 和 效率 。 
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首先 建立 增 量 形 式 的 虚 位 移 原理 。 如果 1 十 At 时 刻 的 应 力 5, + Ао, 和 体积 载荷 
Е. ФАРА Т, АТ, 满足 平衡 条 件 , 则 此 力 系 在 满足 几何 协调 条 件 的 虚 位 移 


дли D LE V A сағ, ) =-у8( ди, + Аи) ;在 5, E,S(Au,)=0] F B) ЈЕ Р, Вр 
КЕ + As, )дСАе,)4У — | СР, + AF, )8(Аи УАУ — 


|. CT. ФАТ (ди dS = 0 (15.4.10) 
将 (15.4.53 式 代 人 上 式 , 则 可 得 到 
|, иде де, AV — | АЕёсдш ду — | АТ сла 
V у 5. 


--| es8(Ae)dy 十 | *Fa(Au)dV +| “Тасаио аза 
或 表示 成 矩阵 形式 如 下 
| ёде” тр, Asdy — | бом Apdy 一 | асли)" 4146 
5, 


-- | 00а аду + | дома)" Жау +| Әли)" Та (15. 4.12) 


上 式 实 际 上 就 是 增 量 形式 的 最 小 势能 原理 。 它 的 左 端 和 全 量 的 最 小 势能 原理 的 表达 式 在 
形式 上 元 全 相同 。 只 是 将 全 基 改 为 增 量 。 上 式 的 右 端 是 考虑 Е KOP 可 能 不 精确 满足 
平衡 而 引信 的 校正 项 ,也 可 理解 为 不 平衡 力 势能 ( 相 善 一 负 号 ) 的 变 分 。 

基于 增 量 形式 虚 位 移 原理 有 限 元 表达 格式 的 建立 步骤 和 一 般 全 量 形式 的 完全 相同 ， 
首先 将 各 单元 内 的 位 移 增 量 表示 成 结 点 位 移 增 量 的 插值 形式 , 即 


Еби 


ша 一 ғ. -- E E -- = — 


Ан = МАа" (15.4.13) 
再 利用 几何 关系 , 则 得 到 
Ле = Вла” (15.4,14) 
将 以 上 两 式 代 入 (15. 4. 12) 式 ,并 由 虚 位 移 的 任意 性 ,就 得 到 有 上限 元 的 系统 平衡 方程 ， 
'K. АП = АО (15. 4.15) 


Жар K... Аа, AQ ЗЕ ЗЕТА E ТЕ. НИШ {у E BJ E IR FS ЛИШ. ЕП 
分 别 由 单元 的 各 个 对 应 量 集成 ,部 


Ko = 27 Ko Aa = Ф Ла 


40-“%0.-0.- У Qi— > Q: 


(15.4.16) 


Н. 
КО та ІА BD „BdV 


ез; =] NTF + | NTT ds (15. 4. 17) 
v Se, 


Q= | B” gdy 
} 


上 式 中 ,~Q, ЯРО, ЛК гдг ЖУК а ЕЛ: 时刻 的 内 力 向 量 , 所 以 AQ Ж 
ЗР ЛЖ. Жо 和 他， 满足 平衡 的 要 求 , 则 AQ SUR 31556 BL b E. з 
在 的 形式 是 为 了 进行 平衡 校正 ,以 避免 解 的 漂移 . 

从 415.4. 15) 式 解 出 ла 以 后 ,利用 几何 关系 (15. 4. 14) 式 可 以 得 到 As ,再 按照 
(15,4, 9) 式 对 本 构 关系 进行 积分 就 可 以 得 到 Ac ,并 进一步 得 到 他 “op = ле, 接着 应 
R e RAAD E “е, ,以 检查 1 十 At 时 刻 的 内 力 和 外 载 是 否 满 足 平 衡 ,具体 是 按 下 
式 计 算 不 平衡 向 量 ， 


ы?) зна = > "зо; _ У ео 
Е 
ë r 


=J (|, мева + f мее таз) У вте ойу 


(15, 4, 18) 

发 现 上 式 在 一 般 情况 下 并 不 等 于 0。 这 表明 此 时 求 得 的 应 力 '+*a НА ЗЕ УТ 

尚未 完全 满足 平衡 条 件 , 也 即 仍 存在 不 平衡 力 向 量 AQ@。 需 要 通过 迭代 ,以 求 得 新 的 Aa, 

Ае 和 Ac 及 ”ao ,直至 (15.4. 18) 式 的 右 端 小 于 某 个 规定 的 小 量 , 即 求 得 和 外 载荷 近似 地 
满足 平衡 要 求 的 应 力 状态 为 止 。 

从 以 上 讨论 可 见 , 漳 塑性 增 量 有 限 元 分 析 在 将 加 载 过 程 划分 为 若干 增 其 步 以 后 ,对 于 
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每 一 增 量 步 包 全 下 列 3 ТЕР. 

D 线性 化 弹 塑 性 本 构 关 系 ( 旭 (15.4.5) 式 ), 并 形成 增 量 有 限 元 方程 (如 (15.4. 15) 式 )。 

四 求解 增 量 有 限 元 方程 (每 个 增 量 步 或 每 次 寺 代 的 五 。。 都 可 能 发 生 局 部 的 变化 ) 。 

D 各 分 本 构 方 程 ( 如 (15. 4.9)7 臣 ?决定 新 的 应 力 状 态 , 检 查 平 衡 条 件 , 并 决定 是 否 进 
{7 789610. 

上 述 等 一 步骤 的 算法 方案 和 数值 方法 ,以 及 载荷 增 量 步 长 的 选择 关系 到 整个 求解 过 
程 的 稳定 性 .精度 和 效率 ,是 有 限 元 数值 方法 研究 的 重要 课题 之 一 。 以 下 将 对 其 中 的 几 个 
问题 进行 必要 的 讨论 ， 


155 弹 塑 性 增 量 分 析 数 值 方法 中 的 几 个 问题 


15.5.1 非 线 性 增 量 方程 组 的 求解 方案 


利用 15.2 节 所 讨论 的 非 线性 方程 组 的 一 般 解 法 对 增 量 有 限 元 方程 (15. 4. 15) 式 求解 
时 ,根据 具体 问题 的 特点 ,可 以 组 成 不 同 的 求解 方案 。 通 常 采 用 的 有 下 列 几 种 . 

1. 欧 拉 法 及 其 改进 形式 

此 解法 嘴 令 每 个 载荷 增 量 炒 解 方程 (15. 4. 15) 式 中 号 ,的 r= 二 =z, 这 样 一 来 ,此 解法 就 
是 415.2.20) 臣 所 袁 述 的 欧 拉 算法 。 让 于 应 力 应 变 关系 线性 化 带 来 近似 人 性 ,因此 为 了 得 到 
足够 精确 的 解答 ,显然 必须 采用 足够 小 的 裁 茶 增 量 。 改 进 的 方法 是 在 按照 (15. 2. 20) 式 求 
得 上 +At 时 刻 的 ”>a 以 后 ,以 它 作为 预测 值 , 记 为 Ya’, 然后 按 (15. 2. 21) 式 所 表 杀 的 方 
法 计算 TUSSI tA А) 31 07а, ЕА EE UK, ,从 耐 求 得 1 十 At Ра ВО a, 
这 样 一 来 ,每 一 增 量 步 中 需要 2 次 重新 形成 和 分 解 刚 度 矩 阵 , 所 以 一 般 情况 下 ,效率 是 不 
遍 的 ,同时 计算 精度 也 不 好 控制 ， 

2. ФИВЖК(Н-КЖК) 

此 解法 就 是 将 (15. 2. 24) 和 (15.2, 25) 式 所 表述 的 算法 用 于 弹 塑 性 增 量 和 分析 ， 此 时 系 
统 求解 方程 (15, 4. 15) 式 可 以 改 乞 为 

ТЫК! Да = AQ” (п = 0,1,2,*.) (15.5.1) 

R h n К. 


ый Фи — >| В! ыу” B dV 
Е ү, 
тыр — р., (“Ғы pt ым ат ғыр» 5 (15.52) 


А0” =), __ > |, B! A рін) ау 
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以 及 
Әм ДО а ha t) ш гыш? ы, (15. 5. 3) 
当 n= 二 0 时 ,方程 (15. 5,1) 式 就 是 取 r=: 的 (15.4. 15) 式 。 具 体 的 迁 代 步骤 是 
(1) AHS. S. КИЯТ УК? 和 AQ'7 ,形成 方程 组 (15. 5, Од. 
(2) 求解 方程 组 (15. 5, 1)? 式 ,得 到 本 次 和 迭代 的 位 移 增 量 修正 量 ласо, Вр 


да” = (ЧУКО УТА (15.5.4) 
于 是 得 到 
EFM nl — кыр + Ад” (15. 5. 5) 
(3) ТЯ AETA ЛЕЛИ SL ЯЛ J B E ië IE Et , B 
Ае“ = BAqa' (15, 5.6) 
фи ед, 
да"? = трде | D,, de (15.5.7) 


да "的 计算 未 示 成 如 上 形式 是 为 了 考虑 应 力 点 在 上 一 # 二 4 的 增 量 步 中 从 弹性 状态 到 达 
屈服 曾 并 继续 弹 塑 性 加 载 的 情形 。 经 历 тле CEP отт), ду J 3] 28 P BE Bi ; J 
тле 至 A ,继续 弹 塑 性 加 载 。m 称 为 弹性 内 子 。 六 =0 表示 该 应 力 点 在 1 时 刻 已 在 届 服 
ШЕ. ЖТ m 的 确定 种 (5. 5.7) 式 的 积分 计算 将 在 15. 5. 3 节 中 给 出 。 从 A 可 以 得 到 
шеді th gn дао (15.5.8) 
CO ЕКИ ЛМЕ ДЕ (БИ R kaysa k. MRE Ж E , ШТА Эу ТЕ ИЩ ЖА 
迭代 已 经 收 贫 。 依 次 对 每 个 增 量 步 执行 上 述 选 代步 骤 ,直至 全 部 时 间 内 的 解 均 被 得 到 , 
向 用 的 收敛 准则 有 ， 


{у Ж Щу ЖЕЛІ. | Аа?” | <егь || а | (15,5,9) 
E W ЯКЕ ДІ. | AQ” | =er; | А0% | (15. 5, 10) 
ВЕЕ ЕШ. (ла TAQ” Sere (ла) ТАО (15,5,11) 


其 中 erp errer: 是 规定 的 容许 误差 。 关 于 收 黎 准则 的 选择 和 容许 误差 的 规定 ,需要 
考虑 具体 问题 的 特点 和 精度 要 求 。 


3. 党 刚度 迭代 (mN-R ЖК) 
解法 步骤 和 前 一 种 迭代 解法 根 同 , 只 是 刚度 矩阵 保持 某 时 刻 的 数值 。 如 保持 为 每 个 
增 量 步 开 始 时 刻 上 的 数值 , 称 为 起 点 切线 刚度 ,这 时 


чека i 一 县 op - >| B''D.,BdV (15. 5.12) 
其 中 Ро 一 „(е ға НЕ.) 
如 果 阶 度 赴 阵 始终 保持 为 弹性 刚度 矩阵 ,解法 等 获 于 一 般 的 初 应 力 法 ,这 时 
нако — K. = > |a" p.sav (15. 5. 13) 
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对 于 后 一 种 常 刚 度 选 代 , 刚 度 矩 阵 在 整个 求解 过 程 中 只 要 形成 和 分 解 一 次 。 对 于 前 
一 种 第 刚度 选 代 也 不 昭 于 起 点 切线 刚度 。 例 如 可 以 先 用 前 一 增 量 步 的 刚度 矩阵 选 代 1 一 
2 ЖИЖИ аР ДУИ РЕ. 并 且 可 以 规 诈 ,经 过 一 定 达 代 次 数 仍 不 满足 收 伍 
准则 要 求 时 , 则 重新 形成 和 分 解 新 的 刚度 矩阵。 

以 上 讨论 了 变 财 度 选 代 和 营 刚 度 连 代 的 基本 步骤 。 但 是 具体 采用 哪 一 种 求解 方案 ， 
仍 需 根据 具体 问题 的 特点 ,综合 考虑 精度 和 效率 两 方面 因素 。 变 刚度 选 代 具有 和 良好 的 收 
生 性 ,允许 米 用 较 大 的 时 间 步 长 ,但 每 次 选 代 都 要 重新 形成 和 分 解 新 的 刚度 矩阵 。 而 采用 
还 刚度 迭代 可 以 省 去 一 些 重新 形成 和 分 解 刚 度 和 矩阵 的 步骤 ,但 缺点 是 收敛 速度 较 慢 ,特别 
是 在 接近 载荷 的 极限 状况 时 ,因此 经 常 需 要 同时 采用 加 速 迁 代 的 措施 。 基 于 土 述 考 虑 ,在 
一 个 通用 的 计算 程序 中 通常 应 设计 者 于 控制 参数 ,以 便 根据 具体 问题 的 特点 选择 合理 的 
求解 方案 。 


15.5.2 载荷 增 量 步 长 的 自动 选择 


在 以 上 的 讨论 中 都 是 假定 载荷 增 量 (或 时 间 步 长 ?是 事先 已 经 规定 了 的 。 这 种 事先 将 
外 加 载荷 分 为 车 干 个 规定 大 小 的 增 量 步 进行 分 析 的 方法 是 最 简单 的 ,也 是 常用 的 。 但 是 
仕 很 多 情况 下 ,这 种 方法 是 不 可 行 的。 例如 由 理想 弹 塑 性 材料 组 成 的 结构 , 当 载 荷 到 达 某 
一 极限 值 时 ,结构 将 发 生 垮 塌 。 表 现在 基于 小 变形 理论 的 弹 逆 性 分 析 中 , 当 载 荷 到 达 极 限 
值 时 , 结 攀 的 位 移 将 可 无 限 增长 。， 对 应 地 ,结构 的 载荷 -位 移 曲 线 如 图 15.15 所 示 。 实 际 
分 析 中 ,由 于 极限 载荷 Po 正 是 待 求 的 未 知 量 ,如 果 采 用 事先 规定 载荷 增 量 步 长 的 方法 进 
行 分 析 , 当 一 * 疡 >>Pu 时 ,将 会 导致 求解 失败 ХЕНТИЕЕНМКИЕКЫЕЖЕН ЕТ 
KK 奇异 的 情况 (如 图 15, 16(a) 所 示 )。 但 如 果 采 用 mN-R ARERR, M AR pE 
‘如 图 15. 16Cb) 所 示 》。 为 了 求 得 比较 精确 的 极限 载荷 Pi ,可 以 采用 的 方法 之 一 是 将 载 


| із на АП НМ 2) ДЫР aq 
(а) МК НҚ (b) mN-R Е 
图 15.16 规定 载 倚 增 基 条 件 计算 结构 的 极限 裁 荷 
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荷 增 其 减 小 为 原来 的 172 ,继续 进行 分 析 。 如 果 表 过 到 上 述 求解 失败 情况 , 则 自 将 载 奇 增 
виж ,再 继 续 分 析 。 这 样 逐 步 成 探 地 逼近 Pi,。 匹 疑 ,该 方法 是 一 种 既 麻 烦 而 效率 
又 不 高 的 方法 ,因此 有 必要 研究 载荷 增 量 步 长 目 动 选择 的 方法 。 
在 册 究 载荷 增 量 步 长 目 动 选择 的 方法 时 , 自 先 是 假 认 载荷 的 分 布 模 式 是 给 定 的 ,变化 
的 只 是 它 的 幅 值 。 在 此 情况 下 ,外 载荷 可 表示 为 ， 
Е -ФЕ T='pT, 
АҒ = АРЕ, АТ = Арт, 
相应 地 ,结构 的 等 效 结 点 载荷 问 量 也 表示 为 ， 
Q: = pQ АО, = Арб, (15,5.15) 
UERR FOT MO 分 别 是 体积 力 、 表 面 力 和 结 点 载荷 的 模式 ;p 是 载荷 幅 值 ,或 称 载 
WAT. RWA ERRA E pt) 的 分 步 。 
假定 对 于 ' 二 p(t 的 解 已 求 得 ,现在 要 确定 xp 一 'p 十 Ap 的 大 小 。 在 载荷 步 长 自动 
选择 的 求解 过 程 中 ,通常 Ap 不 是 一 次 给 定 , 面 是 通过 多 次 迭代 不 断 修正 再 最 后 确定 。 现 
约定 如 下 表示 式 


(15. 5. М) 


Pa Maa = pt др“? (т — Tiler) (15. Б, 16) 
ня 


Ар= УАр” (15. 5. 17) 


RP n ERRA r ERAKARRI, Ap Ж n {КЕК ЕШ Ар 的 修正 值 ， 
жыр» п 1 次 迭代 修正 后 得 到 的 个 *p 的 数值 ， 

现 具体 讨论 几 种 常用 的 自动 选择 载荷 步 长 的 方法 。 

1. 规定 "本 步 刚 度 参 数 " 的 变化 量 以 控制 载荷 增 重 

此 方法 中 ,每 一 增 量 步 的 载荷 因子 增 量 Ap 仍 是 一 次 确定 的 ,但 是 它 是 通过 事先 规定 
结构 在 本 增 量 步 的 刚度 变化 来 控制 的 ,这 是 Bergan 等 人 提出 的 一 种 自动 进行 载荷 分 步 的 
方法 `…' 。 此 法 对 计算 结构 的 极限 载荷 特别 有 效 ， 其 基本 思想 是 对 于 每 一 载荷 分 步 , 让 结 
梅 刚度 的 变化 保持 差不多 的 大 小 。 

《1)“ 本 步 刚 度 参 数 " 的 概念 

第 ;i 增 有 量 步 结构 的 总 体 刚度 可 用 下 式 度量 
四 АО? ТА” 


5)” = ла тд" (15.5, 18) 
DI CERTE) 2A t Sà IK P| Ht By Е E 
(й) ж __ Q. Q. 
So, = 450. (15.5.19) 


Жер 0. Ма. 是 载荷 向 量 和 按 弹 性 分 析 得 到 的 位 移 向 量 。 若 用 无 量 网 参数 S, 作为 第 i 步 


220022222222. ЖӨЖ Ийланын 000202020 
的 结构 刚度 参数 , 则 有 
， зе 
5, = стт 
5) RAR 步 的 "本 步 刚 度 参 数 ”, 它 代表 结构 本 身 的 刚度 性 质 , 55 38 Ni Е BJ X |N Ж 
关 。 当 结构 处 于 完全 弹性 时 ,Ss' = 二 1。 随 着 堪 敬 的 增加 , 结 枸 中 的 塑性 区 逐渐 扩大 ,结构 
逐渐 变 软 ,Ss 也 逐渐 减 小 。 当 到 达 极 限 载荷 时 ,So --0, 
对 于 比例 上 载 情况 ,如 前 所 述 , 这 时 可 记 ， 
0. = p, Q, АО” = Ар, Q. 
于 是 (15, 5. 20)? 式 可 以 简化 为 


(15. 5.20) 


А АР, а 0, 
в — 2E 15.5.21 
Р b. Аа TO; ( ) 


其 中 p, 是 弹性 极限 载荷 参数 .0, Ер НАТЕ СЕ). 

利用 奈 步 刚度 参数 可 以 使 步 长 调整 得 比较 侣 埋 , 并 可 减少 总 的 增 量 步 数 ,特别 适合 于 
计算 由 理想 弹 塑 性 材料 组 成 结构 的 极限 裁 荷 等 情况 。 

(2) 增 量 步 长 的 自动 选择 

以 计算 结构 的 极限 载荷 为 例 , 利 用 * 本 步 刚 度 参 数 " 的 规定 变化 量 晶 动 选择 增 量 步 长 。 
具体 的 算法 步骤 是 ， 

D 求 弹性 极限 载荷 参数 p. 

先 施加 任意 的 载 菏 p Q, ,假定 结构 为 完全 由 性 求解 , 求 出 结构 内 的 最 大 等 效应 力 
ma MA 


р, = p (15.5.22) 
С ал 


其 中 oo 是 材料 的 初始 届 服 应 力 。 

О 给 是 第 一 步 载荷 参数 增 量 Ар (例如 取 Ap 二 p./N,N 的 值 可 以 事先 给 定 ), 用 р, = 
Р. БАр ЖЕ 8026. 

О 给 定 第 二 及 以 后 各 增 量 步 的 刚度 参数 变化 的 预测 值 AS, ( 它 的 大 小 决定 步 长 的 大 
小 ,例如 可 在 0.05--0.2 之 间 选 择 ) ,并 给 定 刚度 的 最 小 允许 值 5 (到达 极限 载荷 时 5, = 
0, 但 在 计算 中 如 5, 一 0, 则 结构 刚度 矩阵 奇异 ,所 以 Sw 应 为 接近 于 零 的 小 的 正 数 ), 则 每 
РЕНЖУ 

min{ AS, ,SD 一 Si) 


Ap, = Ар, ур 
l | S° э 5 р | 


Ил р, = р. 十 Ap 求解 第 ; ВЕЖЕ, 
在 第 i 增 量 步 的 解 管 求 得 以 后 ,利用 (15. 5. 20) 式 计算 本 步 刚度 参数 59 和 它 的 变化 
E А5)-5)-5;”, ASP 和 预测 值 А5, 会 有 一 定 差别 ,所 以 此 算法 是 在 保持 本 步 刚 


(i = 2.3,-—) (15, 5, 23) 


AR GHAD 


度 参 数 变化 值 接近 为 常数 条 件 下 选择 载荷 增 量 的 大 小 ， 算 法 的 执行 示意 如 图 15.17. А 
图 可 见 ,Ap,; 是 在 给 定 А5, 情况 下 ,利用 Ap- 7 13 ”一 Sy ”| 线性 外 推 得 到 。 实 际 计算 
中 ,由 于 S, ~ 曲线 不 一 定 如 图 示 那 样 规则 ,在 给 定 As。 的 情况 下 ,可 能 使 Ap. 时 而 过 大 
或 时 而 过 小 ,影响 计算 的 执行 。 此 时 可 以 利用 S Sg“ ,Sy ”二 次 外 推 得 到 Ар. Ж 
际 计算 表明 ,这样 确定 Ap. 可 避免 上述 现象 ,从 而 使 最 终 计 算 稍 采 有 较 太 改进 ， 


图 15.17 载荷 的 自动 分 步 


2 规定 某 个 结 点 的 位 移 增 量 以 确定 载 符 增 量 
增 量 选 代 的 有 限 元 求解 方程 在 15. 5. 1 bhi mit. И mN-R ERAN. EAR 
不 为 


К. Ла" = AQ” (п--0,1,2и") (15. 5. 24) 
在 载荷 增 量 步 长 自动 控制 的 求解 方法 中 ,A@ ”可 以 表示 成 
AQ = girti Tage (15. 5. 25) 
其 中 
муи) = “ет + А (т) — (РМ дет + A p° 9, (15.5. 26) 
ми # УШ — >|. В за“ ау (15. 5 27) 
И ЕРИН: 
ты УШ 一 二 ità ер“) — tg 


《15.5.25) 式 还 可 以 改 瑟 为 
АО” = A0 + МУ” = AQ? + Ap'" Q, (15.5. 28) 
Ж АО) 是 nn 一 1 次 述 代 后 得 到 的 +*g'" 和 外 载荷 “pO, 构成 的 不 平衡 缚 点 力 向 
量 , 印 
AQP ар th (15. 5. 29) 
A 因 ”是 在 ?次 选 代 中 由 某 个 规定 的 约 东 条 件 来 确定 的 载荷 因子 增 量 Ap 的 第 次 修正 
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量 。 在 现在 的 方法 中 ,这 约束 条 件 就 是 某 个 结 点 的 位 移 增 量 的 大 小 。 例 如 规定 Aa 中 的 
ЮК Ла, 是 给 定 的 ,此 条 件 可 表示 为 
АЕ (m = 0) 
Ла? = Бала” -1 《15. 5. 30) 
О (ан 1, 2) 
其 中 A! 是 Aa, 的 规定 值 ,8 是 除 第 5 TARA 1 ,其余 元 素 为 零 的 向 量 。 具 体 选 代 的 算 
法 步骤 如 于 ， 
(1) 计算 对 于 结 点 载荷 模式 Qo 的 位 移 模 式 що, Вр 
в = Kz Q, (15. 5. 31) 
(2) 计算 对 于 不 平衡 结 点 力 向 量 AQ: КУНЕ ИТЕН Ла” Па 次 选 代 后 位 移 
增 量 修正 值 的 全 量 да”. Вр 
Ла” + KZ АО” (15. 5,32) 
Ла” = Ла j Apa (п-0,1,2,-99 (15, 5.33) 
其 中 Ap "是 待定 的 载荷 因子 增 量 的 修正 值 。 
(3) 利用 条 件 (15. 5, 30}) 式 确定 Ар”. НТ 
АЕ (n = 0) 
Ла” = В Ада‘ = Бла!" + Ар" bla, -| (15.5. 34) 
0 (a = 1,2,0 
所 以 从 上 式 可 得 
а Даб? — БТ дас 
АР C ha 0” 
这 样 就 确定 了 Ap” ,从 而 得 到 Ла Ж АО" -лр" E, 
(4) 计算 Ae ”ac ”age 等 ,并 检验 收 敏 准则 的 要 求 是 否 满足 。 如 未 满足 , 回 
到 步骤 (2 进行 新 的 一 次 选 代 , 直 至 收 敏 准则 的 蔓 求 满足 为 止 。 本 增 基 步 的 外 载荷 增 芋 、 
位 移 增 量 及 应 力 增 量 的 结果 是 : 


(15.5.35) 


АО, — >" АО!" — > Ap 0, 

e T (15. 5. 36) 
Ла — Ула?” Ла — > де in? 

п= 0 п = 0 


Jeri r 33845 k Se FAO K 37. 

关于 每 一 个 增 量 步 某 个 指定 结 点 位 称 增 量 Ai 本 身 的 选择 ,通常 的 方法 是 第 1 тва 
步 可 出 基 个 给 定 的 载荷 因子 增 量 Ap И Ар,=р,/ М. Жр p. 是 弹性 极限 载荷 因子 ， 
N 可取 5 一 10) ,通过 求解 得 到 A2 。 以 后 各 增 量 步 的 Ag 可 由 下 式 确 定 , 即 


Al = ALL, (15. 5. 37) 
7—1 - 


式 中 М, (是 前 一 增 量 步 的 规定 位 移 增 量 ,~, o ERRER ARKAD r Б 
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化 的 迭代 次 数 ,例如 取 六 = 一 4 一 656， 上 式 的 倾 问 是 使 在 严重 非 线性 阶段 ,A 缩短 ;而 在 接近 
线性 阶段 ,Ai 如 长 。 

实际 计算 表明 ,采用 规定 某 个 结 点 的 位 移 增 量 以 确定 载 具 增 量 步 长 的 方法 ,结合 采用 
C15.5,37) 式 调节 位 移 增 景 的 大 小 ,计算 结构 的 极限 载荷 取得 了 相当 满意 的 结果 。 


15.5.3” 弹 塑性 状态 的 决定 和 本 构 关 系 的 积分 


从 上 布 的 讨论 中 可 以 看 到 , 增 量 形式 有 限 元 格式 中 "有 ,和 AQ' 的 确定 是 基于 已 经 求 
НЕ-МЕСЕ ЫЫ , Е, :因此 为 了 进行 下 一 增 量 步 或 过 代 的 计算 , 带 要 
根据 本 步 或 本 次 达 代 计算 得 到 的 位 移 增 量 决定 Ac да , Ae, 等 ,从 而 得 到 本 步 或 本 次 失信 
НАЧ ИНЕ {К Б. о ,a 和 s, 等 。 这 一 步 双 称 为 状态 决定 , 它 和 增 量 方程 的 建立 ( 线 
人 性 化 步 怠 } 以 友 方 程 组 求解 一 起 构成 了 非 线 性 分 析 的 基本 算法 过 程 。 它 不 仅 在 计算 中 占 
相当 大 的 工作 车 ,而 且 对 整个 计算 结果 的 精度 有 很 大 影响 ,因此 应 当 给 予 足 够 的 重视 。 

1. 决定 弹 塑 性 状态 的 一 般 算法 步骤 

在 每 一 增 量 步 或 每 次 迭代 , 求 得 位 移 增 量 或 其 修正 量 Ан 以 后 ,决定 新 的 弹 塑 性 状态 
Е е Е: 

(1) на қатады 


一 Вла 
(2) 按 弹 性 关系 计算 应 ARIMAN 应 力 的 预测 值 , 邵 
Аб = D. Ae (15,5. 38) 
at у е ДО (15.5. 39) 


Жу о 是 上 一 增 量 步 或 迭代 结束 时 的 应 力 值 ， 
С) 按 单 元 内 各 个 积分 点 计算 本 增 量 步 或 撑 代 结束 时 的 人 ?og tua, ue ,等 状态 量 ， 
D HERE ЕС а.ж, ,然后 区 分 3 种 情况 , 即 
i ВЕСТ уа ED)S0, 则 该 积分 点 为 弹性 加 载 ,或 由 塑性 按 弹 性 印 裁 ,这 时 均 有 
Ла = Ar (15.5. 40) 
i ВРО a ,) 220, Н ЕСе е ИЕ СО ИРАН ЖАЙЫ 
ЇН, мн 
ЕСо тла а ,'g,) = 0 (15.5.41) 
来 计算 弹性 因 于 m RARA 3 R Pt TE BE bh Et ЛУ ЕЕ B| Bb 3 4k. ИЙ т 是 为 了 
确定 应 力 到 过 届 服 面 的 时 刻 。 采 用 V. Mises 屈服 准则 时 ,mm 是 下 列 二 次 方程 的 解 
ат + aym + a, = 0 (15.5. 42) 
其 中 


а, = 248748 а = (8-ш)1А8 а = Е(о,а,%)  (15.5.43) 
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对 于 各 向 同性 硬化 情况 ,a 0。 因 为 总 是 在 而 服 曲 面 上 或 届 服 曲面 之 内 ,所 以 常数 四 所 
0。 同 时 а,->0,т 必须 取 正 值 , 所 以 
m == (— а, +a — Аалаз)/ 20; {15,5,44) 
ii # FC a “€,)2>0 B ЕСе ка в) 二 0; 则 该 积分 点 为 塑性 继续 加 载 , 这 时 
令 m=, 
© 对 于 iii 两 种 情况 , 均 有 对 应 TIRA TEHE A RY M ЗОНЫ Ae’ 
ДЕ” = (1 — т) ЛЕ (15, 9, 45) 
D AMAER ЛВ ло, BD 


A = | D., (z ,а ,є,) de (15, 5,46) 


一 般 情况 下 用 数值 积分 方法 进行 此 积分 ,在 积分 过 程 中 可 以 同时 得 到 Ла 和 Де,, 

D Ж ЖИЕ ЕЛЕ ЖЫ ЖПК ras Ра 2, Вр 

tag в + mAr + Ла" 
НА 一 人 十 Aa ES =' + де, (15,5,47) 

2. 本 构 关 系 的 积分 

关于 本 构 关 系 的 积分 (15.5. 46) 式 ,对 于 其 中 的 某 些 情况 ,已 经 获得 了 解析 解 或 解析 
的 近似 解 , 例 如 Key 得 到 了 理想 弹 塑 性 本 构 关 系 的 解析 解 了。 运动 硬化 材料 本 枸 关 系 的 
解析 解 ' 沾 和 各 向 同性 硬化 材料 本 构 关 系 的 以 EE,/(3G 十 FE,) 为 小 参数 的 新 近 解 中 ,近年 来 
都 已 获得 。 它们 用 于 实际 计算 取得 较 好 的 结果 , 即 以 较 小 的 工作 量 得 到 较 精 确 的 结果 。 
但 是 现 有 的 计算 程序 中 仍 都 采用 数值 积分 方法 ,其 中 采用 较 多 的 是 基于 显 式 积分 的 切 向 
巴 调 径 疝 退回 的 子 增 量 法 。 另 外 ,基于 隐 式 积分 的 广义 中 点 法 近年 来 也 受到 较 多 的 重视 。 
下 面 对 这 丙种 方法 作 较 为 详细 的 介绍 。 

(1) 切 回 预测 径 加 返回 于 增 基 法 

所 谓 切 问 预 测 就 是 将 欧 拉 方法 用 于 (5.5.46}) 式 ,得 到 应 力 增 量 的 预测 什 , 即 


AF — D., Ca уа „Е Ае (15, 5. 48) 
进一步 得 到 应 力 的 预测 值 
-u в а + Ag (15. 5.49) 
同时 还 可 以 得 到 
АЕ, ,一 да. (15.5.50) 
ла = ЗЕ - М)ААСз —'a ) (Prager 法 则 )》 (15.5.51) 
或 


ла = ЗЕ, 一 MAMCg а) (Zeigler ЕЛІ) (15,5. 52) 
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其 中 
nma (9//де) ав 
(арда) D (а да) ADEE, (15, 5.53) 
с, = 6, CE, MD = в, + Ме, Се) — в. 
并 且 有 


еме Е, ДЕ, + а їл + Да (15. 5. 54) 
以 上 各 式 是 对 于 混合 硬化 的 一 般 情况 给 出 的 。 对 于 和 名 向 同性 硬化 ,MM 二 1; 对 于 运动 
硬化 ,AM 一 0， 
因为 (15. 5. 50) 式 所 表达 的 算法 是 显 式 的 欧 拉 方法 ,其 中 的 D,, (9 ка ,'€ ERAY 
ВИЕ ,所 以 Да 是 在 加 载 曲面 的 切线 方向 。 同 时 由 于 加 载 曲 面 是 外 西 的 ,因此 '**g 总 是 
ХЕ) НУК, {НЕШЕ ШЖ КАУ 2 За 只 能 在 加 载 曲 面 之 上 或 者 之 内 ,所 以 常 需 
ЕЖЕН [ау EKA А ДКТ ДЕЛЕ ЛЕН o Жа, АЖЕ 
HA g а р Ма НУ q = За (15. 5.55) 
其 中 7 E Ill ТР, EAFA 
Е а ед ме ) = 0) (15,5,56) 
得 到 , 即 


_ _ ` _ К 1/2 
r= 2 {тм Е, му се ы __ THa @ утга ttis + 1 (15. 5. 57) 


应 当 指 出 ,虽然 经 过 校正 以 后 得 到 的 入 > E b J FB BR HH IBLE 5), H E 3 48 2 w E 
BL As ЕКОЕ АЯ e РЕ S. ИТ ЫХ AEA З ВЕК PER E Se 2 ЖШ. @ 
ЖА A — ЕТЕНЕ АОН Т Д. ЗУ Y Au hH TiX#h Ж-Е, Б] 
上 述 方法 和 了 于 增 量 法 相 结 合 。 所 谓 子 增 量 法 ,是 将 总 的 应 变 增 量 分 成 若干 子 增 量 。 对 于 
每 个 子 增 量 可 利用 上 述 的 状态 决定 方法 。 每 一 个 子 增 晶 结束 时 的 漳 塑 性 状态 作为 下 一 个 
子 增 量 的 初始 状态 。 子 增 景 法 的 算法 示意 如 图 15.18 所 示 。 


(а) РЕ М=1 (b) ГЮ А=2 
图 15,18 Ор} ЕТЕ a 
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显然 , 子 增 量 法 将 提高 计算 精度 ,并 能 加 其 后 继 选 代 的 收 仇 速度 。 但 是 子 增 量 数目 的 
增加 也 会 使 计算 量 相 冰 地 增加 ,因此 恰当 地 确定 子 增 晤 数目 是 很 重要 的 。 下 面 给 出 两 种 
比较 合理 地 确定 子 增 量 数 自 的 方法 ， 
D W imo EB: Er E BJ КАМ Ae, ЕТЕ М, В 
N = 1+ 26 (15.5.58) 
式 中 邮 根 据 计 算 精 度 的 要 求 加 以 选择 Bushnell 的 计算 经 验 认为 取 M— 0. 000 2 就 可 得 


到 较 满 意 的 结果 。 上 式 中 的 Ae, 由 下 式 决 定 


_ 5 1:7 
Az = [ZA | (15.5, 59) 
其 中 
Ае, = Де, — ДЕР = Ae, — АА 元 (15. 9.50) 
J 
1 
Де, = Ағ, 一 а AEn + Де; + Аға) (15.5.61) 


式 内 ЛА 是 АА 表达 式 中 de, 改 为 As, 的 结果 。d 和 上 根据 材料 硬化 情况 采用 15.3 节 中 
的 各 日 表达 式 ，。 

0) 根据 此 增 量 步 开始 时 的 应 力 偏 量 s 和 增 量 步 结束 时 的 弹性 预测 应 力 偏 量 ен 
的 夹 角 乡 确定 子 增 量 数 N У, Вр 


N= 1+£ (15. 5. 62) 
其 中 


ф 一 соз | reier | (15. 5. 63) 
《15.5.62) 式 中 的 上 根据 计算 精度 的 要 求 而 定 。 我 们 的 计算 经 验 吉明 , 当 上 大 一 0.01 时 ， 
(15.5. 46) 式 的 积分 精度 可 保持 在 1% 左 右 。 

以 上 两 种 确定 子 增 量 数目 的 方法 之 所 以 比较 人 台 理 ,是 因为 它们 的 本 质 都 是 按 应 变 偏 
ЖЕШНДЕ ле 的 大 小 来 决定 子 增 量 数 的 ,而 ле, 是 导致 应 力 点 偏离 屈服 面 的 主 
要 原由。 如 果 它 是 零 ,表明 点 变 编 量 增 量 全 部 是 塑性 ,这 时 根据 切身 预测 法 计算 出 来 的 应 
力 可 以 保持 在 届 服 面 上 ,因此 不 必 将 ле, 再 划分 为 若干 子 增 量 和 采用 子 增 量 法 进行 计算 ， 

如 上 所 述 , 切 向 预测 是 基于 显 式 的 欧 拉 方法 ,为 使 应 力 的 结果 保持 在 届 服 面 上 ,通常 
必须 采用 径 向 返回 这 种 人 为 的 强制 方法 ,而 和 子 增 量 法 和 相 结 人 台 ,也 仅 是 使 人 为 强制 方法 所 
造成 的 不 一 致 性 尽量 减 小 。 虽 然 当 子 增 量 数 匹 限 增 加 时 , 切 向 预测 径 向 返回 子 增 量 法 可 
以 远近 亚 论 精确 解 , 但 毕竟 会 使 计算 基 大 量 增 加 。 因 此 近年 来 ,基于 隐 式 算法 的 广 闵 中 点 
法 受到 较 多 的 重视 ， 


г - r= ла а, -4- =; == = w =" = = 一 - -- = “=6f “r ғ- --- r =æ- =r- ғғ — те — r — 一 一 一 


0 a a 


(2) A P RRT 
为 一 般 化 起 见 , 仍 以 混合 硬化 材料 的 本 构 关 系 为 例 ; 导 出 广义 中 点 法 数值 积分 的 算法 
ВЕ, ЕЕ чарк, Ле, Б, Е Ро, -ч, + Ao, за, =а, + Aa; ite =, 
十 As, 等 状态 量 的 基本 公式 是 : 
Аа, = Dia (AE, — Дер) (15.5.64) 
де ЛАО ФА 4-0%%А,1 (15. 5. 65) 


ЖЕ 


ДЕ, -( аң де | 
=A 6А, HOHA, OA; өч J)” (15.5.66) 


да, -2Е,0-МУМГО-0уА, +0%“A,] (15. 5, 67) 


+ ЗАД УД, — et, M) = 0 


ЕС За, + па А „МЕ, „МО — 


(15. 5.68) 
其 中 
А, -5,--а; (00-521) 

54 一 0,(15.5.65) 一 (15.5.68) 各 式 右 端 将 不 包含 未 知 量 +*A， ,算法 是 显 式 的 。 此 时 它 
相当 于 前 面 讨 论 的 切 向 预测 径 向 返回 方法 。 当 人 >0, 算 法 是 隐 式 的 。 当 02>1/2,W EE 
无 条 忻 稳 定 的 ,而 且 与 届 服 面 的 形状 无 关 , 所 以 这 是 通常 采用 的 。8 的 具体 取 值 ,根据 问 
题 的 载荷 特点 和 应 变 增 量 的 大 小 及 方向 的 不 同 而 与 计算 结果 的 精度 关联 着 。 对 于 小 的 并 
变 增 量 ,2=172 可 得 至 较 高 的 精度 ,而 一 般 情 况 ,9= 0, 7 或 0.8 可 以 得 到 较 好 的 结果 ， 

需要 指出 的 是 ,以 上 各 式 中 的 未 知 量 '+*A, 实际 上 可 以 归结 为 一 个 待定 的 标量 ЛА 
‘ 现 不 同 于 (15. 5, 53}) 式 中 己 是 确定 晤 的 AM) 。 它 最 后 道 过 一 致 性 条 件 (15. 5. 68}) 式 解 出 。 
为 导出 求解 AA 的 方程 ,首先 从 (15. 5, 64) 式 可 得 


АЗ, = 20(Де, — Де) (15. 5.69) 
其 中 
Де, = АЕ, 一 1 (Aen + Ає + Аға) 
及 因为 
РА 98, — a, ='A; + AS, — Де, (15, 5. 70) 
将 (15.5.67)、(15. 5.69) 式 已 和 人 {15.5.70) 式 ,可 以 得 到 
Ат oA, АА 
rë À __. 1 ч 
и Te (15, 5, 71) 


其 中 


4 二 2GAe， 
сет 4 (Ъ-- 0) с) = сай 


с, [26+ ЗЕ — M) | 


注意 到 (15. 5. 68) 式 中 
в, (“5 ,M) =s, + Ме, СУЕ) — da] 
=(1— Ма, + Ме, (СЕ, + Ае,) (15. 5. 72) 
将 (15.5.71) 和 (15.5.72) 式 代 人 (15.5.68) 式 ,就 可 得 到 用 以 确定 ЛА 的 非 线 性 方程 , 即 


Ар--с А, AÀ 


: al __ F 2 x __ г 
САЎ -т/а Ма + Ma, (+, + ЗА (1 OA; + 


аА) _ o (15.5. 73) 
Ж |æ] = (дуд) voteses)y 的 函数 形式 由 材料 应 力 应 变 曲线 确定 。 上 述 非 线性 方 
程 通常 需要 利用 数值 方法 求解 ,例如 利用 N-R 方法 或 二 分 法 选 代 求解 。 由 于 方程 只 包含 
—Л ЖАМ A4, 计 算 工 作 量 很 小 。 当 AA 求 得 以 后 , 代 回 以 前 各 式 , 可 以 得 到 新 的 状态 
Ы ,+ ЕУ 

(15.5.7398 M= 1 或 M= 0 时 ,分 别 代表 各 向 同性 硬化 和 运动 硬化 情况 ,这 时 
(15. 5.73) 式 可 以 通 当 简 化 。 对 于 某 些 进一步 简化 情况 ,从 该 式 可 以 得 到 ЛА 的 解析 解 。 
例如 MM 二 1,8 一 1, 并 且 材 料 呈 线 性 硬化 性 质 ,6, =o6o 十 ke,。 这 时 从 该 式 可 以 方便 地 得 到 

е --да-- Ее, 


2G(a,, + РЕ) + 5ы- 


о" Si |=, |8, + 2GAe | 


如 前 所 述 , 广 关中 点 法 是 隐 式 算法 ,可 内 避 免 切 库 预 测 法 中 所 包含 的 不 一 致 性 ,因此 
不 需要 径 癌 返回 的 步骤 。 同 时 在 9>1/2 的 情况 下 ,通常 不 需要 采用 子 增 量 方法 即 可 达到 
工程 所 要 求 的 计算 精度 ,因此 广义 中 点 法 近年 来 受到 广泛 的 重视 ,并 被 很 多 研究 工作 者 所 
采用 。 但 是 也 正如 前 面 所 指出 的 , 它 的 计算 精度 不 仅 与 9 的 取信 有 关 ,而且 与 问题 的 载荷 
特点 及 载荷 增 量 的 大 小 有 关 。 有 时 为 达到 一 定 的 精度 要 求 ,需要 通过 多 次 的 试验 和 比较 ， 
这 是 数值 方法 的 共同 特点 ， 

由 于 本 构 方 程 的 积分 在 每 一 个 增 量 步 的 每 一 次 选 代 以 后 ,对 于 单元 内 的 每 一 个 高 斯 
积分 点 都 妥 进 行 , 不 仅 计 算 工 作 量 很 天 ,而 且 影 响 到 整个 解 的 稳定 性 和 可 靠 人 性 ,因此 本 构 
方 和 积分 方案 的 研究 一 直 受 到 广泛 的 重视 。 例 如 文献 [2].[3].L4] 的 工作 中 提出 的 理想 
弹 塑 性 、 运 动 硬化 及 各 向 同性 材料 本 构 方 程 的 精确 积分 或 浙 近 积分 ,可 以 在 精度 和 效率 上 


ДА = (15. 5. 74) 


其 中 
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姐 著 改进 现行 的 数值 积分 方法 。 有 兴趣 的 读者 可 以 查阅 有 关 的 刊物 和 文献 。 
15.54 单元 刚度 矩阵 的 数值 积分 


ЗӘР ЕНІ ЕРЕК НЕН RRT 4.6 节 在 讨论 如 何 选择 弹性 刚度 矩阵 的 数值 
积分 的 阶 次 时 所 提出 的 一 般 原则 仍然 适用 外 ,还 有 一 些 新 的 因素 需要 考虑 。 例 如 单元 进 人 


盟 性 后 的 刚度 矩阵 | BUD BdV 中 的 本 构 关系 给 阵 D 不 再 是 常数 ,这 就 提高 了 被 积 函数 


BUD B 的 阶 次 ,为 了 保证 积分 的 精度 ,数值 积分 的 阶 次 应 作 相 应 的 提高 ,通常 弹 塑 性 刚度 
矩阵 的 积分 阶 次 要 比 弹 性 刚度 矩阵 的 积分 阶 次 高 1 ~ 2 И. 


1555 ”线性 方程 组 的 求解 


从 前 面 的 讨论 已 知 ,在 利用 切线 刚度 法 进行 结 枸 弹 塑性 分 析 时 ,对 于 每 一 增 量 步 , 一 
般 需 要 求解 系数 和 矩阵 有 所 变化 的 线性 代数 方程 组 。 但 是 这 种 变化 通常 只 限于 系数 矩阵 的 
局 部 区 域 。 因 为 结构 即使 进 人 失效 阶段 ,通常 大 部 分 区 域 还 保持 为 弹性 状态 。 针 对 这 种 
特点 , 现 已 提出 了 不 少 骨 在 提高 计算 效率 ,降低 计算 工作 量 的 算法 。 常 用 的 方法 是 子 结 
构 法 

此 算法 的 基本 点 是 将 结构 在 加 载 过 程 中 保持 为 弹性 的 区 域 各 可 能 进入 塑性 的 区 域 划 
分 为 不 同 的 子 结构 。 各 子 结构 内 部 自由 庆 上 凝聚 后 组 成 的 结构 刚度 第 阵 的 阶 数 将 比 原 来 整 
个 结构 的 自由 度数 目 少 得 多 。 对 于 得 一 个 载荷 增 量 ,弹性 子 结构 的 刚度 矩阵 保持 不 变 , 计 
算 工 作 量 缩减 为 各 个 弹 塑 性 子 结 构 的 刚度 矩阵 以 及 阶 数 较 低 的 总 体 刚 度 和 矩阵 的 重新 形成 
和 分 解 。 如 果 能 对 结 榴 可 能 进 人 亨 性 的 区 域 事先 有 较 准 确 的 个 计 , 即 使 进 人 塑性 的 区 域 
分 散在 统 构 的 不 同 区 域 , 采 用 此 方法 也 是 比较 适宜 的 。 但 是 如 果 事 先 对 可 能 进 人 塑性 的 
区 域 不 能 准确 估计 ,为 避免 在 计算 中 发 生 麻 烦 , 往 往 会 将 可 能 进 人 塑性 的 区 域 ,也 即 每 次 
需要 重新 形成 和 分 解 刚度 矩阵 的 子 结构 划 得 较 大 ,当然 这 样 做 将 影响 计算 效率 。 

#15.19 分 析 一 个 办 向 受到 约束 的 承受 内 压 作 用 的 摩 岁 圆 简 , 见 图 15. 19(а), И 
料 是 弹性 -理想 刻 性 ,并 服从 V. Mises MERI. LAR TRAS: a=. Ост, b= 
2. Ост,Е= 2 X10'MPa,v=-0, 4,0, = 17. 32MPa。 有 限 元 模 现 如 图 15, 19(b) 所 示 , 在 厚 
клина 个 8 结 点 轴 对 称 单元 。 刚 度 矩 阵 采 用 2X2 商 斯 积分 。 此 算 例 有 解析 解 ,所 以 
为 弹 塑 性 有 限 元 程序 提供 了 一 个 很 好 的 校 核实 例 。 

用 于 计算 的 加 载 方 案 有 两 种 , 即 

(1) 在 结构 进入 塑性 后 ,内 压 按 0, 5MPa 分 级 单调 加 载 , 直 至 塑性 区 达到 摩 度 的 3/4, 

(2) ЖЕ, ЖЕ 

b = 0.0 — 10.0 — 12,5 — 0. 0 >— 10. 0 —— 12. 5 — 0, 0MPa 


PISE жиын | 


-一 4х ие 
(а) ДУҢ (b) 有 限 元 模型 
图 15.19 EE аЛ 


第 一 种 加 载 方案 得 到 的 外 表面 径 向 位 移 如 图 15. 20 所 示 。 用 Newton-Raphson ЖҚ 
和 弹性 常 刚 度 渤 代 得 到 的 结果 都 表示 于 图 15.20 中 。 这些 结果 实际 土 与 Hodge White 
的 解析 解 是 一 致 的 。Newton-Raphson 和 迭代 法 平均 每 一 步 需要 1.6 ХҚ, 总共 17 次 重 


新 形成 和 分 解 刚 度 答 阵 。 常 刚度 迭代 法 平均 每 步 需要 3 次 选 代 , 但 刚度 矩阵 只 形成 和 分 
解 一 次 。 


(Hodge-White) 


Newton-Raphson |345 
* МЕНА 


0 5 t0 15 20 25 
ZG 


图 15.20 单调 加 栽 时 的 外 表面 径 辐 位 称 tw) 


当 р= 12. 5МРа 时 (塑性 区 达到 厚度 的 1/2) 的 应 为 分 布 如 图 15.21 所 示 。 再 次 表明 
有 限 元 解 写 Hodge-White 的 解析 解 蚌 一 至 的 。 

对 于 第 二 加 载 方 案 , 只 采用 了 强 性 常 刚 度 迭 代 , 外 表面 的 径 向 位 移 如 图 15.22 所 示 。 

些 算 例 还 采用 规定 “本 步 刚 度 参 数 "的 变化 量 以 控制 载荷 增 量 的 方法 ( 见 15. 5.2 节 ) 


一 一 Newton-Raphson {1% 
和 Hodge-Whits 解 析 解 


"ЕАК 


са? МРа 


4 
10 1.2 14 16 1.8 20 ricm 


(8) йй ЛЖ: (b) 环 向 应 用 分 丰 
图 15.21 EEEN 


20и 
图 15.22 УАТУ 


对 单调 加 载 方案 进行 了 计算 。 只 用 了 5 个 载荷 增 量 步 就 算出 极限 载荷 ,计算 结果 与 解析 
解 相差 仅 9.7%。 而 用 事先 规定 的 等 步 长 加 载 则 用 了 36 个 载荷 增 量 步 , 日 计算 结果 和 和 佣 
析 解 比较 ,相差 为 1. 4%。 说 明 改 进 算法 对 非 线性 有 限 元 分 析 是 很 重要 的 。 

例 15.2” 图 15.23(ta) 所 示 为 一 具有 接管 受 内 压 的 球形 压力 容器 。 图 15. 23(b) 给 
出 的 是 在 接管 与 球 壳 联 结 附近 区 域 的 单元 划分 和 塑性 区 分 布 。 随 着 压力 的 升 离 ,塑性 区 


2222222... ASS Яжғайғя 000%; 
从 接管 和 球 过 的 交界 面 附近 逐步 扩大 , 即 两 端 分 别 向 接管 和 球 壳 方向 发 展 。 计 算 采 用 规 

定 “本 步 刚度 参数 ”的 变化 量 以 自动 选择 载荷 步 长 (Ap, 一 p./3,AS, 0. 0.0 6 ЖЕ» 
由 大 变 小 。 每 一 增 量 步 长 开始 时 部 分 地 重新 形成 和 分 解 刚度 矩阵 ,然后 进行 常 刚度 选 代 ， 

共 进 行 7 гид ЗЕ 10 次 常 刚度 选 代 ,就 达到 了 极限 载荷 。 


Е-2,012Х105МҒа 
ы-0,3 
6.=405МРа 

0.125 АУ 


% 


АХ 


Ф, 
42552 š 
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97 ШИГ 


ЛЪЧИ ТОК Ра 
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156 ” 弹 塑 性 全 量 有 限 元 分 析 


15.6.1 弹 塑 性 全 量 分 析 的 有 限 元 方程 


弹 塑 性 形变 理论 的 基本 方程 种 线 弹 性 力学 的 基本 方程 相 类 似 , 唯 一 的 区 别 是 后 者 应 
力 应 变 关系 中 的 常 系数 的 弹性 矩阵 D. АЛЕН ЖОН TEE RE ЕЕ Do те. 
根据 虚 位 移 原理 的 表达 式 


| 07a du PdV — | датта = 0 (1. 4. 42) 
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更 将 其 中 的 5 用 弹 塑 性 全 量 应 力 应 变 关 系 (15. 3. 76)? 式 代 人 , 则 得 到 
| дер, edV = | se7ar+| да! TdS (15. 6.1) 


EAA ЕРЕН ТЕРЛЕН СІНЕ ӘЛЕН, ЖінЖІЛІ М mi) P si 98 ТЕМУ ДЕНЕ ЖУР 
力 势 能 的 变 分 。 
按照 位 移 有 限 元 法 的 标准 步 缀 ,利用 (15.6.1) 式 可 以 得 到 弹 刘 性 爹 量 分 析 的 有 限 元 
求解 方程 ; 
К.„\а)а = Q (15, 6, 2) 
КТ.Кра 和 分 草 表 未 系统 的 弹 刻 性 刚度 矩阵 ,位 称 向 量 和 载荷 向 量 , 它 们 分 别 由 单 
元 的 对 应 量 集 成 , 即 


并 且 有 
К, 一 | BD, Са) Вау 


o= | N'Jav +| NTds 


愉 以 上 各 式 可 以 看 出 ,与 线 阐 性 有 限 元 分 析 的 区 别 , 仅 是 现在 的 刚度 矩阵 К ЕВ На 
的 尔 数 。 因 此 方程 4415.6,2)? 式 是 非 线性 的 ,这 时 需要 进行 选 代 求 解 。 


15.6.2 非 线性 有 限 元 方程 的 求解 方法 


由 于 D., ta) 是 a 的 姐 式 函数 ,可 以 利用 变 刚 度 或 常 刚度 的 直接 先 代 法 求解 。 为 了 求 
解 方便 ,首先 将 (15. 6. DERE H 
(К, — K,)a = Q (15. 6. 3) 
其 中 


К, = 53| втрвау К, = >| втр,вау 
1. ВЕ ВЕЖА 
利用 15. 2, 1 ЗАЛАА АЗЕ СОК Е (15. 6. DA Е БРТ 
K, a ya = | К- Ка" де? =Q (п= 0,1,2.) (15.6, 4) 
其 中 n ВКК, Ж а -0,К,(0)-0, 
ЖАЯ ЕР: 
初始 计算 
(1) 形成 弹性 刚度 矩阵 К.. 
(23 求解 弹性 问题 , 即 求解 
а” — к.0 


ӘК (п-1.,2,-9 

(3) 计算 每 个 高 斯 积分 点 的 等 效应 变 s”。 

(4) Ма Е 曲线 得 到 每 个 高 斯 积分 点 的 o,(s'")。 
(5) 计算 每 个 高 斯 积分 点 的 G" , 即 


Сүт — G — (zt — G 一 


(6) 形成 塑性 刚度 矩阵 K 
(7) 求解 弹 塑 性 问题 , 即 求解 

ач — (КО) 0 
(8) КАНЫ ЦУ ЯУ МЕШ E: 


|4 


с. (gt) ) 


Зеб") 


“nm 十 1 1 (п) | 


— й 
Пе? | ` 
ЯД Ж. ЙА ЛЕШЕ ЯК ЖЕШ). ШЕ АТ н H 5 Ж.Б ИПИ [Н (3›Ж Р 0246. 
(9) 输出 结果 , 即 输出 : 
а-а" s= Пре“ = DP Ва 
注释 
i 第 一 次 选 代 时 ,在 第 (3) 步 算出 每 个 高 斯 积分 点 的 等 效应 变 s 后 ,如 果 所 有 点 的 
s <eooo730G 表 明 问 题 是 弹性 的 , 则 不 必 再 进行 后 面 的 选 代 计 算 。 
и 第 (8) 步 中 的 er 是 判断 解 是 否 是 收 喜 的 小 正 数 ,通常 取 er=10_2:—10 Bn] 18 9] 
比较 满意 的 结果 ， 
ш 此 方法 的 每 次 迁 代 需要 重新 形成 和 分 解 弹 塑性 刚度 矩阵 К... PARY ВН 
用 保持 为 常数 的 弹性 刚度 矩阵 进行 达 代 。 
2. 党 刚度 的 直接 迭代 法 
做 法 是 将 (15, 6, 4) 式 改写 为 如 下 形式 
Ка“ = О0--К„\а'”)а'” Cn 0,1,2...) (15, 6.5) 
ERE АЕ VSE HIH]. Ка -о 及 兵 ,(0) 一 0。 选 代 的 具体 步骤 也 与 变 刚 虚 直 
接 迭 代 法 相同 ,只 是 其 中 的 步骤 (7) 改 为 求解 弹性 问题 , 即 求解 下 式 
аз» = K, (@ + К,(а за“) (15. 6, 6) 
ШЕЕ Н) ЗЕ p RE y ВИНТ ДЕНІМ а, 一 Dé, 作为 初 应 力 处 理 并 移入 方程 的 右 端 。 所 
以 此 算法 又 称 为 初 应 力 法 。 此 算法 的 选 代 收 敏 速度 比 变 刚 度 直接 迭代 法 慢 , 但 由 于 每 次 
迭代 不 需要 重新 分 解 弹 塑性 矩阵 ,通常 计算 效率 仍 高 于 变 刚 席 直 接 迄 代 法 。 为 了 提高 选 
代 收 侣 的 速度 还 全 以 引入 Aitken 加 速 法 。 为 此 可 将 (15. 6,5) 式 进一步 改写 为 
К.Аа? (0-|К-К,(а" а" (15, 6. 7) 
并 有 
а“? = д" ада" (15, 6. 8) 
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其 中 ae ”是 加 速 因 了 于 , 它 可 以 利用 (15.2. 347 式 算得 В 
1 (n = 0,2,4) 
(п 1) __ (m) ҮТ A аса) (15, 8,9) 
ËJ 15.3 轴 向 受到 纳 束 的 承受 内 压 作 用 的 厚 壁 圆 简 ,材料 为 弹性 -理想 塑性 。 尺 十 
和 材料 参数 以 及 有 限 元 模型 与 俩 15. 1 的 相同 。 球 力 p= 二 12. 5MPa。 现 用 弹性 常 刚 度 的 
直接 迭代 法 求解 ,经 10 次 选 代 得 刘 的 沿 厚 度 的 轴 向 应力 和 环 向 应 力 分 布 的 计算 结果 如 图 
15.24 Яж. НАЖА ТИ НОВИЯ. ПЕЙ 15. 1 中 用 增 量 法 的 Newton- 
Raphson 迁 代 求解 此 问题 时 ,需要 进行 17 IX RSJ ЕНШІ ЕТЕР. 38 
别 是 本 例题 的 算法 中 ,由 于 弹 塑 性 全 其 有 限 元 分 析 的 每 一 个 选 代步 ,不 需要 通过 本 构 方程 
的 积分 来 确定 应 力 状 态 ,而 是 直接 通过 全 量 应 力 应 变 关 系 式 (15. 3. 73) 计 算出 应 力 ,因此 
计算 效率 得 到 显著 的 提高 ， 
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例 15.4" 有 一 工 型 接管 三 通 如 图 15. 25(a) 所 示 。 它 的 主管 的 内 、 外 半径 分 别 为 
76cm 和 84cm, XBH A „ЛЕЛЕРИ 16.7cm 和 21.5cm。 主 管 长 100ст, ж Ж ТЛ ЕН 
主管 外 表面 为 50em。 承 受 内 压 p=14. 7MPa, А, E— 2. 068 10: MPa, v = 
0,3,0, 201. 88МРа, a, (©) JJ о, (E) 一 om 十 Ey 十 一 一 关系 式 表示 ,其 中 EP = 

че, 
2 051. 14МРа.а=1. 204 1х1077(1/МРа) ,6--1.535 7X10 ;(1/MPa)。 由 于 结构 具有 
对 称 性 , 故 取 1/4 结构 进行 有 限 元 离散 ,如 图 15.25(b) 所 示 。 计 算 的 旬 许 误差 е-- 1038, 
为 了 进行 比较 ,路 采用 常 刚度 坦 接 选 代 法 计算 外 ,还 用 划分 为 16 个 增 量 步 的 mN-R 的 增 
量 有 限 元 方法 进行 了 计算 。 两 种 方法 的 选 代 次 数 分 别 为 8 次 和 27 次 。 利 用 增 量 解法 时 ， 
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每 个 增 量 步 需要 重新 形成 和 分 解 赋 度 矩 阵 ,而 且 每 次 选 代 餐 要 在 每 个 高 斯 点 进行 本 构 关 
系 的 积分 。 显 而 易 见 , 增 量 解法 的 计算 效率 远 低 于 常 刚 度 先 代 法 ， 

这 责 种 方法 计算 得 到 的 沿 三 通 轴 同 截面 内 边界 的 最 大 主 应 力 分 布 和 六 主管 与 文 管内 
相 贯 线 的 应 力 强 度 ( 即 最 大 主 应 力 与 最 小 主 应 力 之 差 ) 分 布 分 别 表 示 于 图 15. 26 的 (ay 和 
《b) 中 。 从 图 可 见 , 两 种 解法 的 计算 结果 吻合 得 非常 好 。 这 表明 对 于 通常 工程 中 过 到 的 
单 参数 加 载 情 况 , 利 用 简便 的 弹 塑 性 全 量 有 限 元 分 析 方 法 是 完全 可 行 的 。 
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图 15,25 了 型 接管 三 通 
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(а) 最 大 二 应 力 祝 轴 向 截面 内 边界 的 分 布 (b) 应力 强度 洁 三 通 内 相 贰 线 的 分 布 


ШІ 15.26 受 内 压 工 型 三 通 的 计算 结果 
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157 热 弹 塑性 - 蠕 变 有 限 元 分 析 


对 于 处 于 高 澶 条件 下 工作 的 结构 ,必须 考虑 温度 对 材料 行为 和 结构 响应 的 影响 。 漫 
度 对 材料 行为 的 影响 可 以 分 为 两 类 ， 

一 类 是 独立 于 时 间 的 角 时 效应 ,例如 随 着 温度 的 升 高 ,材料 的 初始 届 服 极限 с. АТ 
降低 ;材料 的 硬化 特性 , 即 E, 也 有 所 减 小 ,并 逐渐 接近 理想 塑性 情况 。 同 时 材料 常数 Е, 
v, a 等 也 随 温度 变化 而 有 所 变化 。 这 种 独立 于 时 间 的 温度 效应 和 材料 的 弹 塑 性 行为 相 结 
合 , 构 成 了 结 枸 热 弹 刻 性 分 析 的 内 容 。 一 般 情况 下 ,特别 是 结构 内 的 温度 场 是 瞬 态 情况 
时 ,需要 采用 增 量 有 限 元 方法 进行 分 析 . 

男 一 类 是 依 束 于 时 间 的 里 变 效 应 。 其 特点 是 在 给 定 但 定 的 载 苟 条 件 下 ,材料 的 变形 
随时 间 而 增 氏 ;如 果 是 在 给 定 恒 定 的 变形 条 件 下 , 则 内 材料 的 蠕 变 效应 ,导致 结构 内 部 应 
A PERTE Т jv ЖЖ SR ЖАЗА, НЕКЕДЕ ИР ЖЕСТ ,里 变 效 应 表现 出 
两 个 阶段 :第 一 阶段 是 结构 内 的 应 力 重 新 分 布 ;第 二 阶段 是 结构 达到 稳定 的 应 力 状 态 。 第 
一 阶段 称 为 豚 态 里 变 状 态 , 而 最 后 到 达 的 第 二 阶段 则 称 为 稳 态 蜂 变 状态 。 对 于 稳 态 映 变 
状态 可 以 利用 全 蛙 有 限 元 方法 进行 分 析 。 而 对 于 第 一 阶段 的 瞬 态 虹 变 ,以 及 给 定 随 时 间 
变化 的 载 千 和 位 移 条 件 下 的 结构 蠕 变 效 点 (也 是 瞬 态 蠕 变 ), 则 都 需要 利用 增 量 有 限 元 方 
法 进行 分 析 。 并 且 通 常 和 热 弹 塑性 的 增 量 分 析 结 合 在 一 起 , 合 称 为 热 弹 归 性 - 蠕 变 分 析 。 


15.7.1 材料 的 里 变 行为 


材料 的 蠕 变 变形 s 可 以 表示 为 温度 了 .应 力 c 和 时 间 * 的 函数 , 即 
е = /(Г,в,ғ) (15. 7. 1) 
ДЖ КЁ ЛЕЛЕ , ЕН Bailey-Norton ЯН, АТ-ЕРЛК, ЗАТ Pt 
g. = До?" (15. 7.2) 
其 中 o 和 + 分 别 表示 应 力 和 时 间 ,4 R msn 是 常数 并 依赖 于 温度 ,可 以 通过 材料 试验 确 
定 。 通 常 m 守 1,n<1。 此 规律 适合 于 用 来 描述 初始 阶段 的 蜂 变 。 由 于 (15. 7. 2? 式 中 , 假 
ко ENER Ин 
E. = =. 一 = = Анет"! (15.7.3) 
对 于 = 是 变化 的 情形 ,为 了 能 利用 此 蠕 变 规律 ,首先 需要 将 时 间 历 程 分 为 若 于 时 段 ， 
在 每 时段 内 ,认为 = 是 不 变 的 。 为 了 考虑 先前 肾 变 对 后 继 里 变 的 影响 ,具体 做 法 有 酚 种 
选择 。 
1. 时 间 醒 化 理论 
ЕЛЕНЕ (15.7. 2 和 (15. 7. DARTE RAAB. E 15.27 中 给 出 的 是 利用 
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时 间 硬 化 理论 预测 材料 旺 变 应 变 历 史 的 一 个 例子 。 当 t=t4 ВЕ, Л оз 突然 变化 到 a， 
而 (15.7.2) 和 (C15.7. 3) 式 中 的 保持 不 变 。 将 此 行为 显示 于 图 15. 27 中 ,表明 时 间 02-1, 
ВВ ЧЕ ЛИ ЛЕ ВК ALT s =o, 的 O4 段 ,时 间 ta — ts 的 蜂 变 应 变 曲线 AB REFIT F Sa, 
的 曲线 上 用 相同 时 间 间 隔 截 取 的 АВ Ж. 依照 同 样 的 方法 可 以 得 到 蚂 变 曲线 的 BC E 
和 CD 段 。 由 于 蜘 变 应 变 昌 线 在 不 同 应 力 的 有 曲线 间 过 渡 时 ,t 保持 不 变 , 所 以 此 理论 称 之 
为 时 间 便 化 理论 ， 


图 15.27 按时 间 硬 化 理论 预 请 旺 变 应 变 历 呆 


2. 应 变 磺 化 理论 


当 应 力 发 生 罕 然 变 化 时 ,根据 当时 的 < 计算 出 一 个 折算 的 时 间 值 了 ,并 以 作为 后 一 
时 间 分 段 的 起 始 值 。 下 面 以 图 15. 28 给 出 的 例子 来 讨论 。 当 一 六 时 ,应 力 人 失 о, 38 ph gy 
EH a, ДЕН ЖЕЛЕ БУ ЛЕОН 

E = Дет (15.7.4) 

щ ку #1 Ж КЛЕН ДАУ ЕЕ МЕНЕЕ КЫ К ЕРЕН ВЕ АР НЩ г, ВП 
ta = (4) (15. 7.5) 
г, 作为 a 二 a, 曲线 上 的 时 间 初 始 值 , 然 后 再 利用 (15. 7. 2) 和 (15. 7. З) НЕН ВУ 
ив Ае, 和 ds.7dt。 由 于 应 力 变化 时 ,里 变 应 变 曲线 从 一 个 应 力 的 直线 过 法 到 另 一 
个 应 力 的 曲线 ,里 变 应 变 值 保持 不 恋 , 所 以 此 理论 称 为 应 变 厂 化 理论 ， 根据 此 理论 ,对 本 
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1. 一 


例 中 预测 的 材料 旺 变 应 变 历 史 亦 表示 于 图 15. 28 中 。 一 般 情 况 下 ,根据 应 变 硬化 理论 得 
到 的 预测 结 采 和 试验 结 采 符合 得 较 好 ,所 以 在 实际 分 析 中 得 到 更 多 的 应 用 。 


EEIEIIE є 


ЕН] i 
图 15,28 {УЗЕННЕ ЖЕНТ ЕЛЕ БУ FH h 


用 于 应 力 连 续 变 化 的 一 般 情 况 , 从 (15.7.2) 式 可 以 解 出 


:= (2) i (15, 7. 6) 
代入 (15,.7.3) 式 , 则 得 到 应 变 硬 化 埋 论 的 蠕 变 率 方程 Вр 
£. = =. 一 А" gm (zg yta Den (15. 7.7) 


一 微分 方程 ,如 给 定 5 二 of 了), 从 上 式 可 以 解 出 8 с), ЕМ ИН НУШ сї) 
需要 和 sb 共同 求解 ， 这 在 以 后 将 进一步 讨论 ， 
另 一 种 可 能 采用 的 蠕 变 规律 的 表达 式 是 
в = hlo, ТИ 1- ве“ | 4 glo, Tt (15.7.8) 
ҢА, д ЕВО А.Ш ТАЖ yE. К АН ЖЕЛЕ К КЕ ЖЕТИШ 
Н; КЕЛЕР» ЖЕРІНЕ BEE 5, 了 不 变 , 则 可 以 得 到 
- < - £ = ha, Tro Туе 4 аа, T) (15.7, 9) 
SARH 16 8 |F] , ЛЕН ЖЕЛЕН, At M HA ЕРА - ЖЕШНЕН aE, 
是 时 间 硬 比 理 论 。 如 计算 出 变化 时 的 相当 时 间 上 作为 下 一 时 间 分 段 的 起 始 值 ,是 应 变 古 
化 理论 。 同 时 也 可 导出 应 变 硬 化 理论 中 蜂 变 应 变 率 方程 。 
如 末 研 究 的 是 多 维 应 力 状 态 的 蜂 变 问题 ,将 以 上 讨论 的 一 维 情况 的 蠕 伺 规律 推广 用 
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于 多 维 情 况 的 方法 是 首先 将 以 上 各 式 中 的 8 Пейо ИЖ, 和 等 效应 力 т. 
其 次 是 假定 蠕 变 应 变 率 的 各 个 分 量 和 应 力 仿 量 成 比例 , 即 
де“ 3 де, 


| 3 є, 
єн = ЕТУ 一 2a dr Ўр 2 РАШ (15.7. 10) 


其 中 


ds, = (246, ae; ) ;= (Зы, | 
从 上 式 可 见 , 蜂 变 应 变 增 量 和 塑性 应 变 增 量 相 类 似 , 也 是 平行 于 偏 冬 应 力 se W E AT A E 
应 变 也 是 体积 应 变 为 零 的 应 变 ， 

以 上 讨论 的 里 变 规 律 以 及 两 种 硬化 理论 的 应 用 实际 上 是 限于 不 发 生 应 力 反 同 的 情 
沉 。 如 果 出 现 应 力 反 向 ,还 需 引 人 输 助 的 规律 ,但 它 因 超出 了 本 书 内 容 ,这 里 不 作 进 一 步 
НЕ. WAAR 02525 H. Kraus 的 专著 。 


15.7.2 PARETAN 


1. 稳 访 蠕 变 分 析 的 有 限 元 方程 
仍 从 虚 位 移 原理 出 发 , 即 


|Gero—du Pav | du'Tds = 0 (1,4,42) 
IFEI ЛЕЛ ЛЕ ЖЕТ BJ — SY Tñ J „ЛЕЕ 可 以 表示 为 
Е-- в БЕ, +H Er+HE. (15. 7.11) 


А.Ф Ше, .ev sr 和 8#. 分 别 表示 弹性 .塑性 EF RIS e ЯК. АТТА. MHO, 
外 载 六 和 了 工 及 e.,e, 和 sr 都 是 不随 时 间 变 化 的 ， 同 时 考虑 到 应 力 c 可 以 表示 为 
с = 6-0, т (15. 7.12) 
其 中 ,$ Но, 分 别 是 网 斜 应 力 和 平均 应 力 。 对 于 二 维 问 题 , 则 有 
m = 1 1 1 0 o of 
将 (15.7.11)7 和 (15.7. IDARA. 4,42) 式 ,并 对 它 求 时 间 的 尾数 , 则 得 到 
[esos | anav- | и 745 = о (15. 7.13) 


此 式 即 稳 态 蠕 变 状态 的 虚 速 度 原 理 。 它 的 力学 意义 和 虚 位 移 原 理 相 类 似 , 只 是 将 其 中 的 
位 移 改 为 现在 的 速度 &, 同 时 在 原来 给 定 的 位 移 边 办 上 所 对 应 的 速度 必须 为 霍 。 

为 了 从 (15.7.13) 式 导出 用 于 有 限 元 分 析 的 变 分 原理 , 需 将 式 中 的 $5 通过 本 构 关 系 并 
用 .表示 ,此 关系 可 方便 地 从 (15.7. 10) 式 得 到 。 因 为 (15.7. 10) 式 可 以 改写 为 


85-224, - рер (15.7.14) 
ЗЕ. 


其 中 


604 人 


из Z = д) 
ЗЕ, 


ир, 六 e.) 可 以 由 具体 的 蠕 变 规律 导出 。 进一步 将 上 式 改写 为 


S= De, (15.7.15) 
其 中 的 D. WO F ЖЕ „ Ра, р. 的 表达 式 是 
2 
2 0 
D. = 2 (15.7, 16) 
А ғ 0 | . í, 


将 (15,7.14) 式 代入 (15.7.13) 式 ,就 得 到 | 
SIL (u) = 0 (15. 7.17) 


Кт ITL (u) МОВЕ НОЇ HERA 
H. (u) = |, 1 еотреду- |ват7ау — | du Т45 (15, 7. 18) 


IL (u) Ж ЛЕЯ и [Бє НВЕЛЯЖЕИКЕВ Е Вия Е ао, H ё, 
БЕНЕН ЯН Ы ЕНІН ЕҢ. Вр 


н. -- ил 二 tas Ница = Ü (15.7. 19) 
ШЕН ПЕК ВЕН ИН Ы АВ д, (15.71 ОДуЖ ВЖ 
ӘП; (и) = 0 (15.7.20) 
其 中 
П; (а) = П. (и) +j FA dy (15. 7.21) 


式 中 的 IL Си) ВАР AOS. 7.13 А 是 罚 数 ， 
对 求解 域 进行 有 限 元 座 散 ,并 将 单元 内 的 速度 站 表示 成 单元 结 点 速度 的 揪 值 形式 
8 一 Nu 这样 一 来 .从 (15. 7. 20) 式 就 可 以 得 到 稳 态 蠕 变 分 析 的 有 限 元 求解 方程 , 即 
(15.7. 22) 式 。 
Кеди-9 (15, 7. 22) 
其 中 
К(є,)= К, (є) + К, 


K.G.) = ХІ BID.Bdy К, = У | Втр.Вау 
е v, Tr v 


o= Уе = >| „мау + | ЕС 


— — 一 一 — 一 
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式 中 的 D, ВУ РА ТЎРА АНВАТ ЕЕ, Х-Р Ера, Р, 的 表达 式 是 
А 


D. = (15. 7. 23) 


2. 有 限 元 方程 的 求解 方法 

(1) 非 线 性 方程 的 选 代 求 解 方案 

由 于 方程 (15. 7. 22) 式 中 D, 的 系数 是 待 求 的 等 效 蠕 变 率 e, 的 冰 数 ,所 以 该 有 限 元 
方程 是 非 线 性 的 ， 和 上 一 弹 拨 性 全 量 有 限 元 分 析 中 求解 方程 (15.6. 2) 式 相 类 似 , 可 以 
ЖЕТЕУ АВЕ Va ЕКЕНІН ЕКОЕ СӨ 6 9 Aitken JH EE k ЛВ) 
求解 415.7. 22) 式 。 具 体 计 算 步骤 ,这 里 不 再 重复 。 和 需要 指出 的 是 如 何 选取 变 刚度 渤 代 法 
中 的 初 值 或 常 刚 度 迭 代 法 中 的 py 值 问题 ,根据 计算 经 验 , 建 议 选 取 结 构 弹 性 分 析 的 最 大 
等 效应 力 的 2/3,BD 25w73, 作 为 稳 态 娟 变 分 析 的 应 力 初 值 ( 这 意味 着 开始 达 代 时 ,初始 的 
弹性 最 大 应 力 已 松弛 了 1/3)。 从 具体 的 遇 变 规律 得 到 与 其 对 应 的 等 效 蠕 变 率 & ,再 代 人 
u= Fe,) 关 系 式 进一步 得 到 产 的 数值 ,从 而 形成 迭代 的 刚度 矩阵 。 具 体 的 做 法 是 :如 果 材 
料 服从 常用 的 Bailey-Norton 疑 变 规律 (15, ?.2) 式 ,并 且 其 中 的 an 一 1, 则 应 有 

e= A” Е, = Да” (15. 7, 24) 


-12- = (1) ЧЕ) (15.7, 25) 
用 5 一 子 m 代 人 上 式 , 则 得 到 
r= a) (15. 7. 26) 
实际 表明 ,用 上 述 方 法 形成 的 常 刚 度 矩 阵 在 计算 中 是 十 分 有 效 的 ， 
(2) 刚度 矩阵 的 数值 积分 方案 
因为 刚度 竹 阵 关中 的 与 罚 函 数 相关 的 部 分 政 , 必须 保持 奇异 性 ,所 以 对 羽 应 当 采 用 
减 连 积分 。 在 满足 下 非 奇 异性 要 求 的 前 提 下 ,其 中 的 K. 部 分 可 以 采用 完全 积分 ,也 可 以 
和 和 К, 一 问 采 用 减 缩 积分 。 至 于 罚 数 4 的 选取 ,数值 滤 验 表明 , 当 4 为 刚度 矩 降下 . 中 最 大 
+ BJ 108--10 售 时 ,可 以 较 好 地 实现 罚 数 的 作用 并 得 到 合理 的 解 符 。 
(3) 应力 的 计算 
从 泛 函 ПГ Cu) 08 8: 18 3 $ ӘП, ta) 二 0 可 以 得 到 欧 拉 方程 和 自然 边界 条 件 分 别 为 


PIR 专题 部 分 0 


Б, + Аби», „да + f. = 0 CHE V R) (15, 7.27) 


бл, +à) )n0 = T, _ G# S, 上) (15. 7. 28) 
另 一 方面 ,已 知 平衡 方程 和 力 的 边界 条 件 分 别 为 ， 
Sjo HOn tf = 0 EVA) (15, 7. 29) 
Son, + тва = Т, (ОЕ S, Е) (15.7. 30) 
并 且 以 上 两 式 存在 如 下 关系 , 即 
5,--4,06, = G, 
对 比 (15.7.27? 和 (15,7.29) 式 ,以 及 对 比 (15. 7. 28) 和 (15. 7. 30) 式 ,可 以 得 到 
б, = Аби) 一 3AE。 (15.7.31) 
此 式 和 (15.7. 14) 结 合 在 一 起 ,可 以 用 来 在 每 次 选 代 得 到 & 以 后 计算 应 力 ; 即 
а; = 8,4-6,6, = 2и --3А6,0, (15,7,32) 


其 中 


с-та, + - 5,8, 


. 1 1 .. | 
Ем T „иа = а Ода + и, + из) 


3 
例 15,5 一 轴 疝 受 约 东 并 受 肉 压 作 用 的 厚 壁 图 简 , 内 径 a= 10ст, МЕ b= 20cm, И 
Ес р=10МРа, 材料 服从 Bailey-Norton ЛИН, НЖЖ 由 一 8 176 7хХ 10 #,т=—= 
4. 687 5. ИИА IR ugut ir S SB ЖО. ВИЛА 6 个 8 结 点 单元 离散 ,采用 
2X2 商 斯 积分 。 此 问题 有 解析 解 ”"。 不 河 半 径 r 外,o, 和 os 的 有 限 元 计算 结果 和 解析 
解 的 比较 见 表 15, 1。 两 者 符合 得 很 好 。 


Ж 15.1 和 肤 内 迁 厚 辟 回 简 的 稳 恋 蜡 变 应 力 计算 结果 和 上 比较 


半径 руст — о /МРа 

有 限 元 解 解析 解 有 限 元 解 解析 和解 
20.0 12.40 12,40 
18. 3 11, 78 11, 76 
16, 7 11, 06 11.07 
15,0 10,23 10, 22 
13,3 n. 257 9,231 
11.7 8.112 8. 116 
10,9 б, 594 б. 665 


915.64 ПИЗА {ЕДИН IE Jy 6 ЖТ 9: ЙО БЕЗЕУ ЛП. ВЮКЕЖ 
40cm ОВ ВО Вр БЕ Ti BE ВО В 10ст, 8 М--1 960N，cm。 利 用 结构 的 几何 对 称 性 ,对 
长 度 和 高 度 方向 各 取 一 半 的 梁 进 行 离散 ,网 格 划分 为 2X2 的 8 ЕЛДАР BË B) H B 05 = tt 


RIE яЯяғаяня  - 


元 。 计 算 中 采用 2x2X2 ААЛ. ATER TP M SN m НЕМЕ АТАУ JJ 
精度 的 影响 ,计算 中 还 采用 了 不 同 的 zw 值 ， 有 限 元 计算 结果 和 解析 解 的 比较 见 宸 15.2, 
ЖЯ ЕЕ ЯР 


Ж 15.2 ARRETE DHARA e 
高 斯 积分 点 位 置 有 限 元 解 ЖЕТЕ 
у/ст g; MPa с/МРа 
3,8343 8. 7239 B 8,7033 
. 436 1,235 б 5. 231 3 


3,943 8. 292 5 8,2723 
4 436 5.500 4 8.456 5 
1573 热 弹 塑性 - 蜂 变 增 量 分 析 


1. 应 力 . 应 变 关系 


为 了 一 般 化 起 见 , 现 在 讨论 材料 塑性 服从 混合 硬化 状态 的 情形 ,考虑 温度 影响 的 后 继 
届 服 函数 和 不 考虑 温度 影响 的 后 继 届 服 阔 数 在 形式 上 是 相似 的 , 即 仍 表示 为 


Floo b) = f— k= 0 (15, 7. 33) 
其 中 
f = 105, ~ ay) (Sy ау) 
k— 12,45,,Т,М) 
AFH a Ж 
5,0,, T, M) = o (T) + | Mdo, (ё, T) (15. 7. 34) 


现在 由 于 舌 要 考虑 温度 的 影响 ,所 以 oo。 和 a, 还 是 温度 了 的 区 数 。 对 于 同时 考虑 温 
FE TE JE НИЕ ЛЕО НИЕ ,应 变 增 量 可 以 表示 为 


де, = де, + det, + ЧЕТ + де, (15.7. 35) 
式 中 右 端 各 项 分 别 是 弹性 .塑性 PE RISSO ЛЕРШЕ. F 3 项 备 自 按 以 下 各 式 计算 , 即 
дер = 人 (15, 7,35) 
дє = ғ478, (15. 7. 37) 
де = $ s (15.7. 38) 


己 经 部 道 弹性 应 力 应 变 关系 是 


2 
人 


а, = Рец 
将 弹性 应 力 应 变 关 系 用 到 材料 常数 E ЯП» 也 随 温 度 变化 的 情形 时 ,可 以 得 到 
da, < Б ый + аА е; (15,7,39) 

将 5C15.7.35) 式 代 人 上 式 , 则 得 到 以 弹性 张 量 Di 表示 的 增 量 应 力 应 变 关 系 , 即 

де, ='D: (дем — det, — дей — deu) + арыр (15,7. 40) 
与 不 考虑 温度 影响 时 的 弹性 增 量 应 力 应 变 关 系 式 (15.3.39) 相 比较 ,现在 增加 了 以 初 应 变 
项 出 现 的 der 和 dg, 以 及 以 初 应 力 项 出 现 的 АГ. ЖҚ 15.3.3 小节 导出 弹 塑性 增 量 
应 力 应 变 关 系 的 相 类 似 步 又 ,可 以 导出 以 弹 塑 性 张 量 'D%, 表 示 的 增 量 应 力 应 变 关系 , 即 


ds, 一 Du Сағ, 一 дєр, — дег, + да? (15, 7.41) 
其 中 
О -ң Оғы [Dh (15, 7. 42) 
(5, 一 r, Sy — y ) 
De = 15. 7. 43 
“77 (9G GBG + E,) с 
да 
. G(Ə(S,—a, ) dT 
GIS, 一 此 | 955, —0,, dG 2 Ы aT 
do = ар; аа 十 一 一 一 一 一 一 15. 7. 44 
“ (а2/9)(30+-Е,) “- (s /3)(3G+E,) с 
并 且 有 
GCS, —a; ) (de, — 7—46) 408, —a, Jes 2:9: Т 
391 
а 一 -一 一 (15.7.45) 


(202 /9)(3G—+ Е,) 
(15.74) а ВВ 1 项 表示 的 是 出 应 变 引 起 的 应 力 变化 ,第 2 项 до 则 是 因 材 料 参 数 
随 温 度 变化 而 引起 的 应 力 变 化 ,并 以 初 应 力 形 式 表示 ， 
2. 有 限 元 方程 的 求解 方法 :六 
(1) 非 线 性 方程 的 迭代 方案 
利用 增 量 形式 的 虚 位 移 原 理 (15. 4. 10) 式 ,依据 采用 的 应 力 应 变 关 系 是 用 弹性 矩阵 表 
未 的 (15.7.40) 式 ,还 是 用 弹 塑 性 矩阵 表示 的 (15.7.4]1) 式 ,可 记分 别 形成 常 刚 度 和 变 刚 度 
的 选民 求解 方程 。 计 算 实 践 表明 ,采用 与 Aitken 加速 收 伍 方法 相 结合 的 常 刚 度 选 代 是 一 
种 方便 而 有 效 的 方案 。 采 用 此 方案 时 ,首先 将 (15.7.40) 式 改写 为 如 下 的 增 量 形式 , 即 
Ад, и Ағы — Лер, — Ае — Ае) + 
СЪР о Ek 
=" О ы Ан ОА — Dia) АЕ — 
Пи Слер 十 А дЕ) + СО Р Yer, (15. 7. 46) 
АР ра Ра “Ош TERA EA Е v GH ta г. t At PF22398 КО %8 PE ЗЕ 
Жар ARRENE. БАК A S IR ЙК й?С15. 4. 10? 式 , 则 可 得 到 用 初始 


ЖБЖ ЯЯЖАйЯҒЫ 00-000 


IE FE RI PEE ËF ЛЕИЯЖа ЛЕРДЕ. 
"K. ^a =AQ + У | вт, (асу Asr 十 АЕ) 一 


CD. —* D) As — (52р, —D.)'e, JdV (15.7.47) 

Жр, K, 是 结构 初始 时 刻 的 弹性 刚度 矩阵 ло 是 不 平衡 力 向 量 。 它 们 的 表达 式 分 别 为 
° K, = D| Вт»р, - BdV (15. 7. 48) 

A& 一 УЦ, "звау+ |, N" 148) >), Воб (15,7, 49) 


H (15. 7. 47) ҚЖА ЛЕ, лє, Де, ДЕА, АО. i$ 
代 方 程 如 下 ; 


„Кда“ r -А0 + ХІ, ВІ, (дес | Дег-- МЄ" ) — 


CD, DME — Ср — D ye, Jdy (п = 0,1,2,---) 
(15.7. 50) 
式 中 的 Ае Де? 和 Де" ЖЖЖИ An KERE Ме Не КВ Ae ,As А є, } 
ІП 255149 За “是 本 增 量 步 Aa B) n 1 次 修正 量 。Ae "和 лє” PREHR 
时 的 预测 值 ,或 者 简单 地 取 为 震 ; 和 而 де 的 计算 公民 是 
3 ЕА! 


Ageto 一 27-5 (15. 7.51) 
其 中 ,'o HS ЗЯ: ВА ЛУ ЛЛ ЖИН НУ E Ево ЯТ 决定 的 蠕 变 率 , 即 
+ = £ (o tT) 


(15. 7.505 rB ОК, 只 需 在 选 代 开 始 时 形成 和 分 解 一 次 ,然后 保持 不 变 。 为 了 加 速 常 刚 
PEJE TR ЕК ЖОЖ ЛЕ, НГ ЖЧ Aitken ЖК ЖЗ, 

(2) 每 个 高 斯 积分 点 的 леу" дес ПЖ Ac 的 计算 

在 每 次 总 体 平 衡 迁 代 得 到 系统 的 位 移 增 量 Aa 的 修正 量 3 细作 以 后 ,进而 利用 几何 关 
系 可 以 得 到 де ”以 及 As ”一 As 十 686 。 和 弹 亨 性 增 量 分 析 情 况 相同 ,在 进行 新 的 选 
代 之 前 ,需要 决定 每 一 个 高 斯 积分 点 的 新 的 状态 量 , 即 由 每 一 个 高 斯 积分 点 的 Ae "+? 计 
算出 该 点 的 ДЕ O Aent 和 Ao "+ 。 因 为 这 三 者 构成 了 以 下 的 非 线性 方程 组 ， 


м. 
до = | D, de (15.7.52) 
《 式 中 积分 上 限 :Ae = Ae Aer— Де,) 
i~t ны ТЕ "S 
АЕ, 一 | de, = | - ат (15. 7.53) 


(t = т< + At) 
AT —'D,(ÀAg— Ag,— Agr— Ag.) + (СР, р), (15, 7. 54) 


人 


一 一 -一 一 - 一 


Bi 1...2... -r -r 一 -一 一 一 一 -一 一 
: 


而 且 土 列 非 线性 方程 组 的 求解 比较 复杂 ,特别 是 由 于 Ае 强烈 地 依赖 于 应 力 状 态 ， 
容易 导致 求解 过 程 的 不 称 定 。 以 下 介绍 一 种 常用 的 迭 慌 求解 方案 {为 了 表达 方便 ,下 面 介 
绍 时 略 去 了 各 个 量 的 上 标 人 aa 十 1))。 

(15. ?7. 52) 式 所 表示 的 弹 塑 性 本 构 关 系 积分 可 采用 15.5.3 小 节 中 讨论 的 方法 进行 。 
对 于 (15,7, 53) 式 所 表示 的 蜂 变 本 构 关 系 积分 ,为 了 保持 数值 稳定 , 宜 采 用 隐 式 积分 的 广 
义 中 心 法 进行 。 在 此 情况 下 ,以 土 非 线性 方程 组 可 改写 成 以 下 选 代 求解 形式 。 


Мам 
Ar = | де (%-0,1,2--) (15.7,55) 
0 
式 中 
АЕ ко = ДЕ — Аёт— Аё, 
3 "е г М, z і 
ДЕ, ьн 一 > ыу ың = В АРС ср 
(Ë = 0,1,2...) (15.7. 56) 
式 中 


е, = (1--4) е-е. 
q = (1—08) oto 


"ыб = (1-0)8--0 946; 


бдг ану (1 __ 5 т 十 gita Фк) 
HEG — j ме ОУ 
2 tit gy аз 
С д) 一 бм, 
Абон = Р. СДЕ — АЕ po Ае- Abant Ор — D.) Е, 
СА = 0,1,2,1) (15.7.57) 


(15.7.55) 式 的 Лео) ВОЧ Вл (15. 7. 50) 式 中 右 端 的 Ae, (15.7. 55) 36 
积分 后 可 以 得 到 Лоо АЕ а M Ae 等 ,并 下 于 (15.7.56) 式 右 端 项 的 计算 。{15. ?7. 56) 
式 中 的 参数 8 可 在 (0 一 1) 之 间 选 取 , 即 满足 05-0<1, 4 02>1/2 时 ,算法 是 稳定 的 。 式 中 


C= 1-зт тт |,т 参见 (8. 5.4) 式 。 将 (15.7. 56) 式 代 人 (15.7. 57) 式 , 则 可 以 推导 出 


求解 一 wow 的 方程 如 下 
(I+ блр, D. C) 9 а, 
= D.(Ae— Аєт— Аё) + U O Oat 2, D, C'e + COD, ~D.) ‘e, 
(15.7, 58) 
对 于 三 维 问题 ,此 式 是 6 阶 的 代数 方程 组 。 式 中 ~ 和 “8 也 加 了 下 标 (&) ,这 是 因为 它 也 包含 
ERAR "E, 和 = 。 为 了 便于 求解 ,它们 仍 用 上 一 次 迭代 的 结果 。 当 从 该 式 解 得 
Tiao 以 后 ;将 其 代 回 (15. 7.56) 式 即 可 得 到 де. 8 леано Лесь Е, uE 


O FIE .村 料 非 线性 问题 е 


满足 收 化 准则 
| АЕ НИ) A Eun || 


Гле || < ег (15.7.59) 
Сн 


则 结束 该 积分 点 的 选 代 。 并 令 ， 

МЕ" 一 ЛЕ цр ЛЕ 7! = Аё (15, 7. 60) 
ЯП Ж ЖЯ ЖЕ ЧЕ ЖЕЙ С15, 7, 59). MPR Ле, RAGS. 7, 5A, E ВЛ sa НЕ 
行 下 一 次 本 构 关 系 的 选 代 。 当 所 有 积分 点 的 本 构 关 系 选 代 完 成 以 后 , 则 将 各 积分 点 的 
Ae „Де К” K Ae "人 代 和 (15,7.50) 式 的 右 端 ,并 开始 本 增 量 步 的 系统 平衡 方程 的 
下 一 次 4 十 2) 次 的 选 代 。 

@ 15.7 两 端 受 约 束 且 有 内 压 作 用 的 厚 壁 图 简 的 内 ,外 半径 分 别 为 ”一 4. 064mm， 
mm 一 6.35mm, 内 压 思 二 2.517MPa, 且 保持 不 变 。 材 料 弹 性 常数 为 :EE 二 1. 379 х 10° MPa, 
v 一 0, 49。 材 料 的 单 轴 蠕 变 规 律 为 es.=3. 131X10- et。 考 碟 对 称 性 ОТ ВО 174 进行 
分 析 。 用 20 结 点 的 三 维 元 离散 ,厚度 方向 分 3 层 , 并 采用 3x3x3 高 斯 积分 。 计 算 简 体 
内 部 应 力 因 蠕 变 导 致 的 重 分 布 的 过 程 。 时 则 步 长 At 一 0. 2h。 因 为 此 问题 中 未 考虑 塑性 
变形 和 材料 明 数 的 变化 ,所 以 使 分 析 得 到 简化 。 每 次 平衡 选 代 后 ,每 个 积分 点 的 本 枸 关系 
选 代 只 需 在 (15, 7, 56) #1(15. 7, 58) Z ЕН. В 15. 29 给 出 r= 4 22mm 和 r= 
6. 20mm 处 的 等 效应 力 c 随时 间 г 变化 的 过 程 。 它 们 逐步 趋向 稳 态 蠕 变 解 。 稳 态 解 和 初 
始 弹 性 解 相 比 发 生 较 大 变化 ,从 整个 结构 来 看 ,应 力 趋 于 均匀 。 

一 一 一 Ваната 
1 000 о ғ ік 


4 ит 


SEL а/ Ра 


0 o4 08 12 16 20 24 28 
时 间 eih 
图 15.29 受 内 压 厚 鉴 圆 简 的 应 力 重 分 布 过 程 


例 15.8 一 个 受 集中 力 PLz) 作 用 的 简 支 梁 , 其 长 . 宽 , 高 分 别 为 60, 96cm,2. 54ст 
和 5. 08cm。 由 于 对 狐 性 , 取 梁 的 一 半 长 度 进 行 分 析 , 并 划分 为 12 个 16 结 点 单元 ,如 图 
15, 30(a) 所 示 。 计 算 中 采用 33x3 高 斯 积分 。 材 料 弹性 常数 玉 =1. 496 X 105 MPa,v= 
0.3, MBREMJA с, = 49. 65МРа, ИНЕШ ЖИЯЖ е 8. 137 10-70 1756, 


612. м O RIA 专题 部 分 


材料 塑性 兼 有 循环 硬化 的 非 线 性 硬化 性 质 ( 详 网 参 考 文献 [12]) ,载荷 P(t} 如 图 15. 30(а) 
所 示 。 本 创 题 分 析 的 内 容 包 括 :(1) 进 行 循环 弹 塑 性 分 析 ;(2) 进 行 循环 弹 塑性 - 蜂 变 分 析 ， 

图 15,30 Ы 和 (ec 分 别 给 出 潜 内 站点 对 于 分 析 内 容 人 1) 和 (2 的 等 效应 力 -应 变 响 应 
曲线 。 从 园 b) 可 以 看 到 ,由 于 材料 有 循环 硬化 的 性 质 , 在 非 对 称 循 环 载荷 的 作用 于 , 循 
环 应 力 的 平均 应 力 有 逐渐 减 小 的 趋势 。 从 图 (ec) 可 以 看 到 ,由 于 载荷 达到 正 向 和 反 向 的 最 
大 值 后 各 保持 16h ,分 别 产生 较 大 的 正 向 和 到 向 的 蠕 变 变形 , 且 因 正 向 载荷 较 大 , 蠕 变 恋 
形 也 较 大 ,因此 循环 作用 的 结果 合意 的 正 困 变 形 不 断 地 增长 ,这 种 现象 称 为 “ 环 轮 效应 ”。 


68.96 


ы 34.48 
> 
D 
= 
-0.00 
-[5 —5 25 35 45 55 
5 БЕЛУ ех 10° 
з 
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16h 
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Ку Ба МРа 


-34.48 


AAF ЕХО 


(с) AETA YATE- AE e J) БУЛУЫ 
图 15,30 ARERR F 059 УЖ 


第 15 章 材料 非 线性 问题 


15.8 小 结 


材料 非 线性 问题 有 限 元 分 析 的 基本 问题 有 两 个 方面 , 即 材料 本 构 关 系 的 建立 和 非 线 
性 方程 组 的 解法 ， 材 料 环 构 关系 通 稼 分 为 啊 炎 , 即 全 昌 型 来 构 基 系 和 增 量 型 本 构 关 系 。 
前 者 适用 寺 应 力 和 和 应变 之 间 存 在 不 依 末 于 变形 历史 和 路 径 的 一 一 对 应 关系 的 情况 。 由 于 
塑性 变形 和 蠕 变 变形 等 是 不 可 恢复 的 非 弹 性 变 找 ,应 力 状 态 通 常 不 能 由 变形 的 当前 状态 
确定 ; 帮 必 须 由 变形 的 路 径 和 历史 确定 。 为 了 赴 用 这 种 一 般 情 况 , 所 以 在 有 限 元 分 析 中 通 
常 采用 的 是 增 量 型 本 构 关系 。 

建立 增 量 型 弹 塑 性 本 构 关 系 的 过程 中 ,重要 的 依据 晨 逆 性 力学 的 基本 法 则 ( 届 服 准 
则 .流动 法 则 和 硬化 规律 ) ,同时 弹性 变形 甫 应 服从 弹性 的 应 力 应 变 拓 系 。 至 于 增 量 型 热 
弹 塑 性 -里 变 本 构 关系 的 建立 . 除 上 述 考 虚 以 奸 , 需 监 补充 的 是 , 蜂 变 变形 应 服从 蚂 变 规 
律 , 同 时 材料 和 常数 可 能 会 随 温度 的 变化 而 变化 。 为 了 将 材料 本 构 关 系 用 于 有 限 元 分 析 , 需 
要 进一步 解决 两 个 问 蚁 ;一 是 将 它们 表达 上 成 适用 村 不同 具体 问题 的 年 阵 形式 ; 另 一 是 在 有 
限 元 方程 选 代 求解 过 程 中 ,等 次 兴 代 求 得 倍 移 增 量 并 用 几何 关系 求 得 各 个 高 斯 积分 点 的 
ЛЕЖЕ , 仍 需 采 用 适当 的 算法 求 得 相应 的 应 力 增 量 . 塑 性 应 变 增 量 和 蜂 变 增 量 等 。 
这 在 数学 上 是 非 线性 微分 方程 组 的 积分 问题 。 在 数值 计算 中 ,要 达到 高 歼 率 .高 精度 和 数 
值 稳定 的 是 的 ,有 众多 的 方案 可 以 姬 究 和 选择 .特别 是 对 于 包含 贱 变 变形 在 内 的 情况 。 本 
章 介 绍 的 仪 是 几 种 常用 的 可 行 方 案 。 

对 于 全 实际 工程 中 常 疯 到 的 单 参 数 加 载 并 日 塑性 区 域 在 结构 中 仅 占 较 小 部 分 的 情 
沈 ; 叮 以 近似 地 假设 结构 内 各 点 的 应 力 和 应 空 的 主 方向 柑 里 平行 甘 棵 持 不 变 , 因 而 可 以 呆 
用 基于 塑性 形变 理论 的 全 量 型 弹 逆 性 本 格 关 系 。 这 样 一 来 ,不 仪 使 问题 的 有 限 元 分 析 避 
侈 了 增 量 求解 ,而 生 每 次 迭代 后 也 能 比较 方便 地 确定 新 的 弹 时 性 状态 ,从 而 可 以 避免 增 晤 
分 析 中 的 本 构 方程 的 积分 .并 使 整个 分 析 大 大 简化 。 这 是 在 实际 分 析 中 值得 推荐 的 方案 。 

Хе 15.2 节 讨 论 了 非 线性 方程 组 的 解法 。 非 线性 产程 组 的 数值 解法 的 基本 点 是 , 首 
先 将 非 线性 方程 线性 化 ,然后 通过 选 代 求 解 一 系列 线性 代数 方程 组 ,直至 最 后 的 解答 满足 
原来 的 非 线性 方程 组 。 在 15. 2 节 中 具体 讨论 了 全 量 型 的 直接 迭代 法 ,N-R 选 代 法 利 
mN-R 夺 代 法 ,以 及 增 量 型 的 N-R AREA mN RARA., АНЕ Та р Е 0 
收 全 的 方法 -Aitken 加 速 法 。 应 当 指出 ,这 小 节 讨论 的 解法 是 通用 方法 ,它们 同样 适用 于 
下 一 前 讨论 的 包括 几何 非 线 性 在 内 的 一 般 非 线性 问题 ， 

材料 非 线 性 有 限 元 方程 的 求解 本 质 上 是 上 述 解 法 的 具体 应 用 。 上 只 体 做 法 涉及 3 个 基 
本 步骤 , 即 求解 (线性 化 ?方案 的 选择 .线性 化 方程 组 的 求解 ,以 及 新 的 材料 非 线性 状态 的 
确定 和 收敛 准则 的 检验 。 与 第 一 个 步骤 相关 的 还 有 载荷 步 长 白 动 选择 的 方法 ， 

虽然 材料 非 线性 有 限 郊 分 析 从 20 世纪 60 年 代 开 始 研 究 和 应 用 以 来 ,至 今 已 相当 成 
б. 本 章 介绍 的 是 常 被 应 用 的 方案 。 但 是 为 了 提高 分 析 的 能 力 以 及 解 的 精度 和 效率 , 针 
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对 这 些 基本 方案 仍 有 很 多 研究 工作 在 进行 。 

关于 材料 括 线 性 动力 学 问题 ,因为 刚度 矩阵 是 非 线性 的 ,原则 上 说 只 能 采用 直接 积分 
法 求解 其 动力 响应 ,并 在 每 一 时 间 步 内 进行 选 代 , 以 满足 非 线 性 的 本 构 方 程 。 这 将 在 下 一 
章 包 括 几 何 非 线性 在 内 的 一 般 非 线性 问题 的 动 万 分 析 中 一 并 讨论 。 


关键 概念 

非 线性 方程 方程 线性 化 直接 迭代 法 N-R 选 代 法 
mN-R 迹 民 法 平衡 补正 йт іж Ж пате 
хане 增 量 理论 F th E AB E 法 向 流动 法 则 
硬化 法 则 各 向 同性 硬化 运动 硬化 混合 硬化 
тез ЖТЖ 时 间 硬 化 应变 硬化 

本 构 关 系 本 构 方 程 积分 切 向 预测 径 向 返回 子 增 量 法 


广义 中 点 法 步 长 自动 控制 


复习 题 


15.1 固体 力 掌中 有 了 哪 几 类 非 线 性 问题 ? 各 由 什么 因素 引起 的 ?并举 便 说明 ， 

15.2 什么 是 非 线性 弹性 y АРАН? РАНА? 它们 之 间 的 共同 点 和 不 同 点 
是 什么 ? 

15.3 非 线性 方程 组 数值 解法 的 实质 是 什么 ” 它 的 基本 步骤 是 什么? 

15,4 比较 直接 迭代 法 和 N-R ВЕЦ ЕК mN-R 壕 代 法 的 各 自 特点 和 应 用 条 忻 。 

15.5 什么 是 Aitken IMEA AR? 如何 实施 ? 

15.6 什么 是 增 量 解法 中 的 平衡 校正 ? 有 何 意义 ? 如何 实 施 ? 

15.7 什么 是 籽 性 力学 的 全 量 理论 各 增 量 理论 ?” 它们 的 共同 点 和 不 同 点 是 什么 ? 各 
通用 于 什么 茶 件 ? 

15.8 什么 起 塑性 力学 的 基本 法 则 ? 它 包 括 哪 些 内 容 ? 各 回答 什么 问题 ? 

15.9 FARME? 它 有 娜 几 种 常用 形式 ? 各 适用 于 什么 情 部 ? 什么 情况 
下 它们 是 相互 :党 将 的 ? 

15.10 如何 建 立 弹 塑性 的 增 量 应 力 应 变 关系 ?依据 什么 ? 

15. 11 ”如何 建立 弹 刻 性 的 全 量 应 力 应 变 关系 ? 依据 什么 ? 

15.12 如 何 建立 热 弹 塑性 - 蜂 变 应 力 应 变 关系 ?依据 什么 ? 

15.13 刘 何 建立 弹 塑 性 增 量 分 析 的 有 限 元 方程 ? 

15.14 弹 刻 性 增 晤 分 析 的 有 限 元 方程 的 求解 是 由 哪 几 个 基本 步 又 组 成 每 个 步 又 
中 的 关键 点 是 什么 ? 

15.15 如 何 选择 对 上 述 方 程 的 达 代 求解 方案 ? 比较 不 同方 案 的 优 和 缺点 ,你 有 什么 新 
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的 建议 ? 

15.16 什么 叫 本 构 方 程 的 积分 ”为 什么 要 进行 此 积分 ”用 什么 方法 进行 此 积分 ? 

1517 ”积分 弹 塑 性 本 构 方 程 的 切 喇 预测 径 闪 返回 子 增 量 法 和 广义 中 点 法 的 名 称 各 
ВІЗИТНА о 比较 这 两 种 方法 的 算法 特点 ,你 有 什么 看 法 和 建议 ? 

15.18 (ТАШЕВ АР)? “fE ri НАДА УЖМЕН? БШ Жгут] 
UEH? 各 自如 何 实施 ? 你 有 什么 看 法 和 建议 ? 

15.19 ”对 章 塑 性 全 最 分 析 和 增 最 分 析 进 行 比 较 , 它 们 在 原理 和 计算 步 又 上 的 相同 点 
和 和 不同 点 是 什么 ? 

15.20 Ата тИ РАНИ? 它 的 有 限 元 方程 有 具有 哪些 特点 ?为 了 得 到 合 
理 的 结果 ,在 算法 上 应 注意 哪些 问题 ? 

15.21 对 热 弹 塑性 - 蠕 变 有 限 坟 分 析 和 弹 逆 性 有 限 元 分 析 进 行 比 较 , 它 们 在 方程 和 
求解 步骤 上 和 公有 什么 特点 ? 

15,22 在 弹 塑 性 - 蠕 变 有 限 元 分 析 的 每 次 造 代 以 后 ,如 何 确定 每 个 高 斯 积分 点 的 弹 
ЭЗЕ O Ka IU ЛМЕ? 对 于 不 莉 虑 塑性 的 弹性 - 蠕 变 分 析 ,此 步骤 如 何 进 行 ? 


练习 题 


15.1 一 维 弹 塑性 问题 如 图 15. 31 (а) ул ЕР ВЪВ ОВ) Во P=, H E, 
ЕЛЖ ШИ 15.31(b)y 所 示 。 分 别 用 直接 适 代 法 ,N-R 法 和 mN-R 法 求解 (4 一 上: 一 1)， 


图 15.31  — zÈ PE M pE fo AR 


15.2 用 增 量 法 求解 题 15. 1 ， 对 手 以 下 随 种 厅 载 方案 : 
(1) 0—=15-+20-»75->»30 
(2) 0-»16-»24-»30 
分 别 用 有 平衡 校正 和 无 平衡 校正 的 欧 拉 法 计算 . 
15.3 分 别 用 有 有 加速 收 仇 和 无 如 速 收 伍 的 常 刚度 选 代 法 求解 题 15. 2 的 问题 、 每 个 
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增 量 步 不 采 出 平衡 校正 ,但 规定 不 平衡 允许 族 老 为 0. 1。 
15.5 材料 弹性 阶段 服从 虎 克 定律 ЛА ЕНЕ ЖН ЖЕЙ о --А(е-е,)” 

表示 ,部 

E = Ë, 


"ЕЕ 
а (в) = 4 
|А{є—є,)" ЕЕ (0 < n < 1) 


две 是 届 服 应 变 。 为 了 保证 c 和 5 在 s = ,处 连续 , 试 确定 常数 A Me.. 
15.5 БАЈАН) п Лас ЖЕ. БІсЕ--56,4һҺ6-<1,240,--1,2Ее,, 
REO HRK (DNR 法 ,(3)mN-R 法 来 确定 常数 n. kak 2—0, 2 


10 (其 中 ?是 选 代 次 数 )。 建 议 编制 程序 计算 , 列 出 咎 次 选 代 结 采 ,并 困 出 ce ) 曲 线 。 
15.6 利用 上 题 得 到 的 oe te ) 昌 线 , 并 很 设 材料 在 拉 伸 和 压缩 方 同 的 性 奈 相 同 ,计算 
题 15. 1 。 
15.7 材料 性 质 同 上 题 , 计 算 题 15.2. 
15.8 证 明 (15.3. 19) 式 。 
15,9 ”证明 (15. 3.24) 式 。 
15.10 导出 平面 应 力 问 题 运动 硬 化 情况 的 本 构 和 矩阵 Р. (15. 3. 60) 式 。 
15.11 НБЈ УМЕ Ва BJ K ji РЕ D, (15.7.41)—(15.7.45) X. 
15.12 ЯШЕ JE - Ka TF BE 8 ËR u rir КЕ. 


第 16 章 几何 非 线 性 问题 


Хижа 


* 几何 非 线 性 问题 的 基本 特点 ,大 变形 情况 下 上 应变 和 应 力 的 度量 及 不 同 定义 度量 之 
间 的 转换 关系 。 

。 两 种 格式 (T.L, 格式 和 UL 格式 ) 几 何 非 线性 分 析 有 限 元 方程 的 建立 方法 和 各 
自 特点 。 

+ 几何 非 线 性 有 限 元 短 阵 方程 的 形成 ,求解 方法 和 平衡 路 径 追 区 。 

. 大 变形 条 件 下 本 和 枸 关系 的 分 类 和 备 自 的 应 用 条 件 到 表达 形式 ， 

. 线性 穗 定 分 析 和 非 线性 稳定 分 析 有 限 元 方程 的 建立 方法 ,求解 步 对 和 上 应 用 条 件 。 


在 以 前 各 章 所 讨论 的 问题 中 都 是 基于 小 变形 的 鼻 设 , 即 假 定 物体 所 发 生 的 位 移 远 小 
于 物体 自身 的 见 何 斥 度 ,同时 材料 的 应 变 远 小 于 1。 在 此 前 提 下 ,建立 物体 或 微 元 体 的 平 
衡 条 件 时 可 以 不 考虑 物体 的 位 置 和 形状 (简称 位 形 ) 的 变化 。 因 此 分 析 中 不 必 区 分 变 
形 前 和 变形 后 的 位 形 ,而且 在 加 载 和 变形 过 程 中 的 应 变 可 用 位 移 一 次 项 的 线性 应 变 进 
TRE, 

实际 上 ,我 们 会 遇 到 很 多 不 符合 小 变形 假设 的 问题 ,例如 板 和 壳 等 薄 壁 结构 在 一 定 裁 
向 作用 下 ,尽管 应 变 很 小 ,甚至 林 超 过 弹性 极限 ,但 是 位 移 较 大 ,材料 线 元 素 会 有 较 大 的 位 
移 和 转动 。 这 时 平衡 条 件 应 如 实地 建立 在 变形 后 的 位 形 上 ,以 考虑 变形 对 平衡 的 影响 。 
同时 应 变 表 达 式 也 应 包括 位 移 的 二 次 项 。 这 样 一 来 ,平衡 方程 和 志 何 关系 都 将 是 非 线 性 
的 。 这 种 由 于 大 位 移 和 大 转动 引起 的 非 线性 问题 称 为 几何 非 线 性 问题 。 和 材料 非 线 性 问 
Bt ,几何 非 线性 问题 在 结构 分 析 中 具有 重要 意义 。 例 如 在 平板 的 大 挠 度 理论 中 ,由 于 
考虑 了 中 面 内 薄膜 力 的 影响 ,可 能 使 得 按 小 找 度 理 沦 分 析 得 到 的 乒 度 有 很 大 程度 的 缩减 。 
再 例如 在 薄 壳 的 稳定 和 过 屈曲 问题 中 , 当 载 荷 到 达 -- 定 的 数值 以 后 , 挠 诬 和 线性 理论 的 预 
测 全 比较 ,将 会 快速 地 增加 ， 

工程 实际 中 还 有 田 一 类 几何 非 线性 问题 ,例如 金属 的 成 型 以 及 橡胶 型 材料 受 载荷 作 
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用 时 部 可 能 出 现 很 大 的 点 变 , 尽管 像 胶 型 材料 仍 钼 于 阐 性 状态 。 对 于 这 类 问题 ,除了 及 用 
非 线性 的 平 衔 方程 和 几何 关系 外 ,还 而 要 让 大 相应 的 应 力 应 变 关 系 。 妆 然 很 多 大 应 变 问 
题 起 和 材料 狗 非 弹性 性 质 联 系 在 一 起 的 。 

早期 的 几何 非 线性 有 限 死 分 析 基 本 上 仍 是 线性 分 析 的 扩展 ,并 针对 各 个 具体 门 题 进 
行 分 析 。 近 年 来 基于 非 线性 连续 介质 方 学 原理 的 有 限 抱 分析 有 了 很 大 的 发 展 , 分 析 中 可 
以 包括 所 有 .上 音 线 性 因素 ,同时 结合 等 参 元 的 应 用 ,可 以 得 到 统 一 的 一 般 非 线性 分 析 的 表达 
格式 ,并 且 己 经 和 有效 地 应 用 于 上 Bh bk. 

在 涉及 儿 何 非 线性 问题 的 有 限 多 方法 中 , 通 毅 部 来 用 增 量 分 析 方 法 。 它 基本 上 可 以 
末 用 崎 种 不 辐 的 表达 格式 。 第 -种 格式 中 ,所 有 前 力学 和 运动 学 变量 总 是 参考 于 初始 位 
形 , 即 在 整个 分 析 过 程 中 参考 位 形 愉 持 涉 变 。 这 种 格式 称 为 完全 拉 格 朗 草 格式。 男 一 种 
格式 中 ,所 有 况 力 党 和 运动 学 的 变量 参考 于 每 一 载 佑 增 量 或 时 间 步 长 开始 时 的 位 形 , 即 在 
分 析 过 程 中 参考 位 形 足 不 断 被 更 新 的 。 这 种 格式 称 为 更 新 拉 格 闭 日 格式 。 在 通用 的 有 限 
元 分 析 程 序 中 , 通 营 同时 包括 这 两 种 格 却 ,使 用 时 可 以 桶 据 所 分 析 问 题 及 材料 本 构 关 系 的 
具体 特点 种 雌 式 选择 最 有 效 的 格式 。 

本章 的 16. 2 一 16. 3 节 分 别 讨 论 大 变形 条 件 下 应 变 和 旋 力 的 度量 ,几何 非 线性 问题 的 
REMA. МЛ В PE y Wë BJ ЛИ РАЛ ARREBENTAR A. 由 
Tñ RJ л ТЕ ЖМ ИҢ [51 Ай ДЕ JL p| ЧЕ ЕЕ ЕО ШЕ НІШ, Ын К АО R. 8 ВЕ ВЕ y gl 
论 和 实际 意义 ,在 本 章 16.6 节 专 门 对 它 的 有 限 元 分 析 方 法 进行 了 具体 的 讨论 。 本 章 最 后 
列 出 若干 算 例 , 用 以 证 实 有 限 元 分 析 所 其 有 的 广泛 适用 性 ,并 对 不 同 格式 和 算法 进行 了 
比较 。 


162 大 变形 条 件 下 的 应 变 和 应 力 的 度量 


16.2.1 应 变 的 度量 


考虑 … 在 固定 的 第 卡 儿 坐标 系 内 的 物体 ,在 某 种 外 力 的 作用 下 连续 地 改变 其 位 形 ,如 
图 16.1 所 未。 用 "zt,(i 二 1,2,3) 表 示 物 体 寻 于 0 时刻 位 形 内 任 一 点 了 BJP ina, iz, + d° x. 
表示 和 了 了 点 相 邻 近 的 @ 点 在 0 时刻 位 形 内 的 坐标 。 其 中 左上 标 央 示人 和 什 么 时 刻 物体 的 
ШЕ. 
由 于 外 力 的 作用 ,在 雇 后 的 荣 个 时 刻 , 移 体 运 动 并 变形 到 新 的 位 形 。 用 ‘zx; На. + 
аз, 分 别 表示 了 和 多 点 在 t 时 刻 位 形 内 的 坐标 。 我们 可 以 将 物体 位 形 的 变化 看 作 吓 
Ма 到 x, МВР ЕНЕВ, РАНА Ка +, 这 种 变换 可 以 表示 成 
т, Tr) G= 1,2,3) (16,2,10 
ЖАЛА WJ E ЖЕРЕ SER , X ЗУ ВЕ А д — — Л А), ЕО АЛУ Ж ВВ МЕ ВЕ НО, 16] 
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时 要 ;的 位 让 


г Ü 
СК ск x.) 


Ын] ОШ ШИ 


图 16.1 B RILE RATE НА ЯНЕ 


HJ ГЕЛЕУ 85 ME- КОИ ЛЕ. U BB Ir E F УДА n ВЕ НОТИ ЗЕ p 


"т 一 „х: ) (16. 2, 2) 
利用 上 列 变换 ,可 以 将 dr, 和 dx, IRR: 
e {джуу д РР Yr. ! 
dz, = 5% )ax, їх, = Ері аз «16. 2, 3) 
引用 符号 ，; 
dr, 2. дб; 
Де ИА Pr, ЕЕ та == Fr, (16. 2, 4) 
则 (16. 2.3) 式 可 表示 成 ， 
«т, =їт„,Чт, d'r, =;х,, dx, 


其 中 左下 标 表 示 该 量 对 什么 时 刻 位 彤 的 坐标 求 导数 , 右 干 标 *, "后 的 符号 表示 该 量 对 之 求 
偏 导 数 的 坐标 号 。 
НП ЕХ ПЕРО 两 点 之 间 在 时 刻 0 和 时 刻 2 的 距离 "ds 和 :dx RRA: 
CdD = dr, «ат, --іт,, ра Фк, (16,2,5) 
Саз” = Фа, Жу, -ім, ra т, біт, (16.2.6) 
Ж ТЕ REJE Bi Ла ER ER KJE НОЕ B E JE ЖИВ, E A A W Зет, ВИ 
('ds)° — (5) = Сл bes — 8,24 т, d'r, 
= 21, 4 >r dr (10.2.7) 
Cds)” = (945) + 00, — tra rr a dr, т, 
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ғ. = - — - =. 一 


gle, фа, d'z; (16.2.8) 
其 中 定 必 了 两 种 应 变 张 量 , 即 
бє, = 于 (mt фы —) (16.2.9) 
є„ = 2-44, бу, ox) (16. 2.10) 


е КН Green- Lagrange 应 变 张 量 ( 以 后 简称 Green 应 变 张 量 ), 它 是 用 变形 前 坐标 表示 
УГЕ: E hr ЕРА H НА Вр ВО А; ЕЖЕН Almansi 应 变 张 量 , 它 是 用 变形 后 坐标 表示 的 ， 
即 它 是 欧 拉 举 标的 函数 。 其 中 左下 标 表 示 用 什么 时 刻 位 形 的 坐标 表示 的 , 即 相 对 于 什么 
位 形 度 量 的 。 这 两 种 应 变 张 量 之 间 的 关系 可 以 利用 (16. 2. 3) 式 从 (16.2.7) 和 (16. 2. 8), 
导出 : 


Бу 一 人 (16.2.11) 
nË, Зара ndau Ea (16, 2,12) 

为 得 到 应 变 和 位 移 的 关系 ,可 引 人 和 人 位 移 场 
tu, 二 一 Ж, (16. 2. 13) 


и ЖУА Р АЛЛЕ BD CJ 2 0) 位 形 到 变形 后 (时 记忆 位 形 的 位 移 , 它 可 以 表示 为 
拉 榨 并 晶 从 标的 函数 ,也 可 以 表示 为 欧 拉 举 标的 耳 数 。 从 下 式 可 得 ， 


or == б ща (16. 2. 14) 
тр = Ü, Siti, (16. 2. 15) 
将 它们 代 人 (16. 2.97 和 (16.2. 10) 式 就 可 得到 ， 
96, = 6 най, Hn Me оць) (16.2. 16) 
1, = бш, ни, иь На? (16.2. 17) 


当 位 移 很 小 时 ,上 式 中 位 称 导 数 的 二 次 项 相对 于 它 的 一 次 项 可 以 忽略 ,同时 应 变 的 度 
RIJLES UEZ ERN F Green ЛУЫ 5t, 和 Almansi Ы 
Е, 都 简化 为 小 位 移 情况 下 的 无 限 小 应变 张 量 s, ,它们 之 间 的 差别 也 消失 了 ВВ 

Е-Е, = Е, (16, 2. 18) 

男 外 ,从 (16.2.7) 和 (16,2,8) 式 可 以 看 到 ,在 大 变形 情 沉 下 , (ds) — Cd) =0 Ж 
着 46 =0 和 和 ,一 0, 反 之 亦 然 。 即 物体 为 刚体 运动 的 必要 而 充分 的 条 件 是 е, 和 和 ,的 所 
ЖЛЕ. 

最 后 应 指出 ,由 于 Green ЖЕ A: 2 2# РАНО 的 位 形 , 而 此 位 形 的 坐标 "zx, (G = 
1,2,3) 蚌 固 结 于 材料 的 随 体 坐标 , ВИК Ж ЧЕ HI K АН Ж ЖЕМ KE d 不 变 , 同 时 
ах, EPE, [КЕЛК ds 变化 和 和 dz, 的 Green АЛЕК ВЕД КАЕ Ш АЛ, EE ВЕТ! 
ЛЕ НЕ Ж ОА Ж AS BË К LK К ЭИ ЗЕ (E BJ XT ККЕ У OKE, Green 应 变 张 量 的 上 述 性 


- 16+ джанта. ши | _ ваф. 


--- = — 


质 还 可 以 通过 算 例 ( 练 雪 题 16. 2) 加 以 进一步 验证 。 此 性 质 对 今后 建立 本 构 关 系 是 十 分 
重要 的 。 


16.22 ”应力 的 度量 


在 大 变形 问题 中 ,是 用 从 变形 后 的 物体 内 截取 出 的 微 元 体 来 建立 平衡 方程 和 与 之 相 
等 效 的 虚 功 原理 的 。 因 此 首先 在 从 变形 后 物体 内 截取 出 的 微 光 体 ( 如 图 16. 2 右 图 所 示 ) 
上 面 定 义 壤 力 张 量 , 此 应 力 张 量 称 为 欧 拉 应 力 张 量 ( 又 称 Cauchy 应 力 张 量 ) ,用 ' 生 ,表示 ， 
此 应 力 张 量 有 明确 的 物理 意义 ,代表 真实 的 应 力 。 然 而 在 分 析 过 程 中 ,必须 联系 雇 为 和 应 
变 , 如 应 变 是 用 变形 前 坐标 表示 的 Green 应 变 张 晤 , 则 和 需要 定义 与 之 对 应 的 , 即 关 于 变形 
前 在 形 的 应 力 张 量 。 


бұ, „хо 


DY 


图 16.2 应力 的 度量 


ДЕШЕ P'Q'R:S ПЕНИ ЛВ ат ,假设 相应 的 变形 前 位 形 的 守信 害 叭 面 
上 的 虚报 应 力 是 dT7 do5 ,其 中 ds #l'dS 分 别 是 变形 前 和 变形 后 的 面积 微 元 ."d 了 了 和 和 ‘dT 之 
间 的 相应 关系 可 以 任意 规定 ,但 是 必须 保持 数学 上 的 一 致 性 ,通常 有 以 下 两 种 规定 (参看 
图 16. 3) 
(1) УВА хе: 
Тт» =‘ Т, (16. 2.19) 
上 式 规 定 变形 前 面积 徽 苑 上 的 内 力 分 量 和 变形 后 商 积 微 元 上 的 内 力 分 量 相等 。 
(2) Kirchhoff ВИЕ: 
ат =fr, гат, (16. 2. 20) 
ТАВА dT' Жат 应 与 变换 х-л ау, 相同 的 规律 相 联系 。 
因为 。 是 变形 后 位 形 的 应 力 分 全 .所以 有 各 下 关系 式 
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атат 


bx А 


(а) 
图 16.3 TAE GHA G H A Kirchhoffi n JJ Ж рл Ж 


ЯТ, =“, 'y, ‘dS 《16. 2. 21) 
其 中 心 , 是 面积 微 元 '"qdS РЕ УЮ. 
将 类 似 于 圭 式 所 表示 的 关系 用 于 变形 前 的 位 形 , 可 具体 定义 两 种 应 力 张 中 。 如 用 拉 
Жа ПКЕ. ШЕ 
что = iT, “а, 45 = ЯТ, (16. 2, 22) 
如 用 Kirchhoff 规定 , 则 有 
ЧТ? = 15, %, MS - г, ЧТ, (18. 2, 23) 
Неру, ВЯРА Ал dS КЕ ҖИЛ РК а Г, 和 iS; 分 别称 为 第 一 类 和 第 二 类 
Piola-Kirchhoff 应力 张 量 , 有 时 又 分 别称 为 拉 格 朗 日 应 力 张 量 和 Kirchhoff WIRKE. Ж 
上 标 :表示 点 力 张 量 是 属于 变形 后 (时 刻 总 位 形 的 ,左下 标 0 表 示 此 量 是 在 变形 前 (时 刻 
中 位 形 内 上 度量 的 ， 
为 了 得 到 TT, Ток, 这 些 应 力 张 量 之 间 的 关系 ,必须 先 确 定 %;‘dS Яу, 45 之 间 的 关 
系 。 考 虑 变 撒 后 位 形 内 的 两 条 线 元 素 фи фа, Фор, Фа) A Sxi drd), EE 
前 位 形 内 和 它们 相应 的 是 ха, d'ar: der) A Вж (9 D ria), Ц ах Ж] ёх 
为 边 的 平行 四 边 形 的 面积 'dS 可 借助 于 排列 符号 表示 为 


и dE = e, d'r, Š а. (16, 2,24) 
类 似 地 dx 和 站 x 形成 的 平行 四 边 形 面 积 "dsS 可 表示 为 
"р 548 -一 ё, d” с, Š "т, = бой rja hg ах, бг) (165. 2. 25) 


其 让 ds 和 99 分 别 表示 面积 向 量 'd$ 各 "d$ 在 zx, 方向 的 分 量 ,er 称 为 置换 符号 , 它 
АЖАТ, Ej 
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0 (i= JE = Ë IK k = г) 
e — < 1 (ij k = 1,2,3 W 2,3,1 或 3,1,2) 
—-] (ijk = 3.2,1 mk 2.1.329 1,3,2) 
(16. 2. 25) 式 的 两 庙 磁 以 :并 利用 行列 式 定 义 ， 


Рк Жу Ра Ба = бейей |е | (16. 2.26) 
НІН в РЕ ze Ж. 
| очау- | оди - | "р det |?т,, Га 
tr "ү ү 
Bj 
2 = det | Ха Í (16. 2. 27) 
Қан, о 和 六 分别 是 变形 前 倍 形 和 变形 后 位 形 的 材料 密度 ,简化 结果 可 以 得 到 
уу, dS 一 Беу бг. дар = Ра, 46 (18. 2, 28) 
从 (16.2.22)，016.2.21) 及 (16.2.28) 式 ,可 以 得 到 
T, = EE, E (16. 2, 29) 
Жиу, М(16.2.23),(16.2.213М(16. 2, 283 16. B| РД 8 Jj 
Q 
55, = ТТ а To (16. 2.30) 
从 (16.2.297 和 (16.2. 30) н, 
Бу зет а а Та (16.2.31) 
МН Е 20, Вр 
让， 一 Top (16, 2, 32) 


所 以 可 以 得 到 上 述 3 种 应 力 张 量 之 间 关 系 的 变换 形式 如 下 ， 


І 
I 了 Е ; 
ғ, == 6 2, в ЖИЙ == Е ВЕ а (Ж, ода 


0 0 (16. 2, 33) 
oy = bop Epp 

从 (C16.2,29) 式 可 见 拉 格 朗 日 应 力 张 量 ;T 了 ,是 还 对 称 的 ;所 以 它 不 适合 用 于 应 力 应 变 
关系 ,因为 应 变 张 量 总 是 对 称 的。 而 从 (16. 2. 30) 式 可 见 Kirchhoff 应 力 张 量 ;S, 是 对 称 
的 ,所 以 更 适用 于 此 目的 。 从 此 式 还 可 以 看 到 ,在 小 变形 情况 下 ,由 于 ?xs 全 ора 
1 ,这 时 可 以 忽略 5S, 和 "之 问 的 差别 ,它们 都 晓 化 为 工程 应 力 ， 

还 应 指出 , 按 Kirchhoff 规定 ,联系 变形 前 后 面积 微 元 "4S mds ЕЖЕН ЛАТ, 
ат, 的 关系 式 (16. 2. 20) 与 联系 变形 前 后 线段 微 元 由 和 Ч\с, 的 关系 式 (16. 2, 3) 是 相 
同 的 。 因 为 物体 发 生 刚 体 转动 时 ,参考 于 时 间 0149Ж ІН Фо 745 不 发 生变 化 , 因 


4... 
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шу, — шеш: ы жетке 


此 "dT 以 及 通过 (16. 2. 23 XAI Kirchhoff MAIE 5, 也 和 不随 刚 体 转 动 而 变化 。 这 
就 是 说 oS, 和 tt, 一 样 也 是 客观 张 量 。 它 们 构造 成 描述 材料 本 构 关 系 的 一 个 适当 的 匹配 ， 
这 将 在 16.5 节 进 一 步 讨 论 。 关 于 应 力 张 量 15, 的 上 述 性 质 也 可 通过 运算 进一步 加 以 验 
证 (练习 题 16.3). 

从 前 一 章 林 料 非 线性 问题 的 讨论 中 ,已 经 知道 ,对 于 依赖 于 材料 变形 历史 的 非 弹性 问 
题 , 通 常情 况 下 需要 及 用 增 量 理论 进行 分 析 。 其 中 材料 本 枸 关 系 应 采用 微分 型 或 速率 型 
的 。 正 由 于 此 ,在 连续 介质 力 党 中 还 定义 了 一 种 其 分 量 不 随 材料 刚体 转动 而 变化 的 速率 
型 的 应 力 张 量 。 这 就 是 以 下 引出 的 Jaumann 应 力 速率 张 量 Ізі 

01 =, ч; Ж Па (16, 2,34) 

ЖЕ“ “表示 对 时 间 的 导数 ,0, ЕЕЕ, НИЕ ЕЛА. 
(h Пр ПА ИК 7658 тол 轴 转 动 的 角速度 。 其 表达 式 是 


934 


А a tu A'u, ша Т2 
2, = то = = С 2) (16. 2. 35) 


从 (416. 2. 34) Н] W ,Jaumann № НКЕ КЕ. MAT Н] ШЕТ £: A Fa +£ 
料 答 元 的 刚体 旋转 而 发 生变 化 的 客观 张 量 。 它 和 Kirchhoff 应 力 张 量 的 不 同 点 在于 后 者 
是 全 量 型 的 ,而 它 是 速率 型 ,因此 适合 于 建立 速率 型 本 枸 关系 的 要 求 。 和 它 对 偶 的 应 变速 
率 张 量 是 


а уви. ои ЕК орда 
2, 5 |- реа Hip) (16. 2. 36) 


ey 也 是 对 称 的 ,县 为 不 随 材 料 微 元 的 刚体 旋转 而 发 生变 化 的 客观 张 最 。 还 应 指出 ,93 
Не 在 物理 上 分 别 代表 真 应 为 和 真 应 变 的 瞬时 变化 率 . 


16.3 几何 非 线性 问题 的 表达 格式 


在 涉及 几何 非 线性 问题 的 有 限 元 方法 中 ,通常 都 采用 增 量 分 析 的 方法 ,这 不 仅 是 因为 
问题 可 能 涉及 依赖 于 变形 历史 的 材料 的 非 弹 性 ,而 且 因 为 即使 问题 不 涉及 材料 非 弹性 ,但 
为 了 得 到 加 载 过 程 中 应 力 和 变形 的 演变 历史 ,以 及 保证 求解 的 精度 和 稳定 ,通常 也 需要 采 
用 增 量 方法 求解 . 

考虑 一 个 在 侍 卡 多 坐标 系 内 运动 的 物体 (参见 图 16. 1) , 增 基 分析 的 目的 是 确定 此 物 
体 在 一 系列 离散 的 时 间 点 0,Az,2A,，… 处 于 平衡 状态 的 位 移 .速度 应变、 应 力 等 运动 学 
和 静 力 尝 参 量 。 现 在 假定 问题 在 时 间 0 到 上 的 所 有 时 间 点 的 解答 已 经 求 得 ,下 一 步 需要 
求解 时 间 为 :二 At 时刻 的 各 个 力学 量 。 这 是 一 典型 的 步 又 ,反复 使 用 此 步骤 ,就 可 以 求 得 
问题 的 全 部 解 管 。 


$ 
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16.31 虚 位 移 原理 


MEH HM’, ,zz 一 1,2,3) 描 述 物体 内 各 点 在 时 间 0, 8] z ЖЕГІН РА: 
КИІН А. ЖАНА, 和 "wu,(i 二 1.2,3) 表 示 各 质点 在 时 间 t 和 时 间 上 十 Ar 的 位 
移 , 即 

ік =, Fu, 
' (16.3.1) 
"шу = УЦ, 
所 以 从 时 间 ЗІМІ :十 At 的 位 移 增 量 可 表示 为 
н, ==, H, 

为 得 到 用 以 求解 时 间 1 十 At 位 形 内 各 个 未 知 变量 的 方程 ,首先 需要 建立 虚 位 移 原理 。 

与 时 间 :十 Ar 位 形 内 物体 的 平衡 条 件 及 力 边 界 条 件 相 等 效 的 虚 位 移 原 理 可 表示 为 


it Мм | 
| TY = W (316. 3. 2) 
д. 
其 中 "+*W 是 时 间 + 十 Ar 位 形 的 外 载 信 的 虚 功 
зүү 二 | сыр, би, “45+ | кз кым би, sd (16.3.3) 
СЫ, КЄ, 


以 上 两 式 中 ðu КН {ЧИ u, 的 变 分 , 即 从 时 间 + Ја] az 的 位 移 增 量 分 量 
и 的 变 分 :+wei ЕЛА ВЖ R u ЛЕ [ЕЛЕ АУ, Вр 


де, = 0ш Р, (16.3.4) 


ат НВ г Ат УЕЗ iafe Ваза ЭТИ ДЕН] [А] + Az 位 形 的 ,并 在 同一 位 
J W E E АУН HAERA, УУ, ЖІ” Vp 分 别 是 物体 在 i 十 At AERE., Ж 
面积 种 质 基 密度 。 

方程 (16. 3, 2) 式 不 能 直接 用 来 求解 ,因为 它 所 参考 的 时 间 1 十 At 位 形 是 未 知 的 。 为 
了 得 到 解答 ,所 有 变量 应 参考 -- 已 经 求 得 的 平衡 位 形 。 原 则 上 ,时间 0,At,2At,*"…,t 等 任 
一 包 经 求 得 的 位 形 都 可 作为 参考 位 形 ,但 在 实 陈 分 析 中 ,只 作 以 下 两 种 可 能 的 选择 : 

(D 完全 拉 格 半日 格式 (Total Lagrange Formulation, fS A Т. L. 格式 ), 这 种 格式 中 
所 有 变量 以 时 间 0 的 位 形 作 为 参考 位 形 , 即 通常 有 所谓 的 拉 格 斋 日 格式 。 

(2) Erh A E (Updated Lagrange Formulation 简称 U. L, 格式 ) ,这 种 格式 
中 所 有 变量 以 时 间 上 的 位 形 作为 参考 位 形 。 因 为 求解 过 程 中 参考 位 移 是 不 断 改 变 的 ,所 
ЖКА E АТТУ Ma PH НЯМ. 


16.32 ”完全 拉 格 朗 日 格式 
在 此 格式 中 ,方程 (16. 3,2) 利 (16. З. 3) 式 被 转换 为 参考 物体 初始 (时 间 0) 和 位 形 的 等 
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效 形式 ,也 即 方程 中 所 有 变量 都 是 以 初始 位 形 为 参考 位 形 。 

首先 引 人 和 人 单位 初始 表面 积 上 的 等 效 载 荷 “ YY 和 单位 初始 原 量 上 的 等 效 载 何人 。 
现在 先 假 定 施 加 于 物体 的 面积 载荷 和 体积 载荷 是 不 依赖 于 物体 位 形 的 , 即 载荷 是 保守 的 ， 
8 


омы 7545 аа dS 


зыт, нау --0 “му, "V (15. 3.5) 
因为 质量 守 伍 定律 (65.2,27) 式 ,所 以 从 上 式 的 后 一 式 可 以 得 到 
мр, = 


它 的 物理 意义 是 作用 于 单位 质量 的 体积 力 在 不 同位 形 中 哥 持 不 安 。 
EACS. ?2.9) 式 ,并 利用 (16. 3. 1)、(16. 3,4) 等 式 可 以 得 到 


+ 1 ; 十 фа ІН 
д' ` É, 一 Ô С” лы. : ETI — д, ) 一 В аа? ! р ЖУ, i сі, (16, 3. б) 


х 08 016.2. зо «СЕРЕ! 


4 ] 4 
та, 一 ща | Ут, Бата, ға ле Тр (18. 3.7) 


0 
И ERP YS Te 分别 是 时 间 1 寺 At 位 形 的 KKirchhoff R JJ SK L Green 应 变 张 量 ， 
并 都 是 参考 于 初始 位 形 度量 的 。 
将 以 上 各 式 一 并 代入 (16. 3,2) 和 016. 3. 3) 式 , 则 可 得 到 和 物体 在 时 间 АРАУ МН 
参考 于 初 妨 位 形 的 与 平衡 方程 相等 效 的 虚 位 移 原理 , 即 


| See dV уу (16.3.8) 
йр 


дене 按 下 式 计算 ， 
“Ww = | | бо, f, би, " dV (16.3.9) 


为 最 后 得 到 增 基 形式 的 求解 方程 ,引信 下 列 增 量 分 解 , 即 

85, =u T uo 

АЕ, =E 4.6, 
其 中 ,S, 和 ws, ЗЕ БАН] ЇН] / 位 形 到 1 十 At 位 形 的 Kirchhoff 应 力 和 Green 应 变 的 增 量 ， 
并 部 是 参考 于 初始 位 形 度量 的 。 式 中 5, е 都 是 已 知 的 量 , 所 以 从 人 16.3. 10) 式 可 得 


п 


(16, 3,10) 


58%: = ÑE, (16.3.11) 
进一步 参照 Green 应 变 的 位 移 表 达 式 516. 2.16). 83 (16.31, ñ] 25 9] 
Ёш ае, + Қ, (16. 3. 12) 


Же, Ж у, ТК РОВ E и, 的 线性 项 和 二 次 项 ,它们 表示 为 


] 
DEn = — a й.) Нам = Hi., п Е, -p He, од? 


2 
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1 
o №, = аш ОЩЕ (16, 3,13) 


这 样 一 来 ,方程 (16. 3. 8) 式 可 以 改写 成 
| ‚5, 6, у + | 5,8,0, ЧУ = | 5,8,6, "ӘУ (16.3. 14) 
上 式 给 出 了 关于 位 务 增 量 и, ПЗЕ ЕЛЕ. НУВ ОТЕ НЕ, 表示 oS, 以 
Fr ква u 的 四 次 项 ,为 达到 实际 求解 目的 , 疝 需 进一步 进行 线性 化 处 理 , 这 在 16.3.1 
小 慷 再 进行 讨论 ， 
16.33 更 新 拉 格 朗 日 格式 
住 此 格式 中 ,方程 (16., 3.2) 和 和 (16. 3.3) 式 中 的 所 有 变量 是 以 时 间 :位 形 , 即 物体 更 新 
了 于 的 位 形 为 参考 位 形 , 利 用 和 导出 T. L. 格式 相 类 似 的 步骤 ,方程 (16. 3. 2) 式 可 以 转换 为 
| HSS, днае, ау == (16.3. 15) 
其 中 个 车 S, е, 分别 是 时 间 :十 At 位 形 的 Kirchhoff 应 力 张 量 , 和 Green AFER, E 


们 都 是 参考 于 时 间 上 位 形 。 可 以 分 别称 为 更 新 的 Kirchhoff 应 力 张 量 和 重新 的 Green 应 
EE ETIA r 和 me, 有 类 似 于 (16. 3.7) 及 (16.,3.6) 式 的 关系 , 即 


了 
м РР ам 
Dy ш ы АЕ Ін на аи КАКЕ |, (16. 2, 16 ) 


ме, 一 分 ae Шыр, іг, (16.38.17) 
如 采 仍 假定 载 街 不 依赖 于 变形 ШС YW KHAR T. L 格式 的 (16. 3. 9) 式 。 为 建立 增 量 
方程 ,对 于 现在 的 情况 ,应 力 的 增 量 分 解 为 


"М5, --т, +, (16.3.18) 
X Th FTA, ЕЦ РЭС 
HAE; =, (16.3,19) 
其 中 
Ж, 146, Fiha 
并 且 有 
e; = EN +) Ay = z (Чы Hu.) (16. 3. 20) 


对 比 416.3. 207 和 (16. 3. 13) 式 可 以 看 到 ,,e, 中 不 包含 初 始 位 移 项 。 这 是 由 于 增 量 序 
Же, 是 从 时 间 t 仔 形 开始 计算 并 参考 于 时 间 上 位 形 。 利 用 以 上 各 式 ,(14. 3. 15) 式 可 以 改 
写 为 


| а беду + | тда, dv =w | т, д,е, dV (16. 3.21) 
EAS. 3. 14) 式 一 样 ,也 给 出 了 关于 和 位移 增 量 ú 的 非 线 性 方程 。 
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方程 (16. 3.21) 和 (16. 3. 141) 式 在 理论 上 是 等 效 的 ;如 阁 采 用 数学 上 相 一 至 的 个 构 天 
z ,它们 将 产生 相同 的 结果 ,但 在 求解 的 有 限 元 矩阵 方程 本 身 和 求解 步骤 上 仍 是 有 一 
差别 的 。 


16.34 平衡 方程 的 线性 化 


如 前 面 所 指出 ,无论 是 TT. L 格式 得 到 的 方程 (16. 3.14) 式 ,还 是 U. L. 格式 得 到 的 方 
程 (16. 3. 21) 式 都 是 非 线 性 的 。 为 了 实际 求解 ,需要 预先 对 它们 进行 线性 化 处 理 。 线 性 化 
处 理 包 括 以 下 两 个 方面 ; 
(1) 物理 方程 的 线性 化 。 假 定 (16. 3.14) 和 (16, 3. 21} 式 中 的 第 一 个 积分 内 的 应 力 增 
ES, AS, 分 别 与 应 变 增 量 ,e, 和 ,ev 成 线性 关系 。 对 于 T. L. 格式 ,有 
09у о Dyu овы (16. 3. 22) 
对 于 U. L. EAR. A 
Зу Da Жа (16. 3. 23) 
其 中 ,Di то, АН: 的 函数 ,并 分 别 参考 于 时 间 0 和 时 间 上 上 估 形 度 量 的 切线 汪 构 张 
量 。 实 际 上 ,以 上 线性 关系 仪 对 线 弹 性 材料 是 真实 的 。 对 于 其 他 材料 ,例如 非 线性 弹性 以 
及 上 一 章 所 讨论 的 弹 闻 性 材料 .线性 关系 仅 能 用 于 联系 应 力 速 率 和 应 空 速率, 所 以 线性 类 
系 公 对 无 穷 小 步 长 才 是 真实 的 。 对 于 有 起 时 间 步 长 ,516. 3.22) 和 (16, 3,23}) 式 所 表达 的 
本 梅 关 系 以 及 根据 它们 所 建立 的 有 限 元 求解 方程 只 能 是 近似 式 , 需 要 通过 和 闪 代 方法 求解 ， 
(2) 求解 格式 的 进一步 线性 化 。 对 于 T. L. 格式 ,将 (16.3.22)7 和 (16. 3. 12) 式 代入 
(16.3. 14) 式 的 第 一 个 积分 ,将 得 到 


| Чел Š © "ау -| парт а) д n Ë "ау і 
ШЕ iy 


|, г) Вон (a ен б аң + 5 Ша! +, Ты б 1 7, у? ау 


上 式 变 分 的 结果 , 右 端 第 一 项 关于 u, 是 线性 的 ,而 第 二 项 是 非 线性 的 。 对 十 U. L. 格式 ， 
将 (16.3,23) 和 (16.3. 19) 式 代 大 (16.3.21) 起 ,也 将 得 到 类 似 的 结果 。 为 了 达到 线性 化 方 
程 的 要 求 , 对 它们 可 能 育 两 种 处 理 方 法 ; 

D HIEREN EG 3. 14) 或 416. 3. 21? 式 的 右 端 作 为 虚 扳 载 荷 ,在 求解 过 程 中 与 
其 他 载荷 项 一 起 进行 平衡 适 代 ， 

D 进一步 将 它们 略 去 ,这 意味 着 对 于 本. .格式 ;在 (16. 3,14) 式 的 第 一 个 积分 中 采 
用 近似 式 дос, =0 е, 和 在 (16. 3.22) 式 中 采用 近似 式 ,5, = D. e, ;对 于 种 . 工 .格式 ,在 
(16.3.21) 式 的 第 一 个 积分 中 近似 地 取 â е, ди, f fE (16. 3.23) 式 中 近似 地 采用 
Š; Dies, ЕВО АГАЕ ВЕ ЧЕ — ТЫНЫҢ Al 足够 小 ， Д.Қ ын, 或 үші. 
H EAH АЛА РН). БХК ТАНА u Sin EB XT T T. L. WË 


第 6 几何 非 线 性 问题 
Е 
| зуы ова д ПЕ, “у-| тър бё а Па "ау 
п. мр 
| 55, ò se, "dy (16. 3. 24) 
йи 
对 于 U. L. 格式 是 
| ы гё ы д ё ‘av+| т, б „Ма ғау 
11. Ғы 
=" -| Ty e, ЧУ (16. 3. 25) 
ғу 


以 上 两 个 方程 变 分 的 绪 果 将 得 到 关于 位 移 增 量 G, 的 线性 上 方程 组 ,这 是 有 限 元 分 析 的 
基础 。 在 此 应 该 先行 指出 的 是 , 当 应 用 О. L. 格式 于 非 弹性 大 应 变 分 析 时 ,由 于 不便 于 直 
接 采用 联系 ,Sy 和 ,ev 的 本 构 关 系 (16. 3. 23) 式 ,而 是 采用 联系 Jaumann s; 应 力 速率 张 量 和 
应 变速 率 张 量 ,ej 的 本 构 关 系 , 最 后 得 到 虚 位 移 原 理 表达 式 将 使 (16. 3. 25) 式 略 有 变化 ,这 
将 在 16.5 节 再 具体 讨论 ，。 


164 ”有限 元 求解 方程 及 解法 


16.4.1 有 限 元 求解 方程 


1. 静 力 分 析 问 题 


如 果 用 等 参 元 对 求解 域 进行 离散 ,每 个 单 死 内 的 坐标 和 位 移 可 以 用 其 结 点 值 插值 表 
示 如 下 ， 


Ох, = SIN, "t tg = SIN, түй Tr = Ум, тық 

(i = 1,2,3) (16.4.19) 

и = УМ ut а, = SIN (i= 1,2,3) (16. 4.2) 

Кта: Eak ERE: ЛЫН, 是 结 点 有 在 时 间 上 的 i 方向 位 移 分 量 , 其 

他 分 量 "z tri. 的 意义 类 似 ;N; 是 和 结 点 * НК А sr n 是 单元 的 结 点 数 ， 

利用 (516.4.17 和 (16. 4.2) 式 可 以 计算 (16. 3.24) 和 (16,3,25) 式 中 各 个 积分 所 和 包 合 的 

位 移 导 数 质 ， 如 果 只 考虑 一 个 单元 ,从 (16.3. 24) 式 可 以 导出 用 于 工 . 世 . 格式 的 矩阵 求解 
方程 < , 即 

(АҚ; +K. )н =) — pE (16, 4, 3) 


其 中 wu 是 结 点 位 移 增 量 向 量 ;5K, ,Kw 和 4 下 分 别 是 各 个 单元 的 积分 | „Ру ое, Š ne, dV, 
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630. 
f is ср ау 和 | 55,8 se, AV 的 集成 ,它们 可 以 表示 为 ， 
„К, = У) їнї „РВ, ЧУ (16. 4, 4) 
„Ка => В 15284 ЧУ (16.4. 5) 
„Е => ВТ 5 У (16. 4.6) 


(16. 4. 3) 式 中 的 结 点 载荷 回 量 ”> 是 按 通 常 的 方法 由 018. 3.9) 式 计算 得 到 。 在 以 上 各 
APB, 和 和 ;Bw 分别 是 线性 应 变 ,e, 利 非 线性 应 变 , g НУ МОЖЕ А В E „РМ Кр 
ЕЕ, S 和 ;S$ 是 第 二 类 Piola-Kirchhoff 应 力矩 阵 和 向 量 。 所 有 这 些 知 阵 或 向 量 的 元 素 是 
对 应 于 时 间 г 位 形 并 参考 于 时 间 0 位 形 确 定 的 。 
为 使 ;K, 的 物理 意义 更 清楚 ,还 可 将 ;Bl 表示 为 

В, =i Bo HBa (16.4.7) 
其 中 ;B， #в 分别 是 应 变 se, PL2) Си Hou УІІ 1/2)0ш, ом, ін) oui) 项 
{у ЕЕ ЕЕ. A ЖЫҚ, 可 以 表示 成 

К, = K, HK (16.4.8) 
其 中 


2. 一 5] Ві, әр АВ, k dV (16. 4. 9) 


С 


“Ки = 5 GB Р Ва HBL „РВ FEB 6.4.10) 


Ki 就 是 通常 小 位 移 情 况 下 的 单元 刚度 矩阵 ,i 有 i 是 由 于 初始 位 移 su, 引起 的 ,通常 又 称 
ХИРЕ. РК 则 是 由 于 初始 应 力 59, 引 起 的 ,所 以 通 党 称 为 初 应 力矩 阵 。 
Жан АҒЫЛ, ЖҚЖ (16,3, 255 п I НТН 


СК, --Кым- “0 — F (16,4,11) 
其 中 
К, = >| ВІ D ‘B, 'dV (16.4. 12) 
Ka = У) вътва ду (16. 4. 13) 
r Fy 
Е = > | ВІ тау (16. 4.14) 


И КЖ Р.В, HEB. 分 别 是 线性 应 变 ,ev 和 非 线 性 应 变 то 与 位 移 的 转换 矩阵 ,,D EH 
料 本 村 矩阵 ,r 和 ' 是 Cauchy 应 力矩 阵 和 向 量 。 所 有 这 些 矩 阵 或 向 量 的 元 素 都 是 对 应 时 
闻 上 的 位 形 ,并 参考 于 同一 位 形 确定 汐 。 
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Маб Пот, ЖЕРЛЕНУІ. Ч 
为 ,e, 中 不 包含 初始 位 移 'u, КЕШ ИВ — В. BiB — 0. W За ih. (16. 4.3) ~ 
(16. 4. 14) 各 式 中 的 矩阵 或 向 量 元 素 在 积分 前 应 先 通过 坐标 转换 ,全 部 泰 示 为 白 然 坐标 的 
函数 ,然后 在 自然 坐标 内 进行 积分 .该 步骤 与 线性 分 析 中 等 参 疙 的 运算 相同 。 

2. 动力 分 析 问 题 

上 列 有 限 元 方程 是 对 于 静 力 分 析 问 题 导 出 的 , 如果 用 于 动力 分 析 . 则 需要 后 当 修正 ， 
动 妃 分析 中 , 结 点 位 移 向 量 是 时 间 的 函数 ,同时 方程 中 还 应 包括 惯性 项 和 阻尼 项 ， 现 在 暂 
时 乱 略 阻尼 的 影响 ,并 认为 物体 的 质量 保持 涉 变 , 则 在 两 种 格式 中 的 质量 矩阵 都 可 以 在 时 
间 积 分 以 前 ,利用 时 间 !-=0 的 位 形 作 为 参考 位 形 进 行 计算 ,这 与 第 13 章 所 讨论 的 情况 相 
同 。 这 样 一 来 ,在 工 .L. 格 式 中 ,动力 分 忻 的 增 量 平衡 方程 可 表示 为 


一 (16,4,15) 
EU L. BAR, AAAA >P ДЕ W| 3 z A 
MYu + CK, HK yu =" *Q — F (16.4.16) 


Hh tau 是 时 间 t 十 At 的 单元 结 点 的 加 速度 向 量 .W 是 参考 于 时 间 : 二 0 的 位 形 的 单元 
ЖЕЖ. 


1642 用 于 几何 非 线 性 的 单元 太 单 元 矩阵 和 向 量 举 例 


1. 实体 元 

为 使 以 上 列 出 的 各 个 单元 矩阵 和 向量 其 体 化 ,现在 以 广泛 应 用 的 二 维 单 元 (平面 应 
力 . 平 面 应 变 、. 轴 对 称 单元 ) 为 例 ,给 出 它们 在 T. L. 格式 和 U. L. 格式 中 各 个 矩阵 和 向 量 
的 具体 表达 式 。 

(1) T. L, 格式 

(D 应 变 增 量 


1 
обл Ро и аа o ty] - ta,1 n Mag 十 y ашы) 十 Сона | 
г 1 1 z z 
pËr =p Ha,g Fo tti.: g tt ,2 +H “зз „Мз, 十 y Коща) 十 ұтар 1 
21 1 г. , 

pË? =-у ону 十 ae] 十 lit омо нол ай 十 (16.4, 17) 

А А 1 

п 41,2 ар, To Hp, ичо] 十 эон n i. 十 saiz 1 ЕН 


z z 
pea = p + (22) (办 对 称 分 析 ) 
1 


21 Cn) 2 
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D 线性 应 变 - 位 移 转换 关系 
се =; B, u (16, 4,18) 
其 中 
07 = [ец обоз 20612 o£z | 
а? =[u ш! ші ші Üs шщ” и)! | 
B, =o +В; 
且 有 


„Ма 0 о № 0 „xr a Na 0 
9 2171. 0 oag + 0 ТҮРЕ 
оВо = „АМА 2 Му, ТҮРЕ о № 4. М, о №, (16.4. 19) 
М, IN; N, 
— () — Ü — 0 
E T, ЕЯ 
ӘМ i 
pAg; = Fo u” =' "ш н Ë 1 = Ума! 
J k=] 
МК 
Li „М, La „Ма Lu М» 
Laz „Маз L: ОМ. Г о Na, 
В = (Lu „Мз В Ге Nia) 《Lan 十 Loan (Li. „Аз, + Lar aia) 
N N 
Газ s= Ü Газ = 
La „Мал “Г КАРИ La o Na 
La о №.» Өзі? п №, L; «Мо» 
(La а Nae + L. о№ 1} (Lu ЕЕЕ + La o Na) (La oN pa + La o Na? 
Ü “ss Да % 
X] 


(16. 4, 20) 


可 А 
Е Е Ë 
Li = У! Naa ч Li 一 Ў), № ил La = » „Ма “2 
#=1 


=1 
R я 
ü — 
二 та, # — 1 Ё 
La = » №, ЦИ Газ = (>N, иі) | 
$=] k=1 
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„Ма 0 „Мл 9 `". ТЕРЕ 9 
„Мз 0 „Мз 0 ма ТЕРЕ 0 
0 ӨМ, 9 Мел s=. 0 „Ма 


Bu. = 
Ü „Мао 0 o №. ша Ú „М 
М, №, М, 
n" Ü Ü мм 一 0 
МЕ "T T 
D 第 二 类 Piola-Kirchhoff МЕНІ 
оби 0912 0 ü Ü Т 
За 552000000000 с. 
5% = 0 Ü I Жы Ü г 6 = с. 
000 5%, 65, O н 
| ,Ss 
0 Ü 0 Ü Sa 


(2) U. L. 格式 
D WEE 


Ен eN], + [uy 十 ыш), 
Еш == uz, 十 таа) + Cm.) | 


1 ] 
із 一 ра Fiti] 十 plan. ші, Вал 49,2] 


ti 1 (8 
Ем 一 -一 十 -二 
ца. —— 

ті 2 VZ 
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ЕС 


р 
На =B, u 


其 中 


Т 
е = [en Жа 26 із ëg | 


0 Мз 0 Мз ми 0 М аз 
В, = Мі; „Мал „Мел „Мед ми ДМ а ИМ в 


М 0 N: 0 №, 0 
к к= Ё 
T] T] Ti 
IN, ы 
k Ha, è k __ Г 
4%, — 3 ГТ J 4, 27% Ті 一 一 > Ма: 
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(16.4.21) 


(16. 4, 22) 


(16,4, 23) 


(16. 4.24) 


(16,4,25) 


Ма 0 „Мел Ü N 1 $ 
„МА 0 Мер t N pa 0 
1 ... N, 
Ва- | 0045 9 Au 0 š (16. 4. 26) 
9 Му. 0 „Мз ">. 0 N аз 
| № 0 N: о Na 0 
X] 1 +l 


(4) Cauchy ЛЛ | M В 


тү Ti 0 0 0 
т 
То Го 0 0 0 , 
a гы 
Т = 0 0 Та ка Ü т = (16, 4. 27) 
іг з 
000 т, ть O | 
Tag 


0 9 9 Оты 


典型 的 二 维 4 一 8 结 点 单元 的 插值 函数 М,(5-1.,2.--.пұп-А, бе, 8) ИВ ВАК 
标 各 rz 或 (rz 和 自然 坐标 人, 太 之 间 的 转换 均 抑 第 4 章 , 这 里 不 再 重复 。 

现在 可 以 通过 上 述 单 元 矩阵 的 具体 表达 滤 ,比较 非 线性 有 限 元 分 析 中 采用 T. L, Ж 
AA U. L. 格式 在 算法 上 的 一 些 区 草 ， 

D Т.І. 格式 中 的 ;B14 58408 等 矩阵 和 U. L. 格式 中 的 井 , Bu ,等 矩阵 是 一 一 
对 应 的 ,其 中 非 零 元 素 的 分 布 情况 也 基 相同 的 。 不 同 的 是 T. 工 .格式 中 还 包含 初 位 移 应 
FERB’ 并且 它 基本 上 是 注 阵 ,因此 从 这 意义 上 说 在 T. .格式 中 计算 矩阵 
5Bi D; B, ЕТІ, ЖАНЕ ВІ в, 的 工作 量 要 多 一 些 ， 

(2 T. L. 格式 中 插值 负数 的 求 导 是 对 于 时 间 0 位 形 的 坐标 ,这 些 坐 标的 数值 在 整个 
分 析 过 程 中 是 保持 不 变 的 。 而 U. L. 格式 中 插值 陪 数 的 求学 是 对 于 时 间 位 形 的 坐标 ,这 
些 坐 标的 数值 是 随 着 时 间 :而 变化 的 。 所 以 在 T. L. 格式 中 这 些 插值 函数 的 导数 只 需要 
在 加 载 前 计算 一 次 就 可 依存 起 来 供 以 后 各 次 加 载 时 调用 。 而 在 U. L 格式 中 ,对 于 各 次 
加 载 俘 需 重 新 计算 插值 咀 数 的 导数 。 

在 二 维 分 析 中 ,两 种 格式 用 于 求解 的 计算 时 间 一 般 情 况 下 相差 不 多 。 究 竟 选 择 哪 
种 格式 通常 取决 于 所 采用 的 本 枸 关系 的 具体 形式 。 关 于 本 构 关 系 将 在 下 一 节 进 一 步 
讨论 ， 

以 上 列 出 的 二 维 等 参 单元 的 各 个 矩阵 和 向 量 的 表达 式 不 难 推广 到 三 维 等 参 单元 情 
形 ,这 里 就 不 一 一 给 出 了 。 只 是 对 于 大 变形 分 析 中 的 板 壳 类 结构 单元 仍 需 作 一 定 的 
讨论 。 

2. RRE 

极 腕 类 单元 在 大 变形 分 析 中 月 着 广泛 的 应 用 ,例如 薄 蕊 结构 的 大 挠 度 , 届 曲 问 题 采用 
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蓝 经 受 变形 ,所 以 应 采用 壳 元 进行 离散 。 

从 第 11 章 的 讨论 中 ,已 知 在 有 限 元 分 析 中 有 两 类 充 元 。 一 类 是 基于 亮 体 理论 的 党 
元 ,它们 以 中 面 的 位 移 和 转动 作为 场 变 量 , 通 过 壳 体 理论 的 几何 方程 和 物理 方程 ,得 到 胸 
体 中 面 的 广义 应变 和 广义 应 力 , 最 后 利用 在 中 面 上 积分 的 壳 体 能 量 方 程 , 得 到 有 限 元 的 求 
解 方程 。 由 于 壳 蛋 的 几何 方程 和 物理 方程 依赖 于 小 同 应 用 条 件 下 的 壳 体 理论 中 所 作 的 简 
化 和 慨 设 。 也 就 是 说 ,它们 在 不 同 的 元 体 理 论 中 是 有 所 不 同 的 ,这 与 有 限 元 分 析 的 通用 性 
不 太 协 调 , 因 而 不 便于 应 用 。 有 所 以 从 实际 需要 的 通用 性 出 发 ,现在 人 们 更 多 的 是 采用 从 三 
ЕЗ Жл TL T ЗЕ BJ 26 л. 

(1) BAAL 

用 于 线 弹 性 分 析 的 超 参 索 元 已 证 11.5 节 中 进行 了 比较 详细 的 讨论 。 虽 然 它 也 是 以 
中 而 结 点 的 位 移 和 转动 作为 结 点 参数 ,但 不 涉及 具体 的 党 体 理 论 , 因 而 具有 广泛 的 通用 
性 。 三 维 超 参 沉 元 内 的 位 移 场 表 达 式 如 (11. 5. 7) 式 所 示 , 即 


Га, 
= X NE, y) N 
1—1 


w, 


ti А. — š, 


т M — #2, 


十 > NE pt М (11.5.7) 
=] г 


тр 


Ф Въ — Пе 


式 中 各 个 符号 的 定义 已 在 11.5.2 小 节 中 给 出 ,这 颗 不 再 重复 。 需 要 指出 的 是 上 式 成 立 的 
ЖИ а. 应 是 小 量 ,也 就 是 上 式 是 以 中 面 法 线 的 小 转动 为 条 件 , 因 为 在 导出 上 式 时 , 采 
用 了 以 下 的 近似 关系 式 , 即 
cosa, = ] соз} == 1 sing, == 0, sing; z= ñ, 

在 大 变形 分 析 中 ,应 该 允许 中 面 法 线 有 较 大 的 转动 。 为 使 (11. 5.7) 式 所 示 的 位 移 表 
达 陈 仍 保 村 有效 ,应 采用 U. L. 格式 。 每 个 增 量 步 结束 后 更 新 参考 位 形 , 即 重新 确定 单元 
结 点 的 坐标 和 结 点 的 中 面 法 线 方 向 y ,及 与 之 垂直 的 两 个 向 量 " 1, 和 vy ;,。 同 时 限制 载荷 增 
ЖЕЛЕК. {ШЕ sv ЖУ. ІК а), Па 的 增 量 , 即 Ле, 和 AB 足够 小 。 这 样 就 仍 可 
采用 (11, 5.7) 式 的 形式 来 表示 单元 内 的 位 移 增 量 , 即 有 
| Ан; 


Ан Г, 一 


一 ер | Ат, 十 Ум. (E, pE — “m; 网 
Aw 7 (Ат, 中 而 т — fix м 
(16,4, 28) 
ҚЫ д АЯУ, СА, тъ Зама Сі, ma ny) 是 在 前 一 增 量 步 结束 时 的 


位 形 中 定义 的 。 为 使 此 种 单元 能 用 于 每 一 增 量 步 内 允许 Ло, 和 AB 较 大 的 情况 ,可 在 上 
APSA Ла, 和 AR DART., REO R LARAN 
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‚Ан | и, Г, — 24 
т | т t, | ‚ Аа, 
до|- N.E Ао, - Мы; ты ms |, 
AW, Ат | 中 面 пъ па 
Чы. | 
ааа ҮЗІГІ (16. 4, 29) 
LE _ 


ААА ОКТАВИАН ШЕШ Ор E ESHU F ЕЕ 


H ы, 


一 SON, (Ey) 


к= 1 


+ Умр EF, (16.4. 30) 
?一 】 


М, 


Ч ЧО: |р 
其 中 F, жа, A Яр, Hi а, ЖІВ, 的 次 序 不 能 志 换 , 则 对 此 非 线 性 函数 F, , w Я! 
БИМЕН. 


情况 А: Ша-В 次 序 转 动 


Е, = Fñ — sina со“ авто | eosa cosd — 1) t, (16. 4.31) 
情况 В; 按 А,--а, 次 序 转动 
Е, = ЕР = спос, cosa зіп, (соза,созЙ, — 1) Z, (16.4. 32) 


H + =, Tl B, КГР ABE Н.А. uj ЕН КӨТ КИЛЕ. 5) A 55 е ЕА, И 
情况 C. 这 时 


F. = К = y (F + Е?) (16. 4. 33) 


实际 计算 表明 ,采用 FSF 的 方案 ,对 于 各 种 不 同 的 结构 和 爱 力 情况 均 能 取得 好 的 
R., ЖА Е, = Е sk Е, = F? , 则 可 能 在 某 些 特定 情况 ,不 能 得 到 收 全 的 结果 ， 

虽然 位 移 表 达 式 采用 (16.4. 29) 或 (16.4. 30) 式 ,可 以 用 于 大 转动 情况 ,但 由 于 位 移 表 
达 式 是 非 线 性 的 ,使 得 整个 分 析 的 表达 格式 相当 复杂 .因而 不 太 便 于 应 用 ， 

(2) ЖАУА H ERL 

W T 383 26 JÚ BS) и ФИНН £) ñ ЕМ ЛЪЖА U. L. ЖАИ Т.І. Ж 
式 ,都 带 来 不 便 ， 因 此 采用 11.6 节 讨 论 过 的 相对 自由 度 壳 元 无 疑 是 一 种 有 实际 意义 的 替 
代 方 案 。 因 为 它 本 质 上 仍 是 三 维 等 参 实 体 元 ,但 林 引 人 转动 自由 度 , 因 此 就 不 受 转 动 大 小 
的 限制 。 实 陈 的 计算 结果 证 实 了 这 种 单元 在 帝 体 结构 大 位 移 天 转动 分 析 中 的 有 效 性 , 详 
细 可 参见 第 11 ALAL], 


16.4.3 方程 解法 


1. ВЛИЯН 
基于 线性 化 处 理 后 的 虚 位 移 原 理 (16. 3. 24) СТ. L. Қат) (16. 3. 25) (U. L. 格 
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式 ? 娃 立 的 有 限 元 矩阵 方程 (16. 4, 3) 或 (16. 4. 11) 式 仅 是 对 于 每 一 时 间 步 长 应 求解 的 非 线 
性 方程 416. 3. 14) 或 (16. 3.21) 式 的 近似 。 由 于 系统 的 非 线 性 性 质 ,线性 化 处 理 带 来 的 误 
差 可 能 会 导致 解 的 深 移 成 不 稳定 。 因 此 前 一 章 中 所 采用 的 Newton-Raphson ЖҮККЕ 
Newton-Raphson 证 代 洒 于 求解 (16.4. 3230016. 4. 11) 式 也 将 是 必要 的 。 如 果 采 用 煤 正 
Newton-Raphson 28 ft . Ш] 
Е Т.І. МАР ЕКЕ КЕТТЫ! 

СК, Kyu Аш“ - "50 чуко (F= 0,1,2,0 (16. 4. 34) 

其 中 
matu мы | ди 

应 当 指 出 ,对 于 :一 和, 上 式 相 当 于 (16. 4.3}) 式 , 即 


Ди =u ОНЯ — ЯДРО Ip 
等 效 于 单元 应 力 的 结 点 力 向 量 " 和 FP? 是 由 | “S28 “eoody 计算 得 到 ,上 标 (四 表 
示 应 力 和 应 变 是 搞 王 > 计算 的 。 因 为 
б є, = 7-08, иа дом. ш, баш, +С уш, бош) 
所 以 
нем pun - |, ез ВОТ ем фо 0 dy (16. 4, 35) 


Афв + б 对 于 一 维 单元 分 别 相应 于 (16.4. 30) 和 (C16, 4. 34) 式 中 的 ;B， 和 '$， 
ІНЕ TT] Ж "u + ЖБ. 
ТЕ U. L. ЖОР, ЖЇК КО 


СК, БК) ли < 990) зр (4--0,1,2,--) (16. 4,363 
PIE Шш | 990 де? дуо 计算 得 到 , 即 
H- к 3 
еме 一 | А aet F ге r (n ны ТАИ (16, 4. 37) 


Ві? вето Рав (16.4, 25) #1016. 4. 27) 式 的 В, Ят. 。 但 是 它们 是 按 
"vu 中 计算 得 到 的 。 


2. 动力 分 析 


对 于 忽略 阻尼 影响 的 动力 分 析 ,T.L. 格式 和 U. L. 格式 的 求解 方程 已 在 (16. 4. 15) 
1616. 16) 式 中 给 出 。 原 则 上 说 ,线性 动力 分 析 问 题 的 求解 方法 都 可 以 用 于 现在 的 情 
bu. 但 由 于 现在 求解 方程 中 刚度 和 拖 阵 依赖 主 变 形状 态 , 央 此 带 来 了 区 别 于 线性 动力 分 析 
的 一 些 特点 ,现在 此 给 予 简要 的 讨论 。 

(1) 显 式 时 间 积 分 

应 用 中 心 差分 法 求解 线性 动力 分 析 问 题 ,由 于 方程 建立 于 时 间 z, ВВ ВИ RE SE PE K A 
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出 现在 时 间 递 推 公 式 (13. ОҚЫ. ЖЕНЕ. T. L. Жаз U. L 格式 的 中 
心 莹 分 法 的 递 推 公式 可 分 别 表 示 如 下 ; 


T.L. HA 
l Mu Е Моц зц) (16. 4, 38) 
Ле Ar 
U. L. ë x` 
BJ i| x — 1 _ f м г. __ ü: 
М и = Е + 62 ч и) (16. 4. 39) 


И ЕНЕ Æt ШЕ ЖКА Ji BJ ТИН t ARRA tu 等 按 (16. 4. 6) 
和 (16, 4. 14) 式 分 别 算出 。 用 显 式 时 间 积 分 方法 求解 非 线 性 动力 问题 的 优点 是 每 一 增 景 
中 不 需要 重新 形成 和 分 解 非 线性 刚度 矩阵 ,同时 也 不 需要 进行 选 代 。 应 注意 的 是 由 于 每 
一 增 量 步 中 ,系统 的 刚度 是 变化 的 ,因此 用 以 确定 中 心 凑 分 法 临界 时 间 步 长 At 的 系统 最 
小 特征 局 期 T. 也 是 变化 的 。 不 过 通常 情况 下 , 按 弹 性 刚 产 年 阵 计算 得 到 的 工 . 偏 小 。 所 
以 由 它 确定 的 Az., 用 于 全 求解 过 程 可 以 偏 于 安全 ， 

(2) 隐 式 时 间 积 分 

应 用 Newmark 方法 求解 线性 动力 分 析 问 题 的 递 推 公式 已 在 (13. 3. 16) 式 给 出 。 用 
于 现在 的 情况 ,由 于 出 现在 方程 左 端 的 刚度 算 阵 有 是非 线 性 的 ,需要 送 代 求解 。 当 采用 
mN-R 选 代 法 时 ,Newmark 方法 的 递 推 公式 可 以 表示 如 下 ， 


T. 上 .格式 
1 ғ 1 m l- 1 1 бы; Ё 
(к. Км + е М аи - “0 一 ƏК“ -M| дас“ и“ -и) 一 
1 z _ 1 __ r. 
ал Ë (5: 14) (16,4, 40) 
U, L. 格式 
I 1 
: К GP аур РАМО __ — (rh у — 
(К-К. + М ли Q HSF M зле" u? ш) 
здра (961) ] (16. 4. 41) 
ад? да ` 


AERA F Н АЕ? 分别 如 (16.4.357 和 (16. 4.37) 式 所 示 。 隐 式 时 间 积 分 的 
每 一 增 步 步 中 需要 进行 选 代 , 直 至 满足 收 钱 准则。 同时 每 一 增 量 步 (mN-R 迭代 法 ) 或 每 
次 迭代 CN-R 选 代 法 ?需要 重新 形成 和 分 解 刚 度 矩 阵 ， 这 是 区 别 于 显 式 时 间 积 分 方法 的 

(3) ЖЫНЫ: 

ЕТЕ ЕЖ ФЕН ИЕ АКЕ ЖЕН НИЕЯБНЖ Ж ЖШ EL КЕТЕ 
的 。 为 将 操 型 和 加 法 用 于 非 线 性 分 析 ,原则 上 应 根据 每 一 个 增 量 步 起 点 的 刚度 矩阵 和 质 
ЖЕРЕ, PPK 和 M( 通 常 可 认为 M 不 依赖 于 变形 ) 求 出 适用 于 此 增 量 步 的 固有 振 型 ,然后 
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对 此 增 量 步 用 振 型 秋 加 法 求解 。 ШЖ ХУШ ЕЕ ТИИ ТЕ, И Н ШЫН r Te ti 
释 加 法 用 于 线性 分 析 情 况 时 带 来 的 好 处 。 所 以 对 于 非 线性 动力 分 析 , 只 是 在 要 求 进 行动 
力 分 析 的 持续 时 间 较 得, 且 动 力 响 应 中 包 人 党 的 振 弄 相当 少 的 情况 ,考虑 采用 振 型 要 加 法 才 
是 适宜 的 。 


1644 ”平衡 路 径 的 追踪 和 载荷 步 长 的 选择 


和 材料 非 线 性 问题 相 比 ,几何 非 线 人 性 问题 有 更 为 复杂 密 样 的 载荷 -位 移 的 平衡 路 字 。 
图 16.4 所 示 是 形状 和 边界 条 忻 对 称 的 篇 壳 ( 拱 ) 类 结构 受 对 称 压 力 时 的 一 般 特 性 表现 。 
BAPA В.С д Е 点 称 为 载荷 控制 的 极 值 点 ,其 中 B 点 和 下 点 是 不 稳定 的 极 值 点 。 
HRANE B 点 后 车 继续 增加 ,位 移 将 疾 速 地 突然 跳跃 到 D A. ХӘН ЖОН кан 
过 “(snap-through) 或 位 穆 跳 瞩 。 这 是 扁 沉 ( 拱 ) 受 压 时 的 上 典型 表现 。 在 扁 沈 ( 拱 ) 受 压 的 
试验 中 , 当 上 压力 增加 到 一 定 的 临界 值 (8B 点) 时, 扁 壳 ( 拱 } 将 失去 稳定 ,接着 发 生 曲 率 反 向 
过 届 曲 现象 (中 心 点 的 垂 家 位 移 % 从 B 点 突变 到 号 点) ,然后 随 荐 载荷 的 增加 ,位 移 沿 
D— E 曲 续 继续 增加 。 娩 中 的 上 点 各 态 点 称 为 位 移 控 制 的 极 值 点 。 这 意味 著 如 果 利 用 
位 移 控 制 的 方法 ,使 载荷 -位 欧 曲 线 越过 下 点 , 则 到 达 人 如 点 以 后 载荷 将 疾 速 下 降 到 了 点， 
这 种 现象 也 称 为 “ 疾 速 跳 过 ” ,或 称 为 载荷 跌落 。 它 表明 位 移 增加 至 其 极 什 点 如 点 ,载荷 
将 疾 速 跌落 到 了 工 点 ,然后 载荷 -位 移 曲 线 沿 LI RERE, 

在 几何 非 线 人 性 分 析 中 ,虽然 通常 只 需 得 到 对 应 于 B 点 或 下 点 的 临界 载荷 。 但 是 如 果 
能 仍 踊 完整 的 载荷 -位 移 路 径 ABCDEFGHI ,将 可 以 预测 试验 中 的 位 称 跳 肤 或 载荷 跌落 
等 的 “ 疾 速 跳 讨 "现象 ,显然 这 有 着 重要 的 理论 和 实际 意义 ， 
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16.4 郊 何 非 线性 问题 载 项 -位 移 路 径 的 一 般 特 性 


面 对 儿 何 非 线 忻 问题 载荷 -位 移 路 径 的 复杂 性, 在 15. 5. 2 小 节 所 讨论 的 载荷 增 量 步 
长 日 动 选 择 的 方法 , 仍 不 能 胜任 追踪 全 路 径 的 任务 。 虽 然 在 规定 “本 步 刚度 参数 ”变化 量 
以 控制 载荷 增 量 的 方法 中 ,提出 了 用 在 增 量 步 中 不 进行 选 代 的 方法 以 绕 过 载荷 控制 极限 
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点 (因为 该 点 刚度 阵 奇 措 ,无 法 进行 选 代 ) ,但 将 带 来 较 大 的 误差 。 至 于 规定 某 个 结 点 的 位 
移 增 基 以 确定 载荷 增 量 的 方法 ,虽然 比较 适合 于 计 工 极 值 载 篆 和 由 载 倚 控 制 的 位 移 跳 牙 
现象 。 但 是 对 于 由 位 移 控制 的 载 桨 跌落 现象 ,此 法 人 切 不 能 应 用 。 为 此 在 本 章 再 介绍 一 种 
近 十 多 年 来 被 三 泛 研 究 和 应 用 的 方法 :广义 红 长 法 。 现 介绍 其 中 一 种 较 一 般 的 形式 。 
此 法 所 涉及 符号 及 表达 式 和 15.5. 2 Лу “ЭЖ ЖЕ ЖЛ АНОН ЫЙ yE SK A 38 
量 “的 方法 基本 上 相同 ,只 是 控制 载荷 因子 增 量 的 约束 条 件 是 用 下 式 代替 前 一 方法 中 的 
《15.5.30) 式 , 即 
ар (УМ p tm — p) + Apt F + Гаа" miq) 十 ла” [Са --а) 十 Ла“ | — (AD? 
(16. 4.42) 
式 中 A 是 弧 长 ,“ 是 比例 因 村 ,由 它 调节 载荷 增 量 和 位 移 增 量 在 弧 长 A 中 的 作用 , 它 对 
珀 长 法 的 总 体 性 能 有 很 大 的 影响 。 现 推荐 下 述 3 种 情况 。 
(1) ax 一 1, 这 时 (16.4.42) 式 表示 为 
(ESP р) БАр Са а) + Да“ Са" а) + Aa] = (АР! 
(16. 4, 43) 
这 就 是 Crisfield 所 出 的 球面 强 长 法 ”, 在 Aa~~ 记 自 出 度 系统 中 上 式 代表 广义 的 球面 方 
程 。 对 于 单 自由 度 系 统 ,在 用 mN-R 迁 代 求解 时 的 示意 如 图 16.5 所 示 。 


а 


图 10.5 ЖШапМ-КИН А ЕЕЕ К 


(2) og 二 0, 这 时 (16, 4, 42) 式 表示 为 
(а а) Бла Са? а) H Ла ) = (AD: (16. 4. 44) 
这 也 是 Crisfiela ЕНІМ, НЕ Aa~ 彦 自由 度 系统 中 上 式 代 表 广 义 的 圆柱 面 的 方程 ， 
所 以 此 法 又 称 柱 面 弧 长 法 。 
(3) a=S,,sK h S, 是 (15. 5. 20) 式 表示 的 Bergan 的 本 步 刚度 参数 。 由 于 S, 在 求解 
过 程 中 是 变化 的 ,因此 现在 的 弧 长 法 将 随 结构 出 度 的 变化 ,而 可 能 趋 近 于 球面 弧 长 法 或 柱 
НИКИ. L MPK NES УД КЕ. 


第 16 章 ”几何 非 线性 问题 
将 (15. 5,33) 式 表示 的 Ла „ВВ 
Ла” = ла" + Ap а 
代入 (16.4.42) 式 ,可 以 得 到 求解 Aa 的 二 次 方程 。 解 之 ,如 出 现 虚 根 , 则 AZ 减 半 重 新 进 
行 本 增 量 步 的 计算 。 如 得 到 两 个 实 根 , 则 应 取 使 
Ô = [req (m а ta а Ад + Ap a, | (16, 4, 45) 

较 大 的 Ар". НЕЕ ЕКИ Ek E УГ ИЯН--КЕК ЕЖЕЛ, 
ЕЖЕН ЕТЕ. 18 ЖЕТУ L fE BH , ҢЫ F A E B ЕТА Л ЕНЕ ,很 难说 以 上 a 不 
同 取 值 的 3 Fh 20, ЗЕНОН ЖАГ. TB ао 的 柱 面 弧 长 法 具有 较 好 的 普遍 
适应 性 ， 

KT ARER ANER P A 的 规定 以 及 具体 计算 步骤 ,与 15, 5.2 小节 中 的 
“规定 某 个 结 点 的 位 称 增 量 以 确定 载荷 增 量 ”的 方法 相 类 似 , 这 里 不 再 重复 。 需 要 指出 的 
в, {ЕРУ RJ] ЯД КИЕН, ШЖ Т ЖТ ЕЛЕ] Ai, 在 规定 的 近代 次 数 内 选 代 不 收 化 ,可 


Ил 作为 新 的 АГ 重新 开始 迁 代 求解 。 


最 后 还 应 指出 两 点 ， 

山 厂 义 弧 长 法 中 ,(15. 4. 42? 式 的 堪 端 各 位 移 项 ”am 和 Aa'" 已 经 无 量 纲 化 处 
理 , 以 保证 与 无 量 纲 的 载荷 系数 Ур” Ир 和 Ap'” 相 协调 。 即 原来 的 各 位 移 项 已 被 除 以 
ма! -( ма)“, Кт Ва ЕЦЩО 作为 初始 载荷 向 量 求解 得 到 的 位 移 向 量 。 

D 图 16.4 所 示 的 载荷 -位 称 路 径 是 仅 了 包含 极 值 型 临界 点 的 连续 变化 曲线 。 实 际 结 
构 的 载荷 -位 移 路 径 常 常 还 包 舍 着 分 叉 型 的 临界 点 。 这 涉及 分 叉 临 界 点 的 寻找 和 分 叉 路 
径 的 处 理 癌 题 。 这 将 在 16, 6 节 结 构 稳 定性 和 和 屈曲 问题 中 进行 讨论 ， 


16.4.5” 依 束 于 变形 的 载 苟 "" 


到 现在 为 止 ,都 是 很 设 载 荷 是 不 依赖 于 物体 的 变形 状态 的 。 因 此 在 实际 计算 中 ,每 一 
时 间 分 步 的 外 载荷 可 以 在 增 量 分 析 开 始 之 前 就 已 经 计算 出 来 并 储存 于 硬盘 中 。 但 是 在 结 
构 产 生 大 位 移 或 大 变形 的 情况 下 ,有 时 需要 考虑 外 加 载荷 是 依赖 于 变形 状态 的 “跟随 载 
荷 ”。 在 这 种 载 舍 形式 中 ,最 常见 的 是 压力 载荷 。 相 应 于 此 种 情况 ,时 间 :- Az 位 形 的 微 
EE AdS f h) ТАЈ l ЖУ 

ат, =+" p му meds (16. 4. 46) 

В, ер ЕМІН: А ОВ КК ЕД. “у, 是 时 间 1 十 A 位 形 的 外 法 线 向 量 w 的 上 分 
Е. 

利用 (16. 2. 28) 式 所 示 的 转换 关系 ,在 工 .L. 格 式 中 ,载荷 本 表 示 为 


J 
пе dS 一 一 = Шы: ПАХ 9,945 (16,4,47) 


то а сас ола wm ar то 一 r re --- = 一 一 - 641, 


642. С = ВО 专题 部 分 
ЖОЛ, 格式 中 ,载荷 则 可 表示 为 
tag 148 = до нар ‚ул 9/45 (16, 4. 48) 


FA 
Ë 


需要 指出 ,以 上 两 式 中 都 包含 着 >*p 和 对 上 十 和 EB АЕ т, 的 导数 ,而 6 ЖИ “т, 
本 身 都 是 符 求 的 未 知 量 。 因 此 实际 计算 中 只 能 对 它们 采用 平衡 选 代 , 邵 在 每 次 选 代 中 ,将 
(16. 4,477 和 (16.4.481 式 所 衣 示 的 载荷 项 分 别 改 写 为 


а” _ _ 
一 和 3 JFET. LR) (16. 4. 49) 
和 
tp dS (对 于 U L. АА) (16.4 50) 


其 中 石上 标示 示 选 代 的 位 形 。 昌 然 这 两 种 榈 式 的 近似 性 是 相同 的 ,但 考 碟 到 在 U. L. 
格式 中 ,每 一 时 间 步 长 的 迭代 过 程 中 本 来 就 需要 重新 计算 ”> ME V aS ,因此 计算 依 
赖 于 变形 的 画 积 载荷 不 至 于 增加 太 多 的 工作 晤 。 所 以 对 于 载荷 依 若 于 变形 的 情形 ,采用 
U. L. 格式 通常 更 为 有 效 ， 


165 大 变形 条 件 下 的 本 构 关 系 


上 节 导 出 的 增 量 有 限 元 求解 方程 (016. 4. DRCT. L. 格式 } 和 16. 4,11) 式 (UL Ж 
式 ) 原 则 上 可 以 用 于 任何 一 种 类 型 的 材料 本 构 模 型 。 当 运 几 这 些 方程 于 具 休 问题 时 ,首先 
需要 确定 用 以 联系 应 力 和 应 变 的 材料 本 构 张 量 ,DD,. 或 ,D,,,。 正 如 在 前 一 章 的 讨论 中 所 
见 ,在 包含 材料 非 线性 的 有 限 元 分 析 中 ,在 每 一 增 量 步 的 每 次 选 代 前 ,需要 计算 出 每 一 积 
分 点 本 构 张 量 的 数值 ,以 形成 刚度 矩阵 。 在 从 求解 方程 解 得 位 移 增 量 以 后 ,需要 根据 应 蛮 
增 基 ,再 利用 本 构 张 量 计算 出 应 力 增 量 以 及 应 力 年 阵 和 应 力 向 量 ,为 转 和 人 下 一 增 量 或 选 代 
做 好 准备 。 问 题 是 在 大 变形 情况 下 ,本 构 关 系 的 建立 比 单纯 材料 非 线 性 情况 需要 给 予 更 
多 的 注意 。 

我 们 知道 ,在 等 温 或 绝热 条 件 下 的 小 变形 线 弹 性 情况 ,应 力 应 变 关 系 可 以 用 以 下 3 种 
等 效 的 方法 进行 描述 ” 。 


Ф с, 一 Р, (16,5,1) 
aw ] 
(2) О ЭЕ Ұ-- Dyu Е, Ем (15. 5, 2) 
n 
да, | де, 
% 52 =, (16,5, 3) 


其 中 ,名 是 工程 无穷 小 ) 度 变 , 即 总 = ща + ща) W ВЕ ВЖ; ЖЕЕ Ри 
是 常数 张 量 ,和 它 可 以 依赖 于 温度 ,但 独立 于 应 力 或 应 变 , 对 于 备 向 间 性 的 线 弹 性 材料 , 则 有 
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` i t 
ун = 200,2, Ku T Š ) 


数学 上 将 以 上 描述 推广 证 小 变形 线 莘 性 以 外 的 情况 ,但 仍 保持 “弹性 ?的 概念 ,可 以 得 
到 3 种 不 再 等 效 , 实 际 上 是 3 种 具有 不 同 程度 普遍 性 的 本 枸 关系。 连续 介质 力学 中 将 它 
们 分 别称 为 弹性 telasticity) , 超 弹性 (Chyperefasticity 和 拟 弹 性 (hvypoelasticity)。 现 结合 
实际 结构 变形 ,材料 性 奈 以 及 有 限 元 分 析 的 特点 ;对 它们 进行 具体 的 讨论 。 

首先 应 该 指出 ;在 实际 的 分 析 中 ,从 结 物 变形 特 太 考 虑 ,可 以 将 大 变形 问题 进 - 步 区 
分 为 两 类 问题 , 即 太 位 移 ,大 转动 ,小 应 变 问 题 和 大 位 移 . 天 转动 ,大 应 恋 问 题 。 前 者 例如 
竹 壁 板 孝 结构 的 大 挠 度 和 后 屈曲 问题 。 其 特点 是 尽管 位 移 和 截面 的 转动 相当 大 ,但 应 蛮 
很 小 ,其 至 还 保持 在 材料 的 弹性 上 应变 范围 之 内 。 后 一 类 问题 诡 别 于 前 者 的 特点 是 应 变 很 
大 (以 后 简称 这 类 问题 为 天 应 变 问 题 ) ,例如 金属 的 成 型 ,橡胶 型 材料 的 受 力 等 都 属于 这 类 
问题 * 尽 营 像 腕 型 材料 仍 保持 为 弹性 )。 从 材料 特点 考虑 ,实际 问题 又 可 以 区 分 为 弹性 癌 
题 箱 非 弹 性 癌 题 。 前 者 的 应 力 和 应 蛮 之 间 有 一 一 对 应 的 关系 ,而 且 不 依赖 于 变形 的 历史 ， 
前 一 章 讨 论 的 包括 印 载 阶段 的 材料 弹 塑 性 变形 和 旺 变 变 形 即 是 非 弹性 问题 最 经 党 时 到 的 
两 种 具体 情况 。 当 对 大 变形 情况 下 的 结构 变形 和 材料 性 质 的 不 同 特点 了 解 了 以 后 ,就 可 
以 比较 方便 地 具体 建立 适合 不 同 条 件 下 进行 实际 分 析 的 本 构 关 系 。 


1651 大 位 移 、 大 转动 、 小 应 变 情况 


及 面 的 讨论 指出 ,Kirchhoff py ЛК BIS, 有 Green 应 变 张 量 ;e, 是 不 随 材 料 微 元 的 刚 
体 苇 动 而 变化 的 客观 张 最 ,在 小 应 变 情况 下 ,它们 的 数值 就 等 于 十 程 应 力 s, ЖП Т. BL hu ЛЕ 
s,。 因 此 可 以 方便 地 利用 它们 来 建立 现在 情况 下 的 本 构 基 系 。 曾 旦 可 以 进一步 将 以 前 各 
章 中 已 建立 的 弹性 本 构 关 系 和 非 弹性 本 构 关 系 直接 用 于 现在 的 情况 ,只 需 将 其 中 的 上 和 
е, ЛЇЇ ТЕШ. S; Alie, 代替 即 可 。 
1. 弹性 
05, = Он бё, (16, 5. 4) 
НФР, ЖЕҢ ЖА КШ. в ЖЕН ДААП г, 相同 , 它 包 含 的 弹性 常数 仍 是 
小 变形 条 件 下 通过 试验 确定 的 玉 ,v 等 。 由 于 现在 的 分 析 中 ,通常 采用 如 (16. 3. 22) 和 
(16. 3.23) 式 所 孙 的 增 量 形式 ,此 时 需要 利用 切线 本 构 张 量 。 因 为 iD, 是 常数 张 量 , 所 
以 有 
Од =4 Dyu = Бім (16.5.5) 
2. 非 弹性 
为 适应 非 弹 性 分 析 的 一 般 情况 ,通常 采用 增 量 型 的 本 构 关 系 , 邯 
до, = „При дЕн (16.5.6) 
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其 中 ,diS, 和 和 diss 分别 是 Kirchhoff 应 力 张 量 和 Green ЛОЗЕВО so Dau ЖЕ ЇН] 上 位 
形 的 .并 参考 于 时 间 0 位 形 的 切线 本 构 张 量 , 它 是 Kirchhoff 应 力 张 量 和 Green ЛУКЕ 
的 耳 数 。 对 于 漳 塑 性 变形 情况 ,D, 和 前 一 章 讨 论 的 单纯 材料 非 线 性 情况 在 形式 上 完全 
相同 ,只 是 用 i;S, 和;e; 代 苦 了 其 中 的 工程 应 力 和 工程 应 变 。 以 各 向 同性 硬化 材料 为 例 , 它 
көбей 
Ол = Ры — o Dia (16. 5. 7) 
其 中 
Бы = 2G (4 04 + тър? „дъ | 
Dh, = ны нше 
0 (弹性 加 载 或 卸载) 
上 式 中 ,iS, 是 时 间 t БК Kirchhoff бу НО КЕ, SHERE E, 是 从 材 硅 单 向 受 力 试验 
得 到 的 工程 应 力 - 应 变 曲 线 得 到 的 。 
和 上 述 本 构 关 系 相应 的 届 服 加载) 函数 和 流动 法 则 也 应 表示 成 Колон 应 力 张 量 
和 Green ЛЕЛЕ ЗК АЧ ра Ж, Вр 


'FOS,, p) = 1-15, 5, ToC) = 0 (16.5.8) 


ЧЕ = “дд 2 


(16.5. 
376 6.5.9) 


Е 955,515, NM. HHLA 


_ 1 _ і 2 1/2 
1 1 
06р 一 | а зер 一 | (34 Е а 26? 
ü ü 


+ 
h 5, а (Е, 


ЧА = об в GG ЕР 


S, =, “- =. Ó 5,0, 


对 于 其 他 硬化 情况 ,可以 列 出 和 (16.5.7) 一 (16.5.9? 各 式 相 应 的 表达 式 , 这 里 不 一 一 
列举 。 

从 以 上 讨论 可 见 , 对 于 大 位 移 、 大 转动 .小 应 变 情形 ,本 构 关 系 中 的 ;S, ЖІ, 都 是 参考 
于 时 间 +=0 的 位 形 度量 的 ,因此 对 于 此 种 情况 分 析 采 用 T. L. 格式 是 一 种 既 自 然 双 合理 
的 选择 。 也 就 是 将 (16. 5. 7? 式 所 表达 的 本 构 张 量 代 人 T. L. 格式 经 组 性 化 后 的 虚 位 移 原 
理 (16. 3. 24) 式 ,再 进一步 有 限 元 离散 , 即 可 形成 有 限 元 求解 方程 (16. 4. 3) 式 。 

3. 不 同 参考 位 形 间 本 枸 关系 的 转换 

如 果 在 实际 分 析 中 ,有 必要 采用 U. L. 格式 ,这 时 则 应 有 与 之 相 匹 本 的 ;Dyw AD yer 
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它们 可 以 通过 对 已 知 的 iD,s Ж D. ЖТ ЕМЕ, E ti S, Нета Mie, Ни ін 
的 关系 式 (16. 2. 30) 和 (16,2.12) 式 代入 (16.5.4) 式 , 即 可 得 到 联系 欧 拉 应 力 张 量 'r, 和 
Almansi ЛЯЖА Е ДУ ЖЕУ С Ж т, 


т, 一 РІ Жы (16. 5. 10) 
其 中 
D. = 7 aim 028, n D anpa КҮ К (16. 5. 11) 
ке ЖЕ: ‚|| 以 通过 以 下 转换 得 到 Ры 
') 
ЖЕҢ 一 кР rE pun D мам НЕДА НИ (16, 5, 12) 


为 得 到 Ро. ;可 以 根据 导出 5S, Ят, Ки, 和 全 4 之 间 关 系 的 原理 ,并 利用 (18. 3.10), 
(16.3.18) 和 (16. 3.19) 等 式 ,导出 以 下 关系 式 ， 


2224 1 
oi == оь, а.б, абы 


(16. 5, 13) 
D 
ба S ра pË ЕМ 
и 
1. НІ 
05, 一 P бк, „Зи 
| (16.5.14) 
y = 20 TA Ж, ғазы 


МИ КЁ пр, зо.) 和 和 ,en К.5, HS a ГІНДЕ е, Же, KS, Ят, 之 ІН 完全 相 同 的 
RM RR AE Dyu AD nap Z AEF EE i Dou 和 !D;nw 之 间 完全 相同 的 转换 关系 , 即 


12 ы 一 4. „тм ОЛ, н n Р, КГ Жы (16, 5, 15) 


г 


前 要 招 出 ,以 上 列 出 的 转换 关系 式 , 是 按 大 变形 - 艇 情况 导出 的 。 当 用 于 小 应 变 ,由 
于 ppssl, 凡 上 各 式 仅 反 映 材 料 发 生 刚 体 转 动 时 引起 的 变化 。 如 果 材 料 是 各 向 同性 的 ， 
则 本 构 关 系 不 依 束 于 方向 的 变化 ,这 时 应 有 


П 
_ Ро n ua nn 
ТӘН т {р Eam ОС Тул D „ару Бра Elg (16, 5, 15) 


Dn = Dye „Ром = „Ром (16,5. 17) 
并 因为 材料 是 线 弹 性 的 ,本 构 关 系 是 常数 张 量 , 所 以 进一步 有 
本 (16.5, 18) 
1652 大 应 变 ( 包 含 大 位 移 、 大 转动 ) 情 况 


1. 弹性 
例如 橡 腔 类 型 材料 在 受 力 过 程 中 常常 产生 很 大 的 弹性 变形 。 对 于 此 类 大 变形 情况 ， 


aan 645, 
кыым» Ра 
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在 连续 介质 力学 中 用 超 弹 性 米 表 征 这 种 材料 特性 。 些 时 假定 材料 的 应 变 能 密度 函数 
Мо EE Green КУЛУ Бе, 的 非 线性 范 数 ,通常 表示 成 应 变 不 变量 的 画 数 形式 。 例 
如 ;常见 的 Mooney-Rivlin 材料 的 应 变 能 密度 函数 如 下 所 示 
Му = СО —3)+C GL 3) h=] (16.5. 19) 
其 中 ,C, 和 C. В Й, (21.2.3) ЕҢ Cauchy-Green 应 变 张 量 的 分 量 С, 表示 的 
不 变量 Вр 
th 一 Cu Ре КВ; -CC $I = де С, | 016.5. 20) 
式 中 
Cy oT 0А, 
= ] ATH E EAH ЖАА. Ж Ep (16.5.2) НЕЕ. ум = h 
Kirchhoff Mi Jj sk aS, , Вр 
„г 
sS, = Er (16.5.21) 
为 了 得 到 切线 本 构 张 量 ,P ,可 将 上 式 在 时 间 РІНЕ Taylor 展开 ,并 取 至 一 次 近 
似 , 就 可 以 得 到 


10004 J: W 
99, = P тер Tep "™ (16. 5. 22) 
将 此 式 和 (16, 3. 22) 式 对 比 , 可 以 得 到 
a Dg 一 "о лә (16. 5. 23) 


以 上 讨论 的 本 构 关 系 是 建立 于 Kirchhoff 应 力 张 量 ;S， ЖІ Green 应 变 张 量 je 或 它们 
82985,5, 和 ,ev 之 间 的 。 在 前 血 已 经 知道 ,在 大 变形 情况 下 ,4S, 和 5ew 都 是 不 随 材料 微 元 
刚体 转动 而 变化 的 客观 张 量 , 因 此 在 弹性 分 析 中 选用 与 上 述 本 构 关系 相 匹配 的 TL. 格 
起 是 一 种 自然 且 合 理 的 选择 。 

2. 非 弹 性 

前 述 大 位 移 、 大 转动 .小 应 变 情况 ,对 于 非 弹性 材料 例 旭 塑性 材料 ,通常 是 指 累 积 塑性 
пасе | (Ване) со 的 情况 如果 i5*>2%, 则 应 属于 大 应 变 情况 ,在 


此 情况 下 S, 和 ss, 在 数值 上 不 等 于 工程 应 力 和 工程 应 变 , 也 不 便于 直接 度量 ,因而 不 便 
于 用 来 确定 本 愧 关系 中 的 材料 常数 。 在 大 应 变 材 料 单 轴 试验 中 便于 应 用 的 是 由 真 应 力 
( 即 欧 拉 应 力 一 力 / 现 时 面积 ) 和 真 应 变 ( 即 对 数 应 变 一 In( 现 时 长 度 / 原 始 长 度 )) 给 出 材料 
Пу ЕНЕ ,如 图 16.6 所 示 。 

在 前 面 已 经 指出 ,Jaumann 应 力 速率 张 量 4;! 和 应 变速 率 张 量 %, 在 物理 上 分 别 代表 真 
应 力 速率 张 量 和 真 应 变速 率 张 量 ,所 以 在 大 应 变 情况 下 ,采用 联系 人 5! 和 4 ,的 本 构 关 系 是 
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HMJ 
а 


AWE E 
图 16.6 材料 真 应 力 - 真 应 变 曲线 
一 种 合理 的 选择 。 和 它 可 以 表示 为 
l = Di ‘en (16, 5.24) 
和 前 面 小 应 变 情况 列 出 的 各 式 相 类 似 . 可 以 列 出 太 应 变 情况 的 各 个 表达 式 , 只 是 其 中 的 
5, 和 die, 被 ‘ry 和 d ,es 所 代替 。 对 于 各 回 同 性 硬化 材料 ,有 


Diy - ба - Dw (16. 5. 2) 
其 中 
еы = 208, ë, Б кенті дь | 
тұсты 
Diu = даа жыды 
0 (АЙЛИ Е 
Бет, 1 ту - С, (16. 5. 26) 
d'et = ‘dA 9 Е (16.5. 27) 
а Т, 
шю н %,- | (Заа) 
аз 
А = Ty d'ey o 


(2/9502 /G GG x E, ) 

BEAP, r; ЕМІН! ВКЛ H By thak В ВЕ Е, 是 从 材料 单 向 受 力 试验 得 
到 真 应 力 - 真 应 变 明 线 导出 的 。 

А Е т, de， 等 都 是 参考 时 间 上 位 形 度 明 的 ,无 颖 与 之 相应 的 ,在 分 析 中 采用 
U. L. 格式 是 一 种 自然 的 选择 。 但 考虑 到 U. L. 格式 的 虚 位 移 原理 表达 式 (16. 3. ?21) 式 
中 需要 利用 本 构 关 系 代 入 的 必 更 新 的 Kirchhoff 应 力 张 量 的 增 量 ,S, ,因此 在 利用 
(16. 5.24) 式 于 虚 位 移 原理 表达 式 前 ,需要 先导 出 ,S, 和 a; 的 关系 。 为 此 首先 将 
(16. 2. 34) 和 (16. 5. 24) 式 表示 的 速率 方程 改写 成 近似 的 增 量 方程 , 即 


‚ 647 


282% жа . 


m = r, — r, би, >ш) t, Са ш) (16. 5. 28) 
ді = "О еы (16. 5, 29) 
其 中 四 是 Jaurmann 应 力 张 量 的 增 量 ,,ew 是 应 变 张 量 的 增 量 。 
前 面 已 经 导出 
„S, = іы СЯ (16, 5. 14) 
9, = а р Tu (16. 2. 30) 


对 (16. 2. 30) 式 两 端 求 物质 导数 ,并 利用 (16. 2, 26) ,(18. 2. 277 和 (16. 2. 32) 等 式 , 就 可 以 
得 到 


0 | | | 
КА 一 ы ра Ты Тр Шар — Tu tapa Ти ро? (16, 5, 30) 
ЖАҚЫНЫНАН 
0 
25, = maa rE Ту Б Т Ми» — ты Фр + та Ирр) (16, 5. 31) 


КАФА Ji z a K a РИШ Н) EE), ТЕ K ЕЛЕНЕ РЕНИН, 5 — 
A IH , 88 ЕН fE sk Н ИЕ А {ЖНА ЕКЕ. X РВК P E B S Ж. 
对 比 (16,.5.14) 和 (16.5,31) 式 ,并 忽略 后 一 式 中 的 最 后 一 项 ,就 得 到 


бы, = ін — г еур та Е кр * (16, 5, 32) 
将 (16. 5. 28) 和 (16. 5. 29) 式 代 人 上 式 , 并 将 下 标 起 改写 为 中, 则 有 
9, 一 ‘Diy ен — T «Ер — ‘т, ©з» (16, 5, 33) 


HERRA U.L. 格 式 的 虚 位 移 原 理 表 达 式 (16. 3.21) 式 ,并 经 整理 ,可 以 得 到 
| Шә гё Ы буе, 一 т, Š (en Ep — Yy ) dy 4 


і 
| (Тоғы бы — Тт, Т — Ti 6,16 %;; ау 
£ 
Y 


— чао — | tr, де ‘dV (16. 5. 34) 
Fr 
上 式 中 左 端 的 第 二 个 体积 分 是 高 阶 非 线 性 项 ,如 16.3. 4 小 节 所 述 ,对 它 有 丙种 方法 可 沁 
进行 处 理 。 一 是 将 它 移 至 方程 的 右 端 作为 虚拟 载荷 ,在 求解 过 程 中 与 其 他 载荷 项 一 起 进 
行 平衡 选 代 ;: 另 一 方法 也 是 通常 所 采用 的 ,将 它 略 去 。 这 样 一 来 , 非 弹 性 大 应 变 情 况 下 的 
U. L. 格式 的 虚 位 移 原 理 表达 式 可 简化 为 


| [О ы ви де, — т, два ey — т) ЧУ 
Fy 
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= н — | tr, ô e, ‘dV (16.5. 35) 
мр 


将 上 式 和 (16. 3. 25) АНЕ, ЕО ВО ІП Қ. 还 在 左 端 的 积分 中 增加 了 一 项 
‘терер ) ,这 是 应 予 注 意 的 。16.4.2 小 节 单 元 矩阵 和 向 量 举例 是 根据 (16. 3. 25) 式 列 
出 的 。 根 据 以 上 论证 , 当 应 用 U. L. 格式 于 非 弹性 大 应 变 分 析 时 Л К (16. 4. 13) 
AMERY 
Ky = ‘Km — Ку, | (16.5. 36) 

ЖФК. 60 (16. 4. 13) 式 所 示 ,是 由 非 线 性 应 变 增 量 ,77 е, Као WE На, ЛЇЇ 
引起 的 。 有 的 文献 中 ,将 此 项 也 忽略 ,其 影响 应 进一步 考察 。 由 于 (16, 5. DARRER 
U. LI. 格式 有 别 于 (16. 3. 25) 式 ,所 以 又 称 之 为 U. L. J. 格式 。 

应 该 指出 : 以 上 讨论 认为 ,大 应 变 情 况 下 的 弹性 和 非 弹性 分 析 , 分 别 采 用 T. L. 格式 
和 U.L.J. 和 格式 是 合理 的 选择 。 如 果 需 要 有 不 同 的 选择 ,也 可 按 以 前 讨论 的 关于 不 同 参 
考 位 形 间 本 构 张 基 转 换 的 方法 导出 相应 的 表达 格式 。 
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在 16. 4 蔬 列 出 的 静 力 平衡 问题 的 非 线 性 有 限 元 方程 ,可 以 用 于 分 析 结 构 力 学 中 的 一 
类 重要 问题 , 即 结 梅 稳定 性 和 屈曲 问题 。 分 析 的 目的 是 求解 结构 从 稳定 平衡 过 渡 到 不 稳 
定 平 衡 的 临界 载荷 和 上 失 稳 后 的 届 曲 形态 。 结 构 的 载荷 临界 点 可 分 为 两 种 类 型 ,有 即 分 及 临 
界 点 和 和 极 值 临界 点 。 它 们 分 别 示 意 于 图 16.7 和 图 16.8, 


图 16.7 和 包 会 分 丸 临 界 点 的 载荷 位 称 平 街路 径 


分 又 临界 点 的 特征 是 : 结构 在 基本 的 载 倚 - 位 称 平 衡 路 径 ( 工 ) 的 附近 还 存在 另 一 分 
AFEMI). FSRa AEA A 已 .时 ,如 果 结 构 或 载荷 有 一 微小 的 扰动 ,载荷 -位 称 
将 沿 分 叉 平 衡 路 径 发 展 。 对 于 图 16.7(b) 所 示 的 分 叉 路 径 ,结构 将 发 生 很 大 的 变形 甚至 
破坏 。 发 生 在 “完善 “结构 (结构 几何 上 无 初始 缺陷 ,载荷 无 偏心 ) 的 理想 状态 条 件 下 的 失 
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(b) 
图 16.8 BARE ga BJ {р - bz $£ F тра 


ан, ИЛЕН ЖІНШЯ C Sk ЛЕН, Ал РА, dB ph, F+ 
ЕРЕН ЕАС ТОН ЕВ a ы Не (СП), ІНІН ЖЕЛІН. Ж 
外 ,中 面 内 受 均 布 压力 或 前 力作 用 的 平板 ,以 及 中 面 内 受 均 布 轴 向 力 或 剪 力 或 外 压 作 用 的 
圆柱 过 等 的 撩 稳 也 属 此 种 情况 ， 和 外 于 实际 结构 和 载 符 不 可 能 是 完善 的 理想 状态 ,因此 载 
WANA k АТИ МЕР ӘЖЕНІ А BJ ПО НЫМ Ж Eli 5 k Se 
的 形式 。 
极 值 临界 点 的 特征 是 ， 当 载 荷 到 达 临 界 ( 最 大 ) 值 时 ,如 果 载 荷 或 位 移 有 微小 变化 ,将 
分 别 发 生 位 移 的 跳 蚂 或 载荷 的 快速 下 降 , 如 图 16.8(al) 和 (by 所 示 。 前 者 称 为 急速 跳 过 
(snap through) ,例如 受 均 匀 讨 力作 用 的 薄 圆 搭 (5 截面 高 度 ?/ 民 5( 拱 的 跨度 ) 很 小 ;, 当 于 
力 到 达 РЕ {М V. А AMERA D 点 ,这 将 可 能 导致 结构 因 过 大 的 变形 而 失效 。 后 者 
PAIS jg Collapse) , 仍 以 受 均匀 上 压力 作用 的 贺 拱 为 例 , 当 有 iL 较 太 ,而 压力 到 达 РБ], 
综 上 所 述 , 对 杆 . 板 .过 类 结构 进行 稳定 分 析 是 非常 必要 的 。 
对 于 结构 稳定 问题 ,载荷 可 表示 为 15.2.2 小 季 讨 论 载 荷 步 长 自动 选 搓 时 所 示 形 式 ， 
B| 二 pp ,其 中 由 是 载荷 模式 ,pp 是 载荷 幅 值 。 确定 结构 的 临界 载荷 就 是 寻找 使 结构 几 
何 非 线性 方程 的 切线 刚度 矩阵 成 为 奇异 时 p 的 临界 值 р... ЕТ. ВК, ОЦЕ 
特征 值 问 题 ; 
КР — 0 (16. 6.1) 
其 中 
оК 一 Ат d Ki TT Ry (16. 6.2) 
Ею “т”, АМ T pi 的 时 刻 。 对 于 以 上 问题 ,根据 具 稳 前 空 形 状态 的 大 小 决定 失 稳 前 
是 用 线性 分 析 还 是 非 线 性 分 析 , 从 而 将 结构 稳定 性 分 析 区 分 为 两 种 情况 。 


16.6.1 线性 稳定 分 析 
如 果 失 稳 前 结构 处 于 小 变形 状态 ,可 以 不 考 呀 几何 非 线性 对 平衡 方程 和 几何 方程 的 
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ғ 一 -一 -一 - 


影响 。 如 局 时 假定 材料 仍 处 于 弹性 状态 , 则 失 稳 前 可 采用 线 弹 性 分 析 来 求解 结构 内 的 世 
移 和 应 力 , 即 


ш = ‘ри тт = ро (16.6.3) 
其 中 
и - ко с == DB u 
K, = | BEDBudy (16, б. 4) 
век ЕЖЕН ЕНЕ, 
将 (C16. 6.2}) 式 用 于 现在 的 情况 , 则 其 中 的 ;Ki =K, Ku 中 的 98 一 5 一 如 如， 并 且 
Қы, = | в. Ва. ЧУ = pa | BE Вы ЧУ (16.6.5) 


在 稳定 性 分 析 中 ,通常 将 5Kw 用 符号 Kc (о) к. ү Л НД ЙЕ Н. ІК, н< 
USP, WERK PR ры 的 线性 项 和 二 次 项 分 开 , 则 可 以 表示 为 

‘Ku = КаК, (16.6.6) 
其 中 


тя =| (врв L1 Си) 十 ВІ, Си) РВ ТЭГ 
= pu |, (BE DB (и) + в си) В. зам 
ОА: = B} (“и ) БВ,, Са зау 


=р| ві Си ОВ: (ed 


由 于 和 失 稳 前 是 小 变形 状态 K. 和 ;Ks 相对 于 K, 分 别 是 一 阶 小 量 和 二 阶 小 量 ， 在 线性 稳 
定性 分 析 中 可 以 将 它们 全 部 忽略 ,或 仅 保留 一 阶 小 量 的 ;Ki ,并 用 К, (и), ME ED 
一 情况 ,临界 载荷 时 刻 + 的 非 线 性 切线 刚度 矩阵 ; 表示 为 


‚К = K, + р.(К,(и) + Kols )) (16. 6. 7) 
Zk TE Fa e ЛИТ H ЁЛ ЖЕ ЕЕ ЖЕРІНІҢ ER , Вр 
(К, + (К, + K;)) Ф — 0 (16. 6. 8) 
A K, 也 被 忽略 , 则 得 到 经 典 稳定 分 本 的 特征 方程 , 即 
(K, + К) $ — 0 (16, 6, 9) 


从 (16.6.8) 或 (16. 6. 9) 式 可 解 得 一 系列 的 特征 值 pj ,p;,…。 最 小 的 特征 值 pp, 就 是 结构 
线性 稳定 分 析 的 临界 载荷 ,相应 的 位 移 模 态 $, 就 是 结构 失 稳 的 届 曲 模 态 

Hin. 

D 线性 稳定 性 分 析 是 假说 结构 失 稳 前 处 于 小 变形 状态 ,可 以 忽略 参考 位 形 之 癌 的 区 
别 。 所 以 以 上 各 式 中 的 各 个 分 量 赂 去 了 表示 参考 位 形 的 左下 标 *0”。 
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D 求解 失 稳 前 位 移 和 应 力 的 弹性 矩阵 K, ((16. 6. 4) 式 ) 和 求解 特征 值 问题 中 的 下 
《Ct16. 6.7) 式 ) 只 有 在 沿 者 都 建立 于 同时 包括 屈曲 前 位 移 自 由 度 和 届 昌 位 移 自 由 度 的 情况 
下 才 是 一 致 的 ,否则 应 注意 两 者 之 间 的 区 别 。 例 如 人 经 典 的 直 杆 稳定 分 析 中 , 届 曲 前 K. 是 
对 应 直 杆 拉 压 分 析 的 刚度 矩阵 ,而 特征 什 分 析 中 的 KK. 是 直 杆 弯曲 分 析 的 刚度 矩阵 ,两 者 
是 不 同 的 。 经 典 的 板 这 稳定 分 析 也 有 关 似 的 情况 。 

D 特征 方程 (16. 6. 8) 或 (16, 6.9) 式 可 以 用 第 13 章 讨论 过 的 各 种 求解 大 型 矩阵 特征 
值 问 题 的 方法 求 解 。 由 于 稳定 性 分 析 通 常 只 要 求 求 解 其 痢 界 载荷 , 即 其 最 小 特征 解 ,所 以 
采用 反选 代 法 将 是 适当 的 选择 。 

最 后 应 着 重 指出 的 是 ,线性 稳定 分 析 只 能 用 于 有 限 的 实际 情况 。 因 为 忽略 了 届 上 曲 前 
变形 的 影响 ,党 芝 导致 过 高 估计 了 结构 的 临界 载荷 。 特 别 是 对 于 拱 .过 类 结构 ,用 线性 稳 
定 分 析 得 于 的 临界 载荷 通常 比 用 非 线 性 稳定 分 析 得 到 的 要 高 出 许多 。 因 此 ,对 于 大 多 数 
实际 结构 采用 非 线性 稳定 分 析 是 必要 的 ， 


166.2 非 线性 稳定 分 析 


此 类 分 析 是 指 失 稳 前 结构 处 于 大 变 彤 状态 ,这 时 结构 的 刚度 和 矩阵 是 载荷 幅 值 p 和 位 
ЖЕ и 的 非 线性 画 数 ,(16. б. 17? 式 表示 的 是 一 个 非 线性 特征 值 问 题 。 它 的 求解 由 以 下 
步骤 组 成 。 

(1) 设 载 荷 -平衡 路 径 进行 追踪 ,以 确定 解 的 邻近 区 间 。 具 体 做 法 是 对 应 于 每 个 增 量 
ЖЕНЕ u 和 “5 ,计算 一 “下 (为 了 方便 ,这 里 的 各 个 量 均 略 去 表示 参考 位 形 的 左下 
PR O” Ша Ки). Ж: 

де СК) > 0 4есс“Қу) < 0 (16. 6,10) 

则 表明 在 区 间 (t,i 十 AD 内 的 某 个 时 刻 теста АЛДЕ 

де СК) = 0 
ШЕК 是 奇异 的 , 浆 即 平衡 路 径 上 对 应 于 时 刻 z 的 点 是 平衡 从 稳定 过 湾 到 不 稳定 的 临界 点 
《分 驻 临 恰 点 或 极 值 临 界 点 ) 。 对 应 于 该 点 的 载荷 是 分 叉 失 稳 或 极 值 失 稳 的 临界 载荷 。 可 
以 指出 的 是 ,按照 (16. 6. 10}) 式 进行 检查 ,实际 上 并 不 增加 太 多 的 工作 量 。 因 为 每 个 增 量 
步 结束 后 ,为 了 准备 下 一 步 的 计算 ,通常 要 对 K 进行 二 角 分 解 , 例 如 

YK = гр," (16.6,11) 
其 中 ,L 是 对 角 元 豪 为 1 KEZAR ВЕ НЫЙ Л.Ж 4,61-1,2,--,л),п 
ЖЕБЕ. АП 


det ™K) = det(D) = П а, (16. 6. 12) 


需要 注意 的 是 ,在 计算 дес УК) А АЈ a, КИЕТ =, УТ 
d, 1 Ж ВЕУ, iÈ десс “Ку>0, ЖАН (2, At). E HE 058 4 TRAE 
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一 一 一 -= --- 


нанды ент ЕЕ, НИЯ h ЕЖЕ КАКИШ. ШЕНИН К 
TRE d, EAE. AK 分 解 后 ,中 只 有 一 个 为 负 值 。 
(2) ЖК ERR YK ЖЕК 的 线性 插值 形式 , 即 


К =k +! (K -К) (16. 6.13) 


其 中 ЕКШК Е.К НЕК. 将 上 式 代 入 特征 方程 (16. 6. 1) 式 , 则 非 线 
性 稳定 分 析 的 特征 方程 表示 为 

СК-+-АС ^К -К)) ф = 0 (16, 6. 14) 
其 中 
— 
Мм 
对 该 方程 进行 求解 ,可 以 得 到 一 系列 的 特征 值 A.A, ЖП И НЕ УН Ж}, 6,65 
ARGS. 6.13) 式 中 :代表 载荷 水 平 , 即 线性 插值 表示 的 是 基于 载荷 幅 值 р, УА, 要 
对 应 的 载荷 幅 值 如 ,就 是 结构 非 线 性 稳定 的 临界 值 ( 近 似 值 ); 旬 是 其 相应 的 届 上 起 模 态 。 这 
时 有 


де 


b, =p А (Ар р) | (16. 6.15) 
关于 特征 方程 (16. 6. ОЗИ ПЕНЕН а БАР Е р=0 和 
p=] 的 时 刻 , 则 它 将 赔 化 为 线性 稳定 分 析 的 特征 方程 (16. 6. 8) 式 ， 
(3) 为 了 改进 所 求 临界 载荷 p.. 的 精度 ,可以 辕 到 时 刻 z, 以 小 的 步 长 MNN 是 某 个 
整数 ,例如 4 或 5) 重新 步 又 (1) 和 步 又 (2) ,直至 两 次 所 求 得 的 如 ,之 差 满足 规定 的 误差 
(4) 天 于 分 叉 临 界 点 和 极 值 临界 点 的 判别 以 及 过 届 基 路径 的 选择 ， 在 找到 临界 点 
以 后 ,可 以 按照 以 下 准则 区 别 它 们 的 性 质 中 , 即 对 于 极 值 临界 点 ,应 有 
Ф‹@ > 0 (16. 6. 16a) 
对 于 如 及 临界 点 , 则 是 
Pi, = 0 (16.6.16b) 
СНОН, EA By ЕЕ ЛВ, ИВБИНИЕЯН, ШЫН ЕЕ 5 
沿 失 稳 前 的 平衡 路 径 连 续 变 化 ,如 图 16. 8 ҒҒ. ШЕЕ ЖШ Ш.Ш ЕЩ ШИ ЕЕ 
分 义 足 径 , 这 时 应 引入 适当 的 扰动 ,使 平衡 路 径 从 失 稳 前 的 基本 路 径 转 换 到 分 叉 路 径 上 ， 
ЖЖ ЖИЕ ДЖ ар, (а 是 某 个 小 数 ,例如 0.01~0.02) 作 为 结构 的 缺陷 引入 结构 对 应 А, 
的 时 刻 + 的 位 形 , 并 从 该 时 刻 重 新 开始 计算 , 则 过 届 曲 路 径 将 接近 地 沿 分 丸 路 径 发 展 。 
乔 要 指出 的 是 ,由 于 实际 结构 不 可 能 是 理想 的 完善 状态 ,常常 用 ap, 来 近似 地 措 述 结 
构 的 初始 扎 陷 。 这 样 一 来 ,结构 的 载荷 -位 移 平 衡 路 径 将 不 会 出 现 明 显 的 分 入 点 ,曲线 上 
的 极 值 点 就 是 实际 结构 的 近似 临界 载荷 。 同 时 由 于 实际 分 析 表 明 忆 曲 模 态 和 方程 
(16.6 14) 陈 中 的 上 和 + 十 4 的 具体 取 值 关系 不 大 ,通常 到 对 应 计较 低 载荷 水 平 的 上 和 
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L+ At 即 可 ,而 且 不 必要 求 дес К) ос НАИ 16.6), 
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A 16.1 ЖЕК {ЖИ ЛЛК! 
图 16.9 ъв 3 EJ $i š ТЕН ЕЕЕ. FH 5 个 8 结 点 平面 单元 对 染 进 行 离 
散 化 。 
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图 16.9 Ф ЕНЕВ HR 
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аем кеВ 
图 16.10 ҖИР ЖЕЕ 


现 对 两 种 载 待 情况 求解 ,一 种 是 载荷 保持 铅 垂 方向 , 即 不 依赖 寺 变 形 ; 另 一 种 是 载荷 
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TF FF АЖЕ ПУТИ Т Ж JS LE ЖЕР, ЕП ЕЕ, МЖӨ ЛААЛ. X-T ЇЕ 
WL ,同时 用 T. L. 格式 .U.L 格式 和 U. L.J. 格式 3 种 方案 进行 分 析 ， H TR E So wh 
性 ,3 种 格式 中 本 构 张 量 都 采用 小 应 变 的 弹性 张 量 , 即 (16. 5. 18) 式 ,整个 加 载 分 成 100 
个 步 长 。 因 此 步 长 相当 小 ,每 一 步 未 进行 平衡 先 代 。 计 算 结 果 见 图 16. 10。 从 结果 可 以 
看 到 ,由 于 考虑 大 位 称 的 影响 ,结构 呈现 出 比 线性 分 析 结 果 刚 硬 的 性 质 ; 此 外 ,由 于 应 变 很 
小 ,对 于 几 种 不 同 格 式 , 采 用 同样 的 材料 常数 ,结果 仍 是 一 致 的 。 同 时 还 可 以 看 到 ,有 限 元 
分 析 的 结果 和 Holden 的 解析 解 符 合 得 很 好 。 对 丁 第 二 种 依 束 于 变形 的 跟随 载 薪 情况 ， 
HH T. L. 格式 进行 了 计算 ,也 是 分 成 100 步 加 载 ,每 步 不 用 平衡 迭代 。 从 计算 结果 看 ， 
在 此 例 中 变形 对 载荷 的 影响 是 使 结构 表现 得 比 不 依赖 于 变形 的 载荷 情况 柔软 一 些 。 

例 16.2 DHE KM УТ 

图 16. 11 所 示 是 4 边 简 支 的 圆柱 壳 体 ,中 心 受 集中 载荷 作用 。 考 虑 对 称 , 取 其 1/4 进 
行 分 析 , 并 采用 5X5 HEERA. HAA REMEE N mN-R 选 代 法 进行 
求解 ,追踪 其 载荷 -位 移 曲 线 。 整 个 分 析 中 材料 均 处 于 小 应 变 的 弹性 状态 。 网 16. 11(a) 
和 (tb) 分 别 是 厚度 ;—12, 7mm fl z=6, 35mm 的 计算 结果 。 由 于 采用 了 弧 长 法 ,分 析 顺 利 
地 通过 了 载荷 极 值 点 和 位 移 极 值 点 ， 在 路 径 中 每 个 步 长 增 量 点 ,字母 p SË n 标注 该 点 的 
切线 刚度 矩阵 是 正定 还 是 钢 定 。(Ci, 站 中 的 ?和 i 分别 代 表 采 用 和 未 采用 吉 速 收 合 方 法 的 
mN-R 法 的 偿 代 次 数 。 结 果 显 示 采 用 加 速 收 合 方 法 的 效果 是 相当 明显 的 ， 

需要 指出 的 是 ,由 于 此 例 分 析 中 考虑 了 结构 的 对 称 性 ,只 取 了 1⁄4 进行 分 析 。 这 样 一 
来 ,实际 上 限制 结构 必须 沿 着 保持 对 称 变 形 的 载荷 -位 称 路 径 上 变化 。 但 如 果 放 弃 对 称 
性 的 限制 , 则 在 此 载荷 -位 移 路 径 上 ,of 能 在 到 达 极 值 临界 点 以 前 就 出 现 对 应 非 对 称 变形 
的 分 叉 临 办 点 , 即 结构 在 到 达 图 16. 11 中 所 示 的 载荷 极 值 点 之 前 可 能 已 发 生 分 及 上 失 粮 
现象 

例 16.3 橡胶 薄片 的 大 位 移 大 应 变 分 析 间 

图 16. 12(a) 所 示 为 一 端 部 爱 拉 伸 的 橡胶 薄片 ,材料 是 Mooney-Rivlin 型 的 超 弹性 不 
可 压缩 材料 。 有 限 元 分 析 的 网 格 如 图 16. 12(b) 所 示 。 载 荷 均匀 分 布 企 端 部 截面 上 , 阁 的 
大 小 和 方向 保持 不 变 ,用 4 个 分 步 达 到 最 后 载 苟 P=186N。 每 个 载荷 分 步 平均 进 行 5 次 
平衡 迁 代 。 载 荷 作 用 端的 载荷 -位 移 曲 线 见 图 16. 13(а), 有限 元 解 和 试验 结果 非常 崭 
合 。 最 后 在 端 部 处 的 位 移 达 到 薄片 原 米 长 度 的 量 级 ,最 大 的 Green-Lagrange 应 变 达 到 
1.81。 为 显示 第 二 类 Piola-Kirchhoff 应 力 和 Cauchy 应 万 之 间 的 区 别 , 这 两 种 应 力 在 4A 
和 B-B 两 个 载 面 上 的 分 布 也 分 别 表示 在 图 16, 13(b) 和 (ce) 中 。 应 该 指出 ,Cauchy 应 力 在 
现时 戴 面 上 的 积分 必须 等 于 所 施加 的 载荷 。 而 第 二 类 Piola-Kirchhoff 应 力 的 总 和 则 不 
等 于 也 施加 的 载荷 。 

例 16.4 受 轴 向 庄 力 国 柱 过 的 稳定 分 析 -" 
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R=2 ит L=8B8=504mm 
Е-3 105N/mm?, v=0.3,7=12.7mm 


中 心 点 载荷 Pef kN 
中 心 点 载荷 P.7EN 
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С Да га 


С Я A/mm 
(а) ЖМ 7512 пат 的 载荷 -中 心 撞 度 曲线 (b) РУ F=6,35mm 的 载荷 一 中 心 指认 曲线 


图 16.11 Жр» ЕНЕН УЛТ 


22.66cm 


JS BE -0,3175сп 
(a) (b) 


图 16.12 端 部 受 拉 株 胶 薄片 及 有 限 元 网 格 


受 均匀 轴 向 分 布 的 圆柱 党 如 图 16. 14(a) 所 示 ， 丽 痕 的 边界 条 件 是 ， ро 0, 


现 计算 其 失 稳 的 临界 轴 向 还 力 。 失 稳 是 分 叉 型 的 ， 经 与 稳定 分 析 的 解析 近似 解 是 
Fh 
куза-мо 
屈曲 形态 在 轴 向 是 半 个 正弦 波 ,在 周 向 是 24 ен. 正 由 于 此 形态 ,有 限 元 分 析 时 可 利 


т = 


cr 


— 121 MPa 


16 JLT 性 |Р 
La aaa a AE LARREA ж шш 


12.7 Ku 254 
ит 


(а) 
0.24 1МРа 0.368МРа 


0,517МРа 0.63АМРа 


第 二 类 Рора-Кігеһһей W 7] Cauchy h 7] 
(b) 


= = 


第 一 类 Piopa-Kirchhoff Бү Л Cauchy Бу 7) 
(е) 
图 16.13 橡胶 薄片 的 载荷 -位 称 曲 线 和 应 力 分 布 


用 结构 的 对 称 性 取 结 枸 的 1/4 建立 计算 模型 ,如 图 16. 14{b} 所 示 。 用 线性 稳定 分 析 得 到 
НОА ЕЗШ] ЛУ 7] Со.) = 124. 7MPa, 比 经 典 解 高 出 3 内 。 届 曲 形态 如 图 16. 15 所 示 , 和 经 
典 解 相同 。 进 行 非 线 性 稳定 分 析 时 ,载荷 步 长 取 Ac 二 18. 3MPa， 每 步 用 mN-R 法 迭代 求 
fe. BU o 步 的 切线 刚度 和 矩阵 是 正定 的 ,第 6 步 的 切线 刚度 矩阵 是 韭 正定 的 。 最 后 得 到 的 
临界 轴 辐 应 力 是 (oe) mw 二 104. 2MPa, 比 经 典 解 低 14%。 说 明 届 曲 前 的 变形 使 结构 潮 度 
下 降 , 从 和 而 导致 稳定 的 临 舞 应 力 减 小 。 也 说 明 非 线性 稳定 分 析 是 必要 的 。 但 届 曲 形态 和 
线性 分 析 是 一 致 的 。 

ВІ 16.5 ЕКШЕ RUTH I И | 

图 16. 16 (a) т J BS А 3 S: FJ 2] y E k ЛИШ. H 2 结 点 等 参 梁 单元 进行 
离散。 图 16. 16(b0) 所 示 是 用 弧 长 法 进行 载荷 -位 称 路 径 追 踪 60 个 增 量 步 的 结果 。 由 于 
结构 和 载荷 均 保 持 对 称 的 理想 状态 ,所 以 得 到 的 载荷 -中 心 挠 度 曲线 是 对 应 于 对 称 恋 
形 的 单调 连续 变化 的 曲线 。 再 对 结构 进行 16.6.2 小 节 所 述 的 非 线 性 稳定 分 析 , 采 用 
《16. 6. 14) 式 所 示 的 线性 化 特征 方程 ,其 中 :位 形 对 应 于 无 应 力 的 起 始 状 态 ,t 十 At 位 形 对 
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(а) ДРЕ 
ә-2%-4 р М ={) 
ЕІ: = дх 
H ! оди 
х(и) =з =й 
(а) дата 


(b) 有 限 元 模型 
图 16. 14 HEFE КНУ дл 


图 16.15 МНН ШЖ 


应 于 压力 志 一 10 的 应 力 状 态 。 从 特征 方程 解 得 前 2 阶 特征 压力 р. 2 95 和 150, € 
们 的 特征 位 移 模 态 分 别 为 反对 称 形 态 和 对 称 形 态 , 如 图 16. 16(c}) 所 示 。 这 表明 结构 在 到 
达 对 称 变形 的 载荷 临界 值 之 前 ,就 可 能 出 现 非 对 称 变 形 的 分 丸 失 稳 。 

为 得 到 结构 对 应 于 非 对 称 形态 的 分 丸 失 稳 的 临界 诗 力 ,可 以 引入 非 对 称 特征 模 态 作 
为 结构 的 初始 缺陷 (分 析 中 它 的 幅 值 小 于 0.01 上 ) ,再 次 进行 载 集 -位移 路 径 的 追踪 分 析 ， 
得 到 的 结 采 如 图 16. 16( 由 所 示 。 可 以 看 出 ,现在 得 到 的 结构 对 应 于 非 对 称 形态 的 分 丸 失 
稳 压 力 的 临界 值 显著 低 于 图 16. 16(b} 所 未 的 限制 结 枸 变形 为 对 称 形态 时 的 临界 值 ,而 且 
还 低 于 从 上 述 线性 化 特征 方程 解 出 的 第 一 阶 特 征 值 。 
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本 章 讨论 了 建立 于 非 线性 连续 介质 力学 基础 上 的 非 线性 有 限 元 分 析 的 基本 理论 和 方 
法 。 作 为 理论 基础 ,本 章 在 16.2 Dl 16.5 节 分 乔 讨 论 了 大 变形 情 况 下 度 变 和 应 力 的 度 
量 及 本 构 六 系 。 关 于 前 者 ,重要 的 是 雪上 明确 不 同人 参考 位 形 下 各 个 力 党 量 的 意义 以 及 它们 
之 间 的 转换 关系 。 关 于 本 构 关 系 , 在 大 变形 总 的 前 提 下 ,首先 应 区 分 是 大 位 移 .大 转动 ,小 
应 变 情况 还 是 大 应 变 情况 ;其 次 应 区 分 是 弹性 变形 还 是 非 弹 性 变形 。 因 为 它们 各 有 不 
同 的 特点 和 宕 达 形 式 , 应 根据 不 同情 况 采 用 合适 的 本 枸 关 系 。 本 构 关 系 是 否 合适 ,不 仅 关 
系 到 正确 力学 模型 的 建立 ,而 且 对 求解 方法 和 求解 效率 也 有 很 大 的 影响 。 

在 16.3 节 中 ,者 重 讨论 求解 几何 非 绪 性 问题 的 两 种 基本 档 式 , 即 完 全 拉 格 朋 日 
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(T. L. ) 格 式 利 更 新 拉 格 六 日 (U. L. ) 格 式 。 讨 论 了 它们 各 自 的 特点 ,以 及 所 形成 的 求解 
方程 进一步 线性 化 的 方法 ,可 以 帮助 读者 在 对 具体 问题 进行 分 析 之 前 对 基本 格式 作出 合 
理 的 选择 ， 

第 16.4 肯 比 较 详 细 地 讨论 了 有 限 元 求解 方程 的 其 体形 式 及 其 解法 的 才干 问题 。 在 
16. 4. 1 和 16. 4.2 两 个 小 节 中 ,具体 讨论 了 T. L. 格式 和 U1. 格式 分 别 用 于 更 力 问 题 和 
动力 问题 的 有 限 元 方程 的 各 和 白 特 点 以 及 单元 特性 矩阵 的 其 体形 式 。 并 以 二 维 等 参 单 元 为 
对 象 给 出 示例 ,同时 简要 地 讨论 了 大 变形 条 件 赴 概 壳 单元 所 面临 的 问题 以 及 单元 形式 的 
可 能 选择 。 由 和 干 基 于 非 线性 连续 介质 力学 的 有 限 单 拭 法 的 基本 格式 不 同 于 早期 非 线性 有 
限 元 分 析 的 情况 (早期 它 基 本 上 是 从 线性 分 析 扩 展 而 来 ) .为 了 具有 有 普遍 的 适用 人 性 ,因而 也 
带 来 了 相对 的 复杂 性 。 人 掌握 它 的 方程 和 单元 卸 阵 的 具体 特点 和 表达 形式 是 进行 实际 分 析 
的 前 提 , 也 是 最 基本 的 环节 。 在 16. 4.3 和 16. 4.4 两 小 节 中 关于 方程 解法 的 讨论 ,原则 上 
是 以 亲 各 章 线 弹 性 回 题 或 仅 有 材料 非 线性 问题 的 求解 方法 ,在 考虑 大 变形 及 同时 考虑 材 
料 .几何 两 种 非 线性 情况 下 的 推广 。 需要 注意 的 是 ,在 一 般 情 说 十 ,由 于 风 何 非 线性 分 桥 
中 载荷 -位 称 路 径 的 复杂 性 ,选择 恰当 的 方式 控制 增 量 步 长 以 追踪 载荷 -位 移 的 变化 路 径 
是 很 重要 的 。 在 16. 4.4 小 节 中 介绍 的 广 芯 绝 长 法 只 是 可 供 选择 的 一 种 较为 适用 的 方法 ， 

16. 6 节 系 统 地 讨论 了 结构 稳定 性 和 屈曲 分 析 的 上 月 限 元 方法 。 首 先 应 区 别 结 构 失 稳 
前 是 处 于 小 变形 状态 还 是 大 变形 状态 。 若 是 前 者 , 则 问题 可 以 简化 为 经 典 揭 线 性 稳定 分 
析 ,是 求解 分 又 临界 载荷 员 其 轧 曲 模 态 的 门 题 。 若 是 后 者 , 则 要 求解 非 线性 稳定 癌 题 , 采 
用 路 径 疙 踪 各 线性 化 相 结 合 的 方法 将 问题 转化 为 线性 特征 值 问题 来 求解 。 其 特征 解 呆 以 
区 分 为 极 值 失 稳 和 分 叉 失 稳 。 极 值 失 稳 的 后 屈曲 路 从 可 按 失 稳 前 的 平衡 路 径 继 续 追 踪 ， 
而 分 又 失 稳 则 需要 通过 引 人 适 当 的 扰动 使 后 屈曲 路 径 转 换 到 分 妆 路 径 上 ,然后 继续 追踪 。 

16.7 节 对 几 个 算 例 机 了 比较 详细 的 曾 述 ,可 以 帮助 读者 加 深 对 几何 非 线性 问题 的 特 
点 和 解法 的 了 解 和 体会 ,同时 能 对 非 线性 有 限 元 分 析 的 广泛 庶 用 性 有 进一步 的 认识 。 


R АА 

几何 非 线性 拉 格 前日 坐标 КАЖА 参考 位 形 
Green M Ik É Almansi ЖЖ 应 变速 素 张 量 欧 拉 应 力 张 本 
Kirchhoff ЖК Jaumann аљ КЖ T LAA U, L. 格式 
方程 线性 化 An AE 33 Е P£. Ял FE 7] АЕ ВЕ 平衡 路 径 
基本 路径 ЭЖ. РАК RERA 
Хе йгат K £ 平衡 的 稳定 性 ERAH 

分 只 点 失 稳 ДАЛА, АЗ 完善 结构 线性 稳定 分 析 


非 线性 稳定 分 析 


非 线性 特征 方程 的 线性 已 
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161 什么 是 几何 非 线 性 问题 * 和 线性 问题 相 比 较 , 有 和 何 区 别 ? 

1,2 工程 实际 常 遇 到 的 几何 非 线性 问题 有 了 哪 几 种 类 型 ? 并 举例 说 明 ， 

16.3 几何 非 线 人 性 分 析 为 什么 必须 选 定 戎 考 位 形 ? 名 用 的 参考 位 形 有 哪儿 种 ? КН 
是 如 何 定 义 的 ? 

16.4 大 变形 情况 下 ,不 同 参 状 位 形 间 坐 标 是 如 何 转 换 的 ? 

16.5 大 变形 情况 下 ,应 变 如 何 度 量 ? 常用 的 应 变 度量 有 哪 几 神 ?各 自如 何 定 义 ? 
相互 之 间 如 何 转换 ? 

16.6 大 变形 情况 下 ,应力 如 何 度量 ? 常用 的 应 力度 量 有 哪 几 种 ? 各 自如 何 定义 ? 
相互 之 问 如 何 转换 ? 

16.7 АЧАЖ КЕ? КҮНЕН ШЕН? 哪些 应 变 张 量 和 应 力 张 量 是 
客观 张 量 ? 

16.8 什么 是 几何 非 线性 问题 中 的 虚 位 称 原理 ? 它 是 如 何 建 立 的 ? 

1.9 为 什么 要 将 现时 位 形 中 的 虚 位 移 原 理 转换 到 完全 拉 格 朗 日 位 形 或 更 新 拉 格 朗 
日 位 形 ?” 如 何 转 换 ? НАКЛУ УНЕ КЕЛЛЕ А? 

16.10 为 什么 T, L. RAAH U. L. 格式 中 的 虚 位 移 原 理 需 要 经 过 线性 化 处 理 才 能 用 
来 建立 有 限 元 求解 方程 ”如 何 进 行 线性 化 处 理 ?” 经 过 处 理 的 这 两 种 格式 有 什么 相 司 和 不 
ІН) 2,48? 

16.11 在 T. 工 .格式 中 和 U.L. 格 式 中 ,有 限 元 方程 的 测度 秆 阵 各 由 哪 几 部 分 组 成 ? 
务 自 的 表达 式 和 力学 意义 是 忻 么 ”两 种 格式 有 什么 不 同 ? 

16.12 ”将 小 变形 分 析 中 应 用 的 实体 元 和 板 志 元 用 于 大 变形 分 析 是 否 会 出 现 问 题 ? 
如 采 出 现 问题 ,原因 何在 ? 如 何 解决 ? 

16.13 将 线性 动力 分 析 有 限 元 方程 的 几 种 求解 方法 (直接 积分 法 ( 显 式 、 隐 式 ) , 振 型 
登 加 法 ?用 于 非 线 性 分析 时 ,各 自 需 要 做 哪些 变化 ?” 为 什么 ? 

16.14 非 线性 分 析 的 载荷 -位 移 平 衡 路 径 上 有 哪些 归 型 的 特征 ”对 增 量 算法 的 步 长 
控制 需要 提出 怎样 的 要 求 ? 

16,15 FAU ХК? 它 包 括 哪 几 种 特定 形式 ? 如 和 何 利 用 它 对 增 量 分 析 的 步 
长 进行 控制 和 调节 ? 

16.16 什么 叫 依 床 变形 的 载荷 ”在 增 是 分 析 中 ,载荷 向 量 的 计算 和 通常 的 保守 力 系 
НУЛА? 试 举例 (例如 受 均 匀 分 布 压 力作 用 的 上 基 辟 梁 ) 定 性 地 分 析 它 对 结构 变形 行为 的 
影 啊 。 

16.17 在 大 变形 情况 下 的 本 构 关 系 按 其 自身 的 特点 可 以 区 分 为 哪 几 种 形式 ? 为 什 
么 要 这 样 区 分 ? AME? 
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16.18 ”大 变形 情况 下 不 同形 式 的 本 构 关 系 各 自 联 系 什 么 应 力 张 量 和 应 变 张 量 ? 各 
自 包 含 哪 些 材 料 常数 ? 如 和 何 通 过 实验 决定 它们 ? 

16.19 МЫН ЖЕЛІНЕ ОНИ ҒАНЫ? 结构 失 稳 有 哪 几 种 类 型 ? 通常 各 月 
发 生 在 什么 翌 的 结 枸 和 载荷 情况 ? 

16.20 什么 是 线性 稳定 分 析 ? 它 的 特征 方程 如 何 形 成 ”如何 确定 第 构 的 临界 恤 痊 
和 届 曲 形态 ? 它 属 于 哪 种 类 型 的 失 稳 ?为 什么 ? 

16.21 和 什么 是 非 线 性 稳定 分 析 ? 它 的 特征 方程 如 何 形 成 ”如 何 和 确定 结构 的 临界 载 
Таг JÉ 5? 

16.22 如何 判定 非 线性 稳定 分 析 解 得 的 临界 点 的 类 型 ? АҒ АК Г] ВУКА ЖА 30 
何 进行 过 届 曲 路 径 的 追踪 ? 
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161 经 受 大 变形 的 4 结 点 单元 如 图 16.17 所 示 。 计 算 时 间 上 位 形 的 变形 梯度 jz 
和 质量 密度 p。 单 元 厚度 为 lem 并 在 变形 过 程 中 保持 不 变 。( 提示 ;x, = DNE ра, 


(i = 1,2), ХР ENEG, = x ="; o=" pdet| tæ, | --? of det |$ Erm | | в 


У. F k. 
жи — 
16,17 


16.2 “4 д dñ pu EBE] 0~t 过 程 中 经 受 一 拉 伸 ,如 图 16.18 所 示 。 在 时 间 
tt 十 At 过 程 中 经 受 一 个 角度 为 8 的 刚体 转动 。 证 明 ts, == 7206, . Де, 是 不 随 刚体 转 
动 变化 的 客观 张 量 。 (提示 ， ЖИВ, Ние, FPH TR Че, ) 

13 一 个 4 绪 点 单元 在 时 间 1-0 的 位 形 上 作用 有 ”rens 一 "ma 一 "rz 一 0 如 图 
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16. 19 ж. ДЕК 0--А 的 过 程 中 .单元 经 受 一 贡 庆 为 上 的 刚体 转动 。 假 设 在 随 悼 坐标 
AJIRA pE, Вр, =" тИ (ату, = ёт, = “т, = 0) ‚УЙ т, (і-- 1,2), J WE НА 
KS =° r, „Ве, 是 不 随 刚体 转动 而 变化 的 客观 张 量 .提示 : 1 二 0 时 ,4S, + "т, 


М 18 Ят, ,再 利用 (16. 2. 33) 式 即 可 得 到 此 证 明 ) 。 
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16.4 一 个 4 结 点 平面 应 变 单 元 在 时 间 :=0,1,1 二 At 的 位 形 如 图 16.20 所 示 , 并 在 
ЕКЕН 715, ЖІ. АЕ. (От, GYS: GAT. 

16.5 已 知 4 结 点 平面 单元 的 结 点 速度 如 图 16.21 所 示 。 利 用 单元 插值 函数 计算 单 
ЛИЛ КЕ е, MERKEN, . 


所 有 时 间 
КАФ 
时 间 raryu 
08 1-40 
di Шы-бӨЗ 
1 өт -І5 


х; 
і КЕ. __! __ 
p pt gay 


时 间 ! 的 位 形 


在 时 间 为 零 时 是 2x2 的 正方 形 


Х1 
2 1 
Ш-й,2; 1-0,1 
40,1; #35-0.2 
сз 1 0.2; "i=. 
| 0.1; 4-0,2 
时 间 * 的 位 形 
2 : 
图 


16. 21 


16.6 — EJERE: У Е АУЛ АА T, Бл R AA ВЕ o ЕАК 
ЖЕ ЭРИНЕ ЙК А ЛУ А ЖЖ, MA ЕНТ, Но, Е Наз 0, ВЕ 
Вт 是 不 随 刚 体 旋转 而 变化 的 客观 张 量 ; 同 时 证 明 %, = 0, Ве, 也 是 客观 张 量 (提示 : A 
№5, ERNE HERMS. 5. 28) 式 )，。 

16.7 4 结 点 平 而 应 变 单元 在 时 间 0 和 :的 位 形 如 图 16. 22 ж. ЖЕТ, (未 包 
Ж”) 

ии |5890 6. РА 
6.971 x 10° 1,514 х 10" 
材料 弹性 模 量 为 下 ,v= 一 0. 3。 计算 sK JS F f Eu Ku. 
16.8 列 出 T.L. 格 式 和 TU.L. 格 式 的 算法 步 又 ,并 和 小 位 移 情 说 的 算法 步骤 进行 比 


=- =- -- -一 -- -一 一 — 一 一 - --- 一 - 一 ~- 一 


ЕГЕР ! 的 位 形 


осе 时 间 0 的 位 形 


图 16.22 


较 ,指出 它们 的 相同 和 不 同 之 处 。 
16.9 轴 对 称 截 锥 过 元 (参见 图 11. 4) 在 大 位 称 人 情况 下 的 几何 关系 为 


u 2 
ёр 一 L (usin? + шсовзў) + 1 (соз | 
r 2 Vr 


d° w sing dw 
к, == — —  — — 


4: ° ғ ds 
导出 此 单元 在 承受 侧 向 压力 时 T. L. ok BJ 8 Ei u y ЖЕЛП А ЛЕ Аз. 

16.10 ШЖ 16.9 题 的 轴 对 称 截 锥 壳 元 承受 外 压 作用 pp, 导出 求解 线性 稳定 分 析 利 
非 线性 稳定 分 析 的 有 限 元 方程 并 给 出 求解 临界 压力 的 步骤 ， 

16,11 导出 516.5.13)7 和 (16.5. 14) 式 。 


16.12 导出 (16. 5, 36) 式 中 的 有 Kws 在 二 维 单元 情况 时 的 矩阵 表达 式 (参考 
(16. 4. 26) 和 (16. 4, 27) 式 )， 
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。 接触 和 碰 接 问题 的 力学 特点 及 其 求解 的 一 般 过 程 。 

| 接触 界面 条 件 的 力学 意义 和 表达 形式 ;将 其 引入 求解 过 程 的 不 同方 法 和 各 自 
特点 ， 

. 接 角 界面 的 离散 处 理 及 接触 和 碰撞 有 限 元 求解 方程 的 形成 。 

显 式 解法 和 隐 式 解法 的 各 自 特 点 ,求解 步骤 和 应 用 条 件 。 
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车 车 轮 和 铁轨 的 接触 ,发 动机 活塞 和 气缸 的 接触 , 轴 和 轴承 的 接触 ,以 及 齿轮 传动 过 程 中 
齿 面 的 相互 接触 等 ,可 以 说 是 无 处 不 在 。 接 触 过 程 中 两 个 物体 在 接触 界面 上 的 相互 作用 
基 复 琳 的 力 举 现象 ,同时 也 是 它们 损伤 直至 失效 和 玖 坏 的 重要 原因 。 现 代 生 产 和 科技 的 
发 展 提出 了 -- 系 列 有 关 接 触 和 碰撞 的 重要 课题 ,例如 金属 构件 的 冲压 成 型 ,汽车 的 碰撞 ， 
飞行 物 对 结构 的 冲击 等 。 前 者 关系 到 汽车 飞机、 火箭 等 重要 产业 的 产品 质量 ;后 两 者 还 
关系 到 生命 财产 的 安全 。 

有 限 元 法 及 计算 技术 的 发 展 为 分 析 接 般 和 碰撞 问题 (以 后 一 般 情 况 下 简称 接 角 问 题 》 
提供 了 有 力 的 工具 ,对 接触 的 全 过 程 进行 计算 机 数值 模拟 ,现在 不 仅 可 能 实现 ,而 且 正 逐 
步 成 为 CAE(CAD/CAMD) 的 一 个 组 成 部 分 。 

接触 这 程 在 力学 上 常常 同时 涉及 三 种 非 线性 , 即 除 大 变形 引起 材料 非 线 性 和 几何 非 
线性 以 外 ,还 有 接触 界面 的 非 线 性 ,这 是 接触 问题 所 特有 的 。 接 触 界面 非 线 性 来 源 于 两 个 
方面 : 

(1) 接触 界面 的 区 域 大 小 和 相互 位 置 以 及 接 般 状态 不 仅 事 先 都 是 未 知 的 ,而 且 是 随 
时 间 变 化 的 .需要 在 求解 过 程 中 确定 。 
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(2) 接触 条 性 的 非 线性 。 接 触 条 人 性 的 内 容 包 括 : 吕 接 甬 物 体 不 可 相互 侵 人 ; ОВ 
力 的 法 向 分 量 只 能 是 压力 ; 合 雪 问 接触 的 摩擦 条 件 。 这 些 条 件 区 别 于 一 般 约束 亲 件 ( 例 
如 第 8 章 所 讨论 的 ) ,其 特点 是 单 边 性 的 不 等 式 约 束 ,具有 强烈 的 非 线 性 。 

接触 界面 的 事先 未 知性 和 接触 条 件 的 不 等 式 约束 决定 了 接触 分 析 过 程 中 需要 经 常 插 
人 接触 界面 的 搜寻 步骤 。 接 触 条 件 的 强烈 非 线 性 需要 研究 比 求解 其 他 非 线 性 问题 更 为 有 
效 的 求解 方案 各 方法。 这些 构 成 了 本 章 讨论 的 重点 。 

本 章 17.2 节 接 触 界面 条 件 中 着 重 讨论 它 的 力学 意义 和 数学 表达 形式 。17. 3 (ЕЕ 
癌 题 的 求解 方案 中 ,首先 将 接触 条 借 改 写成 符合 非 线 性 问题 求解 的 增 量 选 代 形 式 , 重 点 讨 
论 将 它们 引 人 人 求解 方程 的 两 种 基本 方案 , 即 拉 格 郎 白 乘 子 法 和 罚 阔 数 法 ,用 于 分 析 接 触 间 
题 时 的 特点 。17. 4 节 接 触 问题 的 有 限 元 方程 中 ,主要 讨论 接触 界面 的 离散 处 理 和 不 间 求 
解 方案 及 不 同 接触 状态 下 有 限 元 方程 的 特点 。17. 5 节 有 限 元 方程 的 求解 方法 中 ,着 重 讨 
论 显 式 和 隐 式 两 种 解法 的 各 身 特 点 和 求解 步骤 。17?. 6 节 讨 论 与 接触 分 析 相 关 的 一 些 数 
值 问题 。17. 7 节 列 出 若 于 应 用 算 例 。 


17.2 接触 界面 条 件 


17.2.1 符号 和 定义 


图 17. 1 表示 两 个 物体 A RB 相互 接触 的 情形 。*V* ACV? 是 它们 接触 前 的 位 形 ， 
Vi ЖУ” 是 它们 在 上 时 刻 相 互 接触 时 的 位 形 ,"S, 是 该 时 刻 两 物体 相 宣 接触 的 界面 ,此 界 
面 在 两 个 物体 中 分 别 是 'S2 52, 通常 称 物体 A ЖЕ МА(соптастог), Ж В ЖНЖ Ж 
或 各 体 (target) Ж 52 和 Ss 分 别 为 从 接触 面 和 主 接触 面 ， 
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图 17.1 两 个 物体 相互 接触 
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为 了 进一步 讨论 接触 界面 上 运动 学 和 动力 学 的 条 件 , 需 要 在 每 一 时 刻 接 艇 界面 'S, 上 
的 每 一 点 建立 局 部 箔 卡 儿 坐标 系 x ,y ;zx 。 通 常 必 将 此 坐标 系 建立 在 主 接触 面 'S* 上 , 具 
体 方法 可 参见 11. 5.3 小 节 。 它 的 3 个 方向 的 单位 向 晤 分 别 是 'e1 e: Не, Ноне 和 "es 
EFS 的 切 平面 内 ,'e3 EAT Si ,并 指向 它 的 外 法 线 方 向 , 即 'e; 是 ‘Se 的 单位 法 问 问 量 
”如 图 17.2 ЖЖ. ЕП СІН ЖЕЛЕ КЖ 
В з= 一 和 | ХЕ, (17.2.1) 

为 使 下 和 曾 表述 明显 起 见 , 将 1 时刻 相 互 接触 的 两 个 物体 分 开 一 定 忠 离 如 图 17,3 所 
т, ЖАШ" ASE Е, 相互 接触 的 两 个 总 5 例如 王 和 忽 )? 称 为 接触 扣 对 ,并 习惯 地 
分 别称 为 从 .上 主 接触 点 ,或 分 别称 为 击 打 点 Chitting point) 和 目标 点 或 靶 点 (target point), 
作用 于 已 点 和 名 АЕ ЕЕ 和 'F&8( 为 简化 起 见 , 以 后 常 省 去 点 号 PP 和)。 
ЕЙ а А ТЕНГЕ PE y Ыр” 和 'w (此 处 也 省 去 了 下 标 P 和 名)。 上 述 接触 力 在 该 点 的 
局 部 坐标 系 中 可 以 表示 为 
下 一 二 十 和 

='К\ + 'Е (r= А,В) (17. 2. 2) 


17.2 接触 界面 上 的 局 部 坐标 图 17.3 接触 界 面 上 的 力 和 位 称 
RHH Кү ЕТЕК 的 法 向 分 量 和 切 疝 分量。 并 有 
FX, — Fh ty” 
(r= А.В) (17.2.3) 


Е = Е е + ‘FY е, 
对 于 在 'S. Бажа МАЛЫ ЖИЕНІН Es hh ЛЕ ЖЕ? ,根据 作用 和 反作用 原 
理 , 应 有 

ЧЕ БАР = 0 (17.2.4) 
或 

‘Fs = ра (17. 2.5) 
用 它们 的 分 量 表 示 ,好 有 


Ех = — ‘FN Е? =— Ет (17.2. 6) 
或 
‘FR —=— 'Fà 'FË =<=—'Кї Е? = ЕХ (17. 2. 7) 
[j EE ,瞬时 速度 在 局 部 坐标 系 中 可 以 表示 为 
ро RÄ чи - ә; e 
=" Dr (r= А,В) (17.2.8) 
其 中 ,和 多 分别 基 人 的 法 向 分 量 和 切 向 分 量 , 并 有 
оу == "ом ‘п? 


(уж А,В) (17.2.9) 
VT= оре vi e; 


1722 法 向 接触 条 件 


法 问 接 和 触 条 侍 是 判定 物体 是 否 进 人 接触 以 及 已 进入 接触 应 该 遵守 的 条 件 。 此 条 件 血 
括 运 动 学 条 件 和 动力 学 条 件 丙 个 方面 。 

| 不 可 贯 入 性 

此 条 件 是 接触 面 间 运 勤学 方面 的 条 件 。 不 可 贯 人 件 (impenetrability) 是 指 物 体 上 和 
物体 B 的 位 形 Y НУР 在 运动 过 程 中 不 允许 相互 其 穿 ( 侵 人 或 覆盖 ) 。 为 在 分 析 中 应 用 
此 性 质 , 需 要 进一步 的 具体 表述 。 

хт УЗ 上 任 一 指定 点 P 在 t 时 刻 的 坐标 ,该 点 至 'S? ШЕНІ ОСУІНЕ 
A g 可 表示 如 下 (参见 图 17. 4), 即 

二 一 | 一 
=min | ‘хф — “x | (17.2. 10) 

式 中 ,x ЖЗ” 面 上 任意 点 的 坐标 ;距离 所 表示 成 
'g (xp t) EB S 面 上 的 最 接近 驴 点 的 位 置 'x8 В 
依据 'S* ШЕКРАМЕӘЗ 而 确定 的 (需要 通过 搜 
寻 得 到 ,具体 方法 以 后 讨论 )。 当 'S? 是 光滑 曲面 的 情 
况 下 ,5 应 说 叶 的 方向 ,因此 可 以 表示 为 以 下 形 
式 , 即 


图 17.4 接触 点 对 及 点 对 癌 的 距离 


By = вСхра) = (хф в) ав (17, 2. 11) 
式 中 ,'gn 的 下 标 N Ж ЛАЙ И ДЕЕ но 度量 的 。 
为 了 满足 不 可 贯 入 性 要 求 ,对 于 'S* 面 上 任 一 指定 点 了 ,应 有 
‘gn = БОХ) = Суў — yB) а в > 0 (17. 2.12) 
gv >0 RI P ARS? 面 分 离 ,gw 一 0 表示 РАСТ: 面 接触 。 而 gw 0 Жл Рн 
BRAS! 面 ,也 即 'Y^ 和 'V3 已 相互 贯穿 。 因 为 上 式 对 于 接触 面 上 的 任 一 点 都 应 成 立 ， 
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.BZÜ - = - - - = 一 wa. -- аз == === -一 ”= 一 а == 4.4 -一 -一 --- -=r -r в ғ-- до тел =- =^ >- 
=. 


所 以 万 可 贯 信 性 的 要 求 可 以 一 般 性 地 表示 为 
tg a = ик” {0 = (xA К) o nË > 0 (17. 2. 13) 
2. 法 向 接触 力 为 压力 
此 条 件 是 接触 面 则 动 万 学 方面 的 条 件 。 在 下 考 虑 接触 面 间 的 粘 附 或 准 焊 的 情况 下 ， 
它们 之 间 的 法 向 接触 力 只 可 能 是 压力 。 因 为 从 (17.2.7) 式 已 知 汪 和 二 ”二 ,所 以 法 同 接 
租 力 为 压力 的 条 件 应 是 
ЕК жо EN =—'F5 2>0 (17. 2. 14) 


17.23 切 向 接触 条 件 一 一 摩擦 力 条 件 


切 向 接触 条 件 是 判断 已 进入 接触 的 两 个 物体 的 接触 面 的 具 体 接触 状态 ,以 及 它们 各 
АЛВА. 
如 果 两 个 物体 的 接触 面 是 绝对 光滑 的 ,或 者 相互 间 的 摩擦 可 以 忽略 ,这 时 分 析 可 采用 
无 摩擦 模型 , 即 认 为 接触 面 之 间 的 切 向 摩擦 力 为 零 。 亦 有 即 
Ірі — ЕЗ = 0 (17.2.15) 
或 本 成 分 量 形式 , 即 
КЕ? = Е? = 0) (J = 1,2) (17. 2.16) 
А.Ш] B T E TE FE Ak ТА ТАГАТ А ААВ. 
2 有 摩擦 模型 一 一 库仑 {Coulomb) 摩 擦 模型 


如 果 接 触 面 则 的 摩擦 必须 考虑 , 则 应 采用 有 摩擦 的 模型 .这 时 首先 要 考 虚 选择 哪 种 
泽 控 模型。 在 工程 分 析 中 ,库仑 摩擦 模型 尖 其 简单 和 适用 性 而 被 广泛 地 应 用 。 库 仑 摩擦 
RAA AHERN. MER JF? 的 数值 不 能 超过 它 的 极限 值 ЕЗ]. ЯК Вр 
Е |= СЕ» + СЕ Т | | (17.2.17) 
ЖР a BERRA, ПЕТРГЕ НЕ ТТА ANE НЕ НЮ, 4 FA] САРА 
时 ,接触 面 之 间 无 切 向 相对 滑动 , 即 
Y 一 'yå— y= 0 当 | F? |< дн | а | (17. 2. 18) 
或 者 写成 分 量 形式 
р ul — P = 0 (=1,2) H FR | ва | 《17. 2. 19) 
上 式 中 的 % 代表 接触 点 对 中 的 从 接触 点 相对 于 主 接触 点 沿 接触 面 的 滑动 速度 。 而 吕 ， E 
Фо Wr e? ЖЫН СУ-1,2). 
Ж ЕЗІ =н ВУ, ЕЕ ЇН] Ж Ж ЧЕ: Бр НАН а, ХЕ] ЛИЗА 
ш = пр g8 0 5 СЕ| ви | ЕА | (17, 2. 20) 
并 县 


Еж звжянна | 


от“ Fi = Сө} об) СЕ) < 0 (17.2.21) 
(17.2.21) 式 表明 切 向 相对 滑动 速度 呈 > 和 作用 于 从 接 击 点 的 阐 控 力 卫 4 的 方向 相反 , 摩 
擦 力 起 着 阻止 相对 滑动 的 作用 。 
有 时 为 了 更 好 地 描述 摩擦 现象 ,517. 2.18) 和 和 (17.2.20) 式 中 的 摩擦 系数 可 以 分 别 
用 静摩擦 系数 jx, 和 动 摩擦 系数 a, 代替 。 而 且 一 般 情况 下 是 ка. ЖАЗ ГІНЕ 
АКА р, =p =н. ЖЖ ВЕР аЛ БЕ ЖЕ ЖЖ. 


17,3 ”接触 问题 的 求解 方案 


17.3.1 接触 问题 求解 的 一 般 过 程 


接触 计 程 遂 常 是 依赖 于 时 间 , 并 伴随 着 材料 非 线 性 和 几何 非 线 性 的 演化 过 程 。 特 别 
是 接触 界面 的 区 域 和 形状 以 及 接触 界面 上 运动 学 和 动力 学 的 状态 也 是 事前 未 知 的 。 这 些 
特点 决定 了 接 甬 问 题 通常 采用 增 量 方法 求解 。 在 第 16 章 的 讨论 中 ,已 经 给 出 大 变形 条 件 
下 的 虚 功 原理 ((16. 3.2) 式 ), 以 及 它 在 采用 完全 拉 格 朗 日 格式 或 更 新 拉 格 度 日 格式 进行 
HEREHEREA. 3. 14) 和 C16. 3,.21) 式 ) 及 其 线性 化 处 理 后 的 形式 (016. 3, 24) 和 
(16. 3. 25) 式 }。 雇 上 各 式 同样 适 几 于 接触 问题 的 求解 。 本 节 要 处 理 的 是 如 何 将 接触 界面 
ЖЕЛАЕ. 

ME \т ЕЕ М, ТАТА ЕСКЕ A # BF. pl Йй Н Б ҤЕ В Ж {ЖЕЛГЕ 
ДЕЙК ЛЕ ЖИА ЖИ А БО. е АЙЫН, ХтаевзАмиИЯ НЕНІ 
8 章 中 已 进行 了 详细 的 讨论 。 其 中 包括 和 用 拉 格 朗 日 乘 子 法 或 到 函 数 法 将 约束 条 件 引 人 
深 汞 的 厂 义 变 分 原理 ,以 及 引 人 单 元 交界 面 上 约束 条 件 的 修正 变 分 原理 。 上 述 原 理 局 样 
过 用 于 接触 问题 ,不 同 的 是 接触 界面 条 件 是 单 边 的 不 等 式 约 束 条 件 。 而 且 如 前 所 述 , 接 触 
面 的 范围 和 接触 状态 也 是 事先 未 知 的 。 此 特点 决定 了 接触 问题 需要 采用 试探 一 校 核 的 碗 
代 方 法 进行 求解 。 每 一 增 量 步 的 试探 一 校 核 过 程 可 一 般 性 此 表述 如 下 . 

CO 根据 前 一 步 的 结果 和 本 步 给 定 的 载荷 条 件 ,通过 接触 条 件 的 检查 和 搜寻 ,假设 此 
步 第 1 次 选 代 求解 时 的 接触 而 的 区 域 和 状态 (这 里 是 指 物体 A Ж B 在 接触 界面 上 有 无 相 
对 滑动 。 无 相对 滑动 的 接触 状态 称 为 “ 粘 结 * ,有 相对 滑动 的 接触 状态 称 为 “滑动 ”) 。 

(2) 根据 上 述 关 于 接触 面 区 域 和 状态 所 作 的 假设 ,对 于 接触 面 上 的 每 一 点 ,将 运动 学 
或 动力 学 上 的 不 等 式 约束 政 为 等 式 约 束 作 为 定 解 条 件 引 入 方程 并 进行 方程 的 求解 ，。 

G) 利用 接触 面 上 和 上 述 等 式 约 束 所 对 应 的 动力 学 或 运动 学 的 不 等 式 约束 条 件 作为 
校 核 了 条 件 对 解 的 结果 进行 检查 。 如 果 物 体 表 面 ( 包 括 诛 假 设 中 尚未 进入 接触 的 部 分 )} 的 每 
一 点 都 不 违反 校 核 条 件 , 则 完成 本 步 的 求解 并 转 入 下 一 增 量 步 的 计算 ;否则 回 到 步 又 1 抽 
次 进行 搜 习 和 迹 代 求解 , 提 至 每 一 点 的 解 都 满足 校 核 条 件 。 然 后 再 转 人 下 一 增 量 步 的 
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求解 。 


17.3.2 ”接触 界面 的 定 解 条 件 和 校 核 条 件 


为 了 应 用 增 量 方法 求解 ,需要 将 上 一 节 讨 论 的 接触 面条 忻 加 以 适当 的 改写 。 现 假设 
物体 AMB 在 1 时刻 的 解 已 经 求 得 ,需求 解 :十 At 时 刻 的 解 . 在 17.2.2 和 17.2.3 小 节 
讨论 的 接触 条 件 , 除 将 各 表达 式 中 的 左上 标 t 改 为 1 十 At 外 ;还 应 将 它们 改写 成 适合 增 量 
分 析 的 形式 。 这 时 需要 着 重 指出 的 必 ， 

(1) НАВАТИ А ЕСТ. 2. 13) 式 应 表示 成 


— —- — ла - — — — i -4. —= — а 224 一 


Мыр, = (НЕЩА кыы , rat В с>) (17.3.1) 
其 中 - 
Hayt = кА L yt ayt =— tyP + ub (17.3.2) 
ЖЕРШ и? Жи? Жі 2: лт ЕН] [В] АНУ, В 
u^ = АЦА уй ц? = Hy" — u” (17.3.3) 


将 (17. 3.2) 和 (17. 3. 3) 式 代 大 (17. 3. ОЖ ШЖ АЕ {ЕЕ ЕУ 


ныш, = (ц4 — uË) А д В + Сх“ — t зу А А 


=“ — u + но че 

其 中 
uN = и. t 5 из = y” + tt B (17. 3. 5) 
Ем = (xA —'х°) 6 садо (17. 3.6) 


这 里 из 和 wn 分 别 是 从 , 主 接触 点 在 “>m” 方向 的 位 移 增 量 。'g EE MARIAE: Bj 
刻 的 位 置 在 ~ п” 方向 度量 的 距离 。 在 小 位 移 分 析 中 ,忽略 位 形变 化 的 影响 , 则 可 以 近似 
地 认为 


相应 地 认为 

By = gx Cr) ен 
而 在 一 般 情况 下 ,+“ns 是 依赖 于 位 移 而 变化 的 。 在 以 后 的 讨论 中 ,采取 近似 计算 的 广 
法 , 即 在 每 一 次 选 代 过 程 中 ,对 “w&w 进行 微分 或 变 分 时 ,假定 “*n” 是 常量 ,而 在 选 代 求 
解 后 ,根据 新 的 位 移 值 计算 出 新 的 **m* 来 代 蔡 原 有 的 数值 ,以 进行 下 次 选 代 的 计算 。 


(2) 粘 结 接触 时 无 相对 请 动 条 件 !17. 2. 18? 式 可 改写 为 


ит = мА у? = 0 ЩЕ |< p | УЕА | (17.3.7) 
其 分 量 形式 (17. 2. 19) 式 可 改写 为 
ир=ий—ий=0 (}=1,2) H AFA e u | ЧУВА | (17. 3. 8) 


其 中 ,wt 和 wr 分 别 是 从 . 主 接触 点 在 上 至 :十 A 时 间 间 贤 肉 的 切 商 位 移 增 量 , 即 是 и“ 和 
u" WURR. ur 是 从 接触 点 相对 于 主 接 触 点 的 相对 切 向 位 移 增 量 。wj Житте А 
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向 的 分 量 ( 一 1,2)。 
(3) 洪 动 接触 时 相对 清 动 人 条件 (17, 2, 20) 和 (17. 2. 21) 式 可 改写 成 
ит =ш%—иў Æ 0 щ | бека |— £ FA |= 0 (17. 3. 9) 
3 E. 
ur + YF} = (uk — ив). tupa < 0 (17. 3. 10) 
为 了 以 后 的 具体 应 用 ,(17. 3.9) 式 的 摩擦 力 和 条件. 利用 (17. 3. 10) 式 可 以 表示 成 以 下 分 量 
形式 


ер? Ру Fiu ит 0 (J = 1,2) (17. 3.11) 
其 中 ит НХР ОЕ, КН 
ит = | ür |= аа + си р (17. 3. 12) 


至 此 ,可 以 将 求解 有 摩擦 的 接触 问题 时 ,接触 界面 上 不 同 接触 状态 的 定 解 条 件 和 校 核 
ЖЕНЯ Е 17.1, 


Жіті АТЕВ AH 
接触 状态 定 解 条 件 к ж fF 


(1) ин uh Ен 一 人 (1) "УЕА >o 


(2) ні — u= 0 ETRE , 则 转 为 分 高 
НЕ шр иго (J=1.2) СЗ Б КЕЕ! 


若 不 满足 , 则 转 为 滑动 
(1) ut— ui t+ =й (1) TS: RA 0 
(2) ИТЕ | — a tAE | —0 Акне. , 则 转 为 分 离 
а Ей ш КЫ áu upari (2) аты а 
(J=1,25 сыт — ың | >, 


若 不 满足 , 则 转 为 精 结 
右 满 足 , 则 搜寻 新 的 接触 位 置 


分 Зара ара о Chuya еа Ву. аан, 
此 条 件 是 无 接触 力作 用 的 自由 边 条 性 通过 搜寻 检查 上 列 条 件 , 若 不 满足 , 则 转 为 
离 на , 3F 25 H HE $ pA XJ B5 45 S 


WR Q ЖЕЛ ЕШ ЖЕ ОЕШ, PATERE- Kir W iki, T ДЕ ТЕЕ JEE А В 
УАШ. 

D еж ЖЕ ООР НД ЕНЕ ЖЕ Си —иЁ Н] ЖЕЕ М, ik s ИРК НЕ ВАЗЕ ВЕЕ UR A mn m is 
EHEH, 

ФОНЫН P A TERR 2? ис, EE AERD ,这 是 为 避免 小 量 误差 影 
ПЕ ВЕЛИК да КАНИ. 

Ф 分 离 状 态 的 校 核 条 件 的 右 端 用 С ЗЕ МОНЕТАНЫ ЖСК КН ИЕЛДЕ АЖ, 
商 计 算 效 率 。 

о 无 齐 据 的 接触 可 看 成 府 扎 系数 p 二 0 的 滑动 摩 据 ， 
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17.3.3 ”接触 问题 的 虚 位 移 原 理 


如 在 17. 3. 1 小 节 中 所 述 , 用 增 量 方法 求解 接触 问题 时 ,16. 3 节 所 导出 的 几何 非 线性 
问题 的 表达 格式 完全 可 以 采用 ,区 别 仅 在 于 增加 了 接触 界面 上 的 约 东 条 件 。 我 们 将 物体 
A ЯП B 作为 鸯 个 求解 区 域 ,各 自在 接触 面 上 的 边界 可 以 视 为 给 定 面 力 边 界 。 这 样 一 来 ， 
和 时 间 :十 Ar 位 形 内 平衡 条 件 相 等 效 的 虚 位 移 原理 可 以 表示 为 


| | кыт „9 ме» wu dy — “sU. a W, __ агтуу 


ы r 1-4 Сы А м # 
x Іш губ азер ЗАМ — uW, — *“wi— W; | 


= (17.3. 13) 
式 中 各 个 符号 的 定义 同 第 16 ж, НСИ, 是 作用 于 1 十 At 时 刻 位 形 上 外 载 敬 的 虚 功 ; 
HSW, 是 作用 于 1 十 At 时 刻 位 形 上 惯性 力 的 虚 功 ,如 果 惯 性 力 的 影响 可 以 忽略 , 则 W, = 
90, 问题 变 成 静态 接触 问题 ;TY*W. 是 作用 于 :十 At 时 刻 接触 面 | 接触 力 的 虚 功 。 它 们 分 
ДЕИ IF. 


А, В 


A.B 
сауу, = >; uW: = >|... aTi ðu tds + 
г 一 r= т 


| аз 
А.П А.В 

муу, — W: — >). | — зу = YI и ва НАД (17. 3, 15) 
F ` И 


Тїз 
a 一 > | та" 一 > | i Ey кел 15 
IHH т 
r= г 


- py a ӘУЕ dut "245 БЕТЕГЕ 


r+ " 


=f Ра) sdS 十 | ер? esas 


гм. 
- |, жура (бий би?) AdS (17. 3. 16) 
% 


IPART AUYE? ЖЫЛЫ УБ 和 Ss ЕЕЕ espa пе ЯМАН r, 
ути- туко) НВО, МОРЕ A УЕР ШЕ {ТИ ЕН Еке /-1.2,3С-МОНФ 
Ж. би, 和 би, КЕХНА, OB PLE КЕН О ЖИЕП Э, I, 
为 是 已 经 给 定 的 。 接 和 触 力 ?>F<4 和 YF? 则 是 未 知 量 , 需 要 通过 求解 确定 ,同时 它 的 其 休 
表达 形式 取决 于 如 何 将 接触 面 上 的 定 解 条 件 引 人 求解 方程 的 方法 ， 

Е 在 417.3.16) 式 中 利用 了 总 体 坐 标 系 x,y,z 和 局 部 坐标 系 61 ,ei ,es 之 间 的 转换 


PIF Б. 1 s и 


ЖЖ. Ее Ерера = tiep Бн, = Е иго 其 中 ер Же),(1-і1, 2, З) Е АЖА ж L. ( =, = — 
хоу) jH lB] BJ В. 


17.34 МВА 


根据 第 8 8. 2.1 Ду РЕТТЕЛУ H 3 А ВЕ АН, РАГС У [B BJ E p 
问题 ки ИЖ 
H = Н, + Па (17. 3. 17) 
其 中 H, 是 原 癌 题 中 不 包括 接触 约束 条 件 的 总 位 能 ,Ho. E Hi a НА H RETELA # ñd РЈ 
Бк ЕНШ ЛП ТУ РА. 
为 了 一 般 化 ,首先 讨论 精 结 接触 状 半 ,此 时 应 引信 的 约束 条 件 , 就 是 表 17. 1 中 所 列 的 
对 于 此 状态 的 定 解 条 件 。 因 此 


На. =]... ГОРА (ий — иу ам) АРА Сай — ur )+ 


НАД (ий — u”) 199 46 (17. 3. 18) 
为 了 得 到 接触 问题 的 求解 方程 , 令 980—0, Вр 
ŠH = П, + 8Ha = 0 (17. 3.19) 


其 中 I, 即 是 (17. 3. 13) 式 的 前 3 项 之 和 , 即 
ŠIT, =Í ur б RA њаду — ty, Ay, 
EM gr 


-5 [Ж 8 аме, “ау — “W: — "Ws | (17. 3. 20) 
Па = (дПа), + (дПа.), (17. 3. 21) 
其 中 
Ola), = fias ГРА y (Suh — див) HAA, (Вий — био 


УД (виз — би?) |98465 
=, Har (бий див) "546 (7-1.2,3С- МУ) (17.3. 22) 


[0 MHA бил — uh Вик) +Š SA (ий — иш 0+ 


ше 
т 


(Ha), =| 


OHA {ut и) Че 45 (17. 3. 23) 

CHa de Па h ЭЗЕ Ha НА EL Ihr Н H ЗЕЛЕ Ве Вр, Ж 
虑 到 дир „ви? Ж12А,(7-1,2,3С-МООЮЕНЫ НМ 8П=0 可 以 得 到 

ôM, + (Ле), = 0 (17, 3. 24) 

Hah = 0 (17. 3. 25) 
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(17.3. 24) 式 可 以 具体 表示 为 
| ыт À маи вм V — Агу, ША W, +) над, (вий __ дм? у i — 0 
кєм 


+4! 5 
г 


(17. 3. 26) 
(17. 3. 25) 式 具体 表示 为 
иа иб ра = 0 и — и = 0 нА — и] = 0 (17.3.27) 
将 (17. 3.26) 和 已 将 C17. 3. 16? 式 代 大 后 的 (17. 3.13) 式 进行 对 比 ,可 以 认识 到 用 拉 格 
天 日 乘 子 法 求解 接触 问题 时 ,应 有 


кыту 一 一 CRDA 一 | — "АД (бн — би?) + 15 (7 = 1,2,3(-- N)? 


++ы 
5, 


(17. 3. 28) 
从 而 可 得 到 接触 而 ''*S2? 和 :+*$? 上 的 接触 力 为 
HARA — му, «мй ча) (J 1,2,3(- М) (17.3.29) 
以 上 各 式 是 对 于 粘 结 接触 状态 的 结果 。 如 果 用 于 无 摩擦 的 接盘 情况 ,由 于 切 向 运动 
ДА ЭН, РАЈН, А, А, =0,) HJ 


HAW, = Ona) = |, —““ Ouh - дин) rwdS (17.3.30) 
5 
如 采用 于 有 靡 擦 的 滑动 接触 状态 ,因为 
| К | = и | чайка | 


或 它 的 进一步 表达 式 


pA — р чара ыу (J = 1,2) (17.3.11) 
将 (17. 3. 11) 式 代 大 (17. 3.29) 式 , 则 得 到 
ыу, = УД уи AT (J = 1,9) (17. 3. 31) 


HERREG? 3. 28} 式 , 则 得 到 对 于 摩擦 滑动 接触 状态 的 虚 功 表达 式 , 即 
w, =— Ga) = | 


тн 


| Anl Ouk — SuN) — иби Su) « 


(бит 一 би?) | dS (J = 1,2) (17. 3. 82) 
Жы ERITH TEA АН ЛА ЕН ЕНЕ БАЯ- ТАЯ sr 89 1 36 BH Н ЗЕ 
于 4vw, 求 解 时 只 需要 补充 一 个 方程 , 即 法 向 不 可 贯 人 性 约 东 条 件 ,也 就 是 (17,. 3. 27) 式 的 
第 1 式 , 即 
Им — WN — Ен = 0 
НВ ВЖ ТОЛ АУ Ж ЖӨНГЕ ВАЖНЕЕ. ЖАУ. 
处 在 第 8 音 中 已 指出 , 即 (1) 增 加 了 方程 的 自由 度数 ;(2) 求 解 方程 的 系数 矩阵 中 包含 零 对 
HTA , 带 来 求解 的 不 便 。 前 一 缺点 带 来 的 男 一 问题 是 使 得 包含 惯性 项 的 接触 间 题 的 有 
限 元 方程 和 显 式 时 间 积 分 的 求解 格式 个 协调 ( 详 见 17. 5.1 小 节 )。 


81% 接触 和 克拉 问题 


17.3.5 ИЖ 


根据 第 8 ж 8. 2.2 小 节 讨 论 的 关于 利用 罚 函 数 法 将 附加 约束 条 件 引 入 泛 函 以 进行 求 
解 的 原理 ,对 于 接触 问题 ,可 以 将 泛 函 表示 为 
H = Н, + He (17. 3, 33) 
其 中 还 "是 用 器 函数 引入 接触 定 解 条 件 的 附加 荡 函 。 现 在 仍 首先 讨论 粘 结 接触 状态 ,这 
时 引入 约束 条 件 ( 即 表 17.1 所 列 的 定 解 条 件 ) 的 附加 泛 画 和 它 的 变 分 表达 如 下 ， 


Hp =Í... EMEN — ий + gus) +a Са? — цер)? 十 
а (из — и?) 1545 (17. 3. 34) 
ёЦ, ь -| ЕС 一 tN Аин) (бий — бил) + а; (нї 一 ul (бу? — бнр) 十 
5 


a, Сиз - и (дир -биУ31%545 (17. 3. 35) 
№ ёп= ёп, + Пор = 0 可 以 得 刘 接 触 问 题 的 求解 方程 。 将 81-0 和 已 将 (17. 3. 1634 
Лява? 3.13) 式 进行 比较 ,可 以 得 知 ,用 罚 丙 数 法 求解 粘 结 接触 问题 时 ,应 有 


i "W 一 一 НЕ 一 Е |-- а „(ци 一 и + ра) (дий — бин) 一 
У 


ау (ит — ui (ди) ~ див) -- а, Cu? — uf) But — диву] dS 


(17, 3. 36) 
因此 接触 界面 上 的 接触 力 应 袁 达 为 
чека — ча рев = ам Кий — u” Hgy) = — Üy қыру (17. 3. 37) 
"аку = нарв Calut u?) (J = 1,2) (17. 3. 38) 
对 于 无 摩擦 的 接触 状态 , 则 应 是 
нара 一 一 “Fu 一 (I = 1.23 (17. 3. 39) 
这 时 
алу = dl = |... — Gay (us — ин ра) (вий — us) Mads (17.3. 40) 
xT 8 BEIER ЕЕ S Ra ,将 (17. 3. 37) 式 代入 (17. 3. 11) 式 , 则 得 到 
apg = "ыр? =— а) ( u? — и} = кам Сиз — HN +'gs)ur/fuy (J = 1,2) 
(17. 3,419 
这 时 
суу, =— По =| ач + ФОТО — дий) — 
Hity ur) (ди? — див) | 548 (17. 3, 42) 


和 拉 格 明日 乘 子 法 相 比 较 , 用 罚 函 数 法 引 人 接 触 界 面 约束 条 件 的 优 和 缺 点 正好 相反 。 
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一 т == сал от" 


它 的 优点 是 不 增加 问题 的 自由 度 ,而 且 使 求解 方程 的 系数 和 矩阵 保持 正定 。 因 为 不 增加 问 
题 的 自由 度 ,可 以 和 用 显 式 数值 积分 卢 法 求解 包含 惯性 项 的 接触 问题 时 的 求解 方程 格 协 
再。 由 于 系数 起 阵 保 持 正定 ,在 静 力 接触 问题 求解 时 ,可 以 避免 由 于 系数 矩阵 非 正 定性 可 
能 出 现 的 麻烦 。 因 此, 司 函 数 法 得 到 较 广 泛 的 应 用 。 司 函数 法 的 谷 点 是 , 约 东 条 件 只 能 近 
HERRE. ВЕ, НОКИ а 可 使 计算 精度 提高 ,但 是 接触 问题 中 罚 参 数 а 的 大 小 
受到 更 为 严格 的 限制 。 一 是 入 参数 4 愈 大 , 显 式 解法 的 时 间 步 长 的 临界 值 降低 得 愈 多 ， 
一 是 神 参 数 a 计 大 ,可 能 使 相互 接 触 的 两 个 物体 的 相对 运动 发 生 虚假 的 反 向 ,从 而 使 解 的 
Пелек. ВИЙ a 的 具体 取 值 是 需要 特别 关注 的 问题 ,这 将 在 17.5.1 小 节 中 作 
进一步 的 讨论 ， 


174 接触 问题 的 有 限 元 方程 


一 般 非 线 性 问题 的 有 限 元 方程 和 解法 已 在 16.4 节 中 进行 了 详细 的 讨论 ,这些 内 容 都 
适用 于 接触 问题 。 本 节 玻 讨论 的 是 与 对 接触 界面 上 的 各 个 力学 量 进行 有 限 元 离散 姓 理 相 
关 的 问题 ,以 形成 问题 的 有 限 元 求解 方程 。 


17.4.1 接触 界面 的 离散 处 理 


1. 接触 块 和 接触 点 对 


在 运动 过 程 中 ,两 个 物体 的 接触 界面 不 仅 区 万 大 小 是 变化 的 ,而 县 可 能 发 生 相 互 清 
动因 此 在 对 物体 和 #ü B 进行 有 限 元 离散 后 ,接触 界 而 商 边 97 和 S 上 的 单元 和 结 点 的 
相互 位 置 也 是 不 断 变化 的 。 我 们 将 单元 处 于 接触 面 上 的 面 (或 边 ) 称 为 接触 块 (或 线 } 。 图 
17.5 表示 一 维 接 触 问题 在 接触 界面 上 ,接触 体 的 每 一 条 接触 线 ( 称 被 动 接触 线 ? 及 靶 体 的 
每 一 条 接触 线 ( 称 主动 接触 线 ) ,各 与 两 条 主动 接触 线 及 被 动 接 爸 线 相 接触 。 三 维 接触 问 
题 则 是 每 一 个 钙 ( 主 ? 动 接触 块 各 与 冤 个 主 ( 被 ) 动 接触 块 相 接触 。 图 17. 6 表示 一 个 被 动 
接触 块 和 4 ЕЗ ЕЗ зер а ña ААА. 

现在 以 图 17.6 所 示 作 为 典型 情况 ,讨论 接触 面 的 离散 处 理 。 通 常 的 做 法 是 将 被 动 接 
触 块 上 的 结 点 P 和 主动 接触 块 上 与 其 接触 的 Q 点 构成 一 个 接触 点 对 。 它 们 在 1 十 At 时 
刻 的 坐标 和 位 移 分 别 是 xp ,ny M Yrgo из, НЯ Q 8 А 5 8 ú IJ S S ,其 坐标 
和 位 移 可 由 所 在 接触 块 上 结 点 的 坐标 和 位 移 揪 值 得 到 。 现 很 设 主 动 接触 抉 是 二 维 的 4 结 
点 单元 , 则 有 


4 
км, — XIN, Eo to) нм 

К (17.4.1) 
нына т: УМ, (6,1) сын 

{= 1 


‚К+ йин е 


HA 


КАК машин 
a 


F ( 
U ЖЕТЕ 主动 接触 线 
图 17.5 二 维 问题 的 主动 图 17,6 “ЕЛЕН 
13 z T л ез ЕШшЕШЕНЕЙ 


(17.4. 1 和 (17?.4.2) 式 中 ,NN, J — Б ОАО НА Ж, é 和 wo 是 QQ 点 在 单元 中 
的 自然 坐标 。 这 样 一 来 ,对 于 接触 点 对 Р ЖО 间 的 相对 位 移 可 以 表达 为 
Ир — Но = Ми, (17.4.3) 
其 中 
N =[I —N —N -М —N,] 
и =[ us ш ош ш ш] 
IÍ =f ‚= ЇМ, G= 1,2,3,4) 
因为 上 式 中 ,up 和 wo 是 在 总 体 坐 标 系 中 定义 的 ,为 将 它们 引入 接触 条 件 , 需 将 其 转换 
到 局 部 坐标 系 , 即 
ra OT up — uo) = “Ма, (17.4.4) 
土 式 左 端 位 移 项 的 右上 标 4 或 中 表示 是 在 接触 点 对 的 局 部 坐标 系 中 定义 的 ,为 了 方便 起 
见 , 路 去 了 右 下 标 忆 和 各。 式 中 是 两 种 坐标 系 之 间 的 转换 矩阵 , 它 的 表达 式 是 


Е г Езу е sr 
д- Гг, е; e, | = ёз, Ёру j; 


Іт Ë ty ёз 


а 


(17. 4.5) 


其 中 ,er (J=1 ,2,3,іш r, y, E е! 在 总 体 坐 标 系 Ду, Z 37118258. 
2. s ST 25 ААВ 


接触 界面 经 离散 处 理 后 ,原来 作用 于 接触 面 上 的 分 布 接触 力 的 虚 功 表达 式 (17. 3. 16) 
п] 以 转 的 为 离散 形式 , 即 
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Me 


Hay — УС, ), (17.4.6) 


k=] 


ЕТ. Rh A WS H СТ, BEA Aa E 2 % F h J) DJ НЕО], Вр 
СИ Ур = [TYF] (Ви? — бий) J, = Гн? — биб! tapa 1 (17.4.7) 
СУРА), 现在 代表 第 六 个 接触 点 对 之 间 的 等 效 接 触 力 泊 局 部 坐标 的 分 量 。 现 将 位 
移 转 换 公 式 (17,4. 人 4 代 人 (17.4,7) 式 可 以 得 到 
(9 全 《BINI "30 tupay, (17.4.8) 
考虑 би, ТЕН P PF “ПЕЛ + Ж k 4 RE 89 sa НЕВА КЕЛ ЕЕЕ JJ inj 
Е, ВП 
(YQ y), (МУ ра), (17.4.9) 
以 图 17. ӨЗЕН АРАНЫ СЗО), 可 以 表示 为 
(ер), = Os "зор ғо =з] єз (17. 4. 10) 
其 中 Q; Q... Q, 是 作用 于 各 个 相关 结 点 上 的 等 效 接触 力 向 量 , 它 们 各 自 的 3 个 分 量 是 
沿 总 体 坐 标 分 解 的 。 

从 以 上 讨 沦 可 见 , 只 要 将 接触 点 对 之 间 的 对 应 木 同 接 瑶 状况 的 接触 力 +*F* КА 
(17.4.9) 式 ,就 可 以 得 到 有 限 元 离散 后 的 等 效 结 点 接触 力 向 量 一 *@. 。 需 要 注意 的 是 ， 
"TYE 的 表达 形式 和 引 和 人 人 约束 条 件 的 方法 有 关 , 同 时 在 求解 前 也 是 未 知 量 ,这 在 上 一 他 已 
Zee Hi, 
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在 16.4.1 小 节 中 ,从 虑 位 移 原 理 出 发 ,已 经 得 到 一 般 非 线性 动力 问题 增 量 形式 的 有 
限 元 求解 方程 。 它 的 了 .LL, 格式 和 U. .格式 的 表达 式 分 别 如 (16.4.15) 和 016. 4. 16) 式 
所 示 。 将 它们 用 于 接触 问题 时 , 则 需要 补充 等 效 结 点 接触 力 向 量 **@,, 即 对 于 T. ТО, 
MG ОҚ, КК 0и — 0, = "90, — iF (17.4.11) 
对 于 U. L. 格式 
Ма (К, + Ku u — “Q. = 90. —!F (17. 4. 12) 
以 上 两 式 中 各 个 第 阵 和 向 量 的 定义 见 16.4. 1 23%, Rhoeo, ВЕ 0, RRE 
是 等 效 结 点 载荷 向 量 。 因 为 一 *@. 是 未 知 量 ,所 以 称 至 方程 左 端 。 应 指出 的 是 ,如 果 采 用 
拉 档 半日 到 于 法 求解 接触 问题 ,还 需要 补充 位 称 约束 上 方程 才能 形成 完整 的 求解 方程 。 
1. 粘 结 接触 状态 
(1) 等 歼 结 点 接触 力 向 量 
将 (17. 3. 29) 却 代 人 《17.4.9) 式 就 可 得 到 对 于 第 点 个 接触 点 对 的 等 效 结 点 接触 力 向 
Е, 


#1 章 айненни “| 


(з у, =— (МІ 900 уд y, (17. 4. 13) 
其 中 
(11), — EA км, ... “иі 
利用 (17. 4. ИЕН А ЕНЫМИЯНЖҒЫН ЕЖЕЛ. ЕЖ В PE (17. 3. 27) 
қық 
С Ми), =— (g), (17. 4.14) 
其 中 
сж), = 10 0 у]! 
将 以 上 两 式 对 所 有 n T E 6 S XT E nk MESRAN 38 25 1 HE Bu JJ [п] Et #il ЖЖ) 
位 移 约 东方 程 , 即 
YQ. =— Ка УА (17. 4. 15) 
Кои. =— 4 (17. 4, 16) 
其 中 


M 
с 


“д. = Усе), 00-57 ш), 


ї = |] Ё = | 


Ка = У (ка), 一 Ум txe), 


зор ри [UMAT (МАТ), чан FAT), | 
ір — Сет), (gl); „++ (27), Т 
(2) 有 限 元 求解 方程 
将 (17.4.15) 式 代入 方程 (17. А. ЯК. 4.12) 式 ,并 和 (17., 4.16) 式 联 立 ,组 成 拉 格 
六 日 乘 子 法 的 有 限 元 求解 方程 如 下 ， 


HFT. L, 格式 
vk Бък K. м — 1 
мей | о NL "| и |= Q, - Ғ (17. 4. 17) 
кі 0 Јад я 
对 于 М. L. 格式 
Кі + Ku Ka u аб Е 
меи +] | )= : И 
и к. А ыд _ (17, 4. 18) 


2. 有 摩擦 滑动 接触 状态 
СТ) 等 效 结 点 接触 力 向 量 
特 (17.3.31) 式 代入 (17.4.13) 式 中 ,对 于 第 个 接触 点 对 ,就 可 以 得 到 


_. 于 H- 
СО) = Ë - и “Че, — p — че, + ыр, м. (17. 4. 19) 
Ё 


HT йт 
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(и. НА == — К, р (Ам ИА (17. 4, 20) 


и ы- 
(К), = м = 21 ыы из НА, кезе.) 
n 


ет Ет 
此 时 ,只 有 一 个 位 移 约 束 方程 , 即 
(зот Ми, яма — 0 (17. 4.21) 
或 者 写成 
СК.) (а), 一 一 ТҮ? (17. 4. 22) 
其 中 
(К.), = ("ме М), 
和 粘 结 接触 状态 不 同 的 是 : 对 于 摩 氛 滑动 状态 ,以 上 两 式 中 的 系数 矩阵 不 存在 相对 转 置 
的 关系, 即 
K,, Z КА 
(2) 有 限 元 求解 方程 
АЯН n 个 接触 点 对 ,集成 (17.4.20) 和 (17. 4. 22) 式 ,就 可 得 到 系统 的 等 效 结 点 接 
МАЕ Q. 和 系统 约束 方程 。 它 们 是 
一 一 下 (17. 4.23) 
К.и. = Фу (17. 4. 24) 
其 中 


一 人 Стад), J" 


‘gy = [Cg s), (Т "`° (gu), J] 
将 (17.4. 23) 式 代入 (17.4.11) 和 (11.4.12) 式 ,并 和 (17.4.24) 式 联 立 ,组 成 摩擦 滑动 接触 
状态 的 有 限 元 求解 方程 如 下 ， 


HFT. 工 .格式 
K. +K... K. H м), — F 
меч + { | = ‚4. 
к. о J man, _ Z. (17. 4. 25) 
对 于 U. L. F rü 
. К. + Ка. Қ, и | Са), — F 
м-н | 2 e И 
к. оныд, | _ | (17.4. 26) 


第 17 章 ”接触 和 碰撞 问题 


以 上 两 式 中 , 左 端 第 2 项 的 系数 矩阵 ( 广 习 刚度 矩阵 ?是 含有 零 对 角 元 素 的 非 对 称 矩 阵 。 
Я EE B E XJ ER МЕ Ez h ЕН ӘЛЕН КЕРЕГЕНІ. 
3. 无 摩擦 滑动 接触 状态 
在 (17, 4. 19) (17. 4. DEA PS 4g 一 0。 这 时 有 
К. = КІ, (17.4.27) 
因此 ,在 求解 方程 (17. 4. 25) 1017. 4. 26), 2 项 对 应 于 & ЗАН E 
СГ XAI RE ERR E ІНЕ. 
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1. 丫 结 接触 状态 
(1) 等 效 结 点 接触 力 向 量 
将 接触 力 表 达 式 (17. 3. 37) 和 (17. 3. 38) 式 改写 成 矩阵 形式 , 即 
HARA a (u — ut) аур (17. 4. 28) 
其 中 


将 (17.4.4) 式 代 人 (17.4.289) 式 , 即 得 到 


i = aa OTN U, — ay E (17. 4. 29) 
进一步 将 此 式 代 人 (17.4.9) 式 , 则 可 得 到 第 上 个 接触 点 对 的 等 效 结 点 接触 力 向 量 , 即 
CCFO, Je = CNI TMD Ca OTN u, Hast h (17. 4. 30) 
如 果 在 计算 中 , 取 а, =a а =а, Ш EEE EA 
СО у, =— (NIN ш, +u 'g NI e), (17.4. 31) 
或 者 写成 
(Q), =- (K. (а, СО), (17. 4. 32) 
其 中 


Кк, Ji = (NIN ), 

(0 y, =— (a g ММ? e), 
从 (17.4.31) 式 可 见 ,(K.) ERRER. OOO, 对 所 及, 个 接触 点 对 集成 , 则 得 到 
系统 的 等 效 结 点 接触 力 向 量 , 即 


“Q =— Ku + “0. (17. 4. 33) 
其 中 
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К = Уу, h 此 = Уш, +з} 一 | (ts Q ), 
(2) 有 限 元 求解 方程 
建立 有 限 元 求解 方程 时 , 利 拉 格 妆 有 乘 子 法 相 类 同 ,将 (17. 4.33) 式 代入 (17.4.11) 和 


(17.4. 12) 式 。 但 (17.4. 33) 式 右 端 的 第 2 项 "*Q. 可 作为 已 知 量 处 理 , 故 仍 应 移 回 到 方 
程 的 右 病 , 于 是 就 得 到 如 下 求解 方程 , 即 


对 于 Т.І. 格式 

меч + GK. Ка + Кофи = 0. + “0, - БЕ (17. 4. 34) 
对 于 U. L. 格式 

ме + CK, +'Ku +K. )u = 80, Бә), —!F (17. 4. 35) 


2. 摩擦 滑动 接触 状态 
利用 《17. 3. 37) ,(17, 3,41) 和 (17. 4.4) 式 ,可 将 摩擦 滑动 接触 状态 的 接触 力 拉 *F， 表 
示 为 如 下 形式 , 即 
тыра =— а, (их — us | gs) =—a, (Mel Ми, + ен) (17. 4.30) 
其 中 


ТА н» I 
а,--а — Н — — и — 1 


ыт г 


将 上 式 代入 (17.4.9) 式 , 则 得 到 第 个 接触 点 对 的 等 效 结 点 接 甬 力 向 量 为 
СО За —— [ N: "да (е?! Nu, А Ел) |, 


-- (кен EF ша, ме, + е .]x 
W 


Ит 


(5961 Ми, +], (17.4.37) 
上 式 可 以 进一步 表示 成 类 似 (17. 4. 32) 式 的 形式 , 即 
СО =— (K., y (u, ), + СО), (17. 4. 38) 
其 中 
(Ka), = NT (pe a He + "mee | бетм) | 
HT HT # 
(17. 4, 39) 
_ и} м» 
СО). = a N [z -—— Haa, -H # — (ме, __ rate, ЩЧ (17. 4. 40) 
HT Hr # 


因此 ,系统 的 尘 效 结 太 接触 力 向 量 以 及 有 限 元 求解 方程 仍 可 用 (17. 4.33) ~ (17. 4. 35) Ë 


来 表示 ,只 是 其 中 的 (天 X) MOHO ), 必须 用 (17.4, 39) 和 (17. 4. 40) 式 代入 。 还 应 注意 
P Ke ЗЫ ЖЕНЕ ,这 和 拉 和 格 裔 日 乘 子 法 用 于 摩擦 滑动 接触 状态 时 的 情况 相同 。 


"иж звания 00 


3. 无 摩擦 滑动 接触 状态 
这 时 .2 一 0, 代 大 (17.4.39) 和 (17.4. 40) 式 , 则 有 
(К), = al NI ie, “MeN. j (17.4. 41) 
СО у, =—a[ N e, tg v], (17. 4, 42) 
MAT. AADAT И, ЕН ККЖ N ALS AE ЕЕ. 
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1751 显 式 解法 


1. 中 心 差 分 法 的 逐步 递 推 公式 
在 用 组 式 方法 求解 接触 问 题 时 ,通常 采用 二 步 形 式 的 中 心 差分 法 ( 即 在 Newmark ж 
ЖАН >а-0,6-1/0,Ң ЫШ 


“чи = u йды йд (17.5.1) 


НАД 一 а Ci Ууд (17.5.2) 


C17.5.1) 成 表明 ,上 一 增 量 步 的 解 w накиЖния, К-ШІ 是 在 求解 前 
即 可 计算 出 的 已 知 量 ， 
2. 罚 函 数 法 的 递 推 公式 
将 以 上 公式 用 于 有 限 元 方程 (17. 4. 11) 和 (17. 4. 12) 式 ,对 于 采用 罚 岗 数 法 的 求解 方 
案 , 可 以 得 到 以 下 的 逐步 递 推 公式 , ED 
对 于 T. L. 格式 
Мй = "50. рУ), — x F (17. 5. 3) 
对 于 U. L. 格式 
Мц = MO, 20, — ЧУЕ (17.5, 4) 
Кт K g, ЕЕ F b BL DJ ХАН ТЕП ЖЫ, ЖЕНЕ М 
T O MEE AE Ки 的 函数 ( 见 (17. 4. 33) 91617. 4. 38) ЖАЖ) МАУРО, 是 已 知 
в. 以 上 两 式 中 , 右 端 第 3 项 是 +A 时 刻 的 结 点 内 力 向 量 , 也 是 已 知 量 ,它们 分 别 表示 
如 下 。 
人 下 一 和 十 人 和 Кн = У “BE aS ЧУ 
о, (17.5.5) 
ДЕР = IF + ОК: + Кн = У) савр Ф ау 


т 
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等 式 中 间 的 两 项 都 是 已 知 项 , 故 合 并 成 类 似 于 (16.4,6) 和 (16,4.14}) 式 的 形式 { 式 中 的 
RA е ВО ЕМЕА. АВГ "45 УВГ UT 都 可 以 利用 已 知 的 
“кең рана. 

3. ЖЕЖ РВ 

相对 于 一 般 非 线性 问题 ,接触 问题 的 每 一 个 增 量 步 结束 以 后 , 需 村 增加 接触 面 的 搜寻 
FR. ТКА U. L. 找 式 , 则 时 间 积 分 的 计算 步骤 归纳 如 下 : 

(1) 令 1 一 0, 并 选择 Az, 

(2) 形成 集中 质量 矩阵 MM, 并 计算 MM  。 

(3) HR =M со, Е), 

(4) 计算 ии ада ya An 


(D HA" O, 

(ӨЗЕНІ Ji ВИА НИЖЕ, 
СЕН ЙЕЛ УЕ". 

(8) E Rh Ы QCP. .Q) (e= 1,22, n), 

(9) 判断 每 一 个 接触 点 对 的 接触 状态 (tk 二 1,2,… ,ni )。 


(10) HA Tg, = » СО, 


GD HR tai M Eto, Уо Е), 

(12) HE sa =+ üe ar, 

(13) е åt, 

(14) # tcT, 返 回 (4) ,和 理 则 结束 计算 。 

Ж 步骤 (6) 中 ,六 wz 是 Cauchy 应 力 向 量 (参见 第 16 章 (16. 4. 27) 式 )。 若 分 析 中 采 
Hj T. L. 格式 , 则 此 处 应 改 为 第 2 类 Piola-Kirchhoff W J ЕА СЕҢ, 第 16 Ж 
《16. 4. 22) 式 ) ;同时 步 取 (6) 中 的 咎 FF МИ ҮЕ АВ, 

从 以 上 求解 步骤 可 以 看 到 ， 

(1) 显 式 解法 的 求解 方程 及 求解 步骤 和 不 包含 接触 作用 的 问题 相 比较 ,区 别 仅 在 于 : 
由 两 个 增 量 步 之 间 增 加 了 接触 条 忻 的 校 核 和 新 的 接触 点 对 的 搜 和 他 以 及 接触 状态 的 判断 ，; 
四 计算 等 效 结 点 接触 力 向 量 , 并 将 它 增 加 到 求解 方程 右 端的 载荷 项 中 。 

(2) A AE TE A {М n LI ЖЕ 9 ЗЕ [ЕК ЕЕ. m E. ЯГЫ Ға FE gg 18 Sh Не bh 3 
ЖНЧЕХІЖНІЛ ЕР ЖаН, ETA АВРЕН ДІҢ И ДЕП] ИН Е-Е 
增 量 步 结 束 时 的 位 移 等 状态 量 计算 出 来 的 已 知 量 , 从 而 作为 等 效 截 薪 的 一 部 分 放 在 递 推 
方程 的 右 端 ,这 对 于 导致 刚度 矩阵 非 对 称 性 以 及 使 得 迭代 收敛 困难 的 摩 扩 沸 动 接 甬 状态 


特别 有 意义 。 

正 是 因为 土 述 特点 ,对 于 接触 问题 , 显 式 解法 在 实际 分 析 中 上 其 有 很 强 的 吸引 力 ，。 

4. ER a 的 选取 

从 第 8 章 8.2.2 节 的 讨论 中 已 知 , 原 则 土 罚 参数 а 越 大 ,精度 越 高 (虽然 过 大 ,可 能 
会 造成 方程 的 病态 ,但 是 a ШК 中 的 最 大 主 元 素 大 10' 一 105 量 级 仍 是 无 问题 的 )。 对 于 
接触 问题 , 则 增加 了 限制 a 取 值 的 新 因素 。 因 素 之 一 是 ,过 大 的 a 可 能 使 At 过 分 减 小 ,从 
而 使 计算 量 增加 。 这 是 因为 显 式 解 法 是 条 件 稳定 算法 ,应 服从 м< лы (Az. --тіпСТ,/ 
的 限制 。 罚 函数 法 的 力学 解释 是 在 应 约束 的 位 移 自由 度 之 间 加 上 了 出 硬 的 弹簧 , 因 
此 提高 了 系统 特别 是 接触 区 域 的 刚度 ,从 而 使 系统 的 min(T) 减 小 ,也 即 At Л. ІНІ 
为 保证 计算 效率 ,a 的 选择 不 应 使 Ai.. 过 分 的 减 小 。 另 一 因素 是 过 大 的 a 可 能 导致 计算 过 
程 的 不 稳定 。 这 是 因为 接触 力 的 大 小 和 a 成 比例 ， 当 两 个 物体 进入 接触 .特别 是 党 生 辜 
Aë B ,接触 力 过 大 ,可 能 使 两 者 的 相对 运动 发 生 虚 假 的 反 向 。 从 而 使 计算 在 接触 和 分 离 之 
间 反 复 变 化 。 通 常 推荐 取 a yK. КУК 是 接触 单元 的 刚度 ,y 是 缩放 因子 。 通 常情 况 
下 ,如 果 уч, С Ard = ТА (СА ВЖ А НЕЖНА ВК ЯН НЕК). КА 
杆 单 元 ,可 取 KK. 二 EA/L; 对 于 实体 单元 和 壳 单 元 ,可 有 取 К,=КА?/У, ВНАУ age 
S 上 单元 的 面积 和 体积 ,KK 是 材料 体积 模 量 。 

5. 用 于 准 静 态 分 析 

准 静 态 问题 其 惯性 力 的 影响 很 小 但 持续 过 程 较 长 。 显 式 解 法 用 于 此 类 问题 时 常 因 
At 下 上 度 的 限制 ,使 计算 量 大 幅度 增加 。 此 时 在 数值 计算 中 有 两 种 方法 可 以 提高 计算 效 
ж: 一 是 提高 加 载 速率 ,因为 计算 效率 的 提高 和 加 载 速率 的 提高 成 正比 ;二 是 增加 材料 的 
质量 密度 ,从 而 加 大 At ,计算 效率 的 提高 和 质量 密度 增加 倍数 的 平方 根 成 比例 (因为 音 
Ж с= YE.o)。 不 管用 娜 种 方法 ,共同 的 限制 是 不 应 该 改变 问题 的 性 态 和 响应 的 结果 。 
因为 准 静 态 问题 的 惯性 效应 很 小 ,采用 以 上 两 种 方法 以 后 ,系统 的 动能 不 应 超过 其 应 变通 
的 55 一 10 和 。 还 需 指出 ,对 于 包含 阻尼 项 或 材料 有 应 变 率 效应 的 情况 ,只 能 采用 增加 质 
量 密度 的 方法 ,因为 所 高 加载 速率 将 同时 改变 了 阻尼 力 和 应 变 率 。 

6. 用 于 静态 分 析 

ЖЇР УКА Б] ЕЙ, ТЇ РА ЕЛ T. L. 格式 为 例 ( 参 见 (17. 4. 34) 式 ) ,求解 方程 是 


GK: Ка +K. = 0 990, 1F (17.5. 6) 
ЖУ АЕН ЕИ. МГЕННАЯЫАЛ ҒИ ОНЫ ЕЛІ АЗЫ. НЕ 
是 将 上 式 改 写 为 


Мои + С За + GK, Ка +K, )u = “0 990, —IF (17.5.7) 
其 中 ,M 和 C 是 引入 的 质量 矩阵 和 阻尼 矩阵 ,后 者 比例 于 前 者 , 即 取 


O AITE RAPERE а 


2 
人 


= == 一 - — 一 = = =. = = — Je -— 一 一 -= 


C= Вм (17.5.8) 
其 中 比例 因子 吕 可 取 值 为 系统 基 频 o, 的 临界 阻尼 比 (2w) ,因此 
C = да, M (17.5.9) 


式 中 系统 基 频 mw 可 用 13. 6. 1 小节 的 有 反选 代 法 方便 地 得 到 ，。 
将 中 心 差分 法 的 基本 公式 (17.5.1) 和 (17.5.2) 式 代入 (17.5.7) 式 ,就 可 以 得 到 逐步 
弟 推 如 下 公式 ， 
(M+ месни =. мао, +O, — кым. __ (% +5 š Az JC (17. 5, 10) 


当 取 B=2wm МЛН КЕЛЕД k BE 47 HE, ЖОЦ y Н] БЕ Н ТЕ. ШЖ 
A< Zen , 即 阻尼 小 于 临界 阻尼 , 响 庶 将 出 现 振 落 。 如 果 六 >2a，, 即 阻尼 较 大 ,这 时 虽然 没有 
振荡 ,但 需要 较 长 的 时 间 才 能 趋 于 静态 解 。 图 17.7 是 采用 不 同 8 值 时 的 位 移 响 应 示 
Е... 


位 移 


----- Ё= 20 


----Й<28 


£? 
17.7 ВАНВЯСЕНИЯ {© жр nu л. S El 


ЕНИ Не, BARREA Н БРЕ Н ОЛ ДЕ, Ер Ей. 

(D BEDER ИНЕ НАН ИИЕВЯНЖТЫЛЕЕНЕНТЕЯНЫ. ЖЕН 
为 其 逐步 递 推 公式 左 端 的 质量 矩阵 及 是 N, {位移 自由 度数 ) 阶 矩阵 ,而 参与 递 推 求 解 的 
石 端 项 的 自由 度数 为 N. + N. (N, ERRETO ,两 者 不 此 配 。 

(2) 等 个 时 间 步 长 内 没有 误差 检查 和 迭代 步骤 ,因此 计算 误差 不 能 控制 。 

(3) 由 于 刚度 垂 阵 未 进入 递 推 公式 的 堪 映 ,因此 木 能 用 子 求解 届 纳 辣 题 ,而 在 接触 和 
迁 撞 过 程 中 常常 伴随 结构 届 曲 的 发 生 ， 


тж 接触 和 磁 接 同 题 


17.5.2 Әм 


常用 的 隐 陈 算法 是 Newmark 方法 , 它 的 基本 公式 已 在 13, 3.2 小 节 中 给 出 ,为 了 便 
于 理解 现 重 新 列 出 如 下 : 


| (aya) tanni де (17.5. 11) 

ыд = ú+ [1 — д) и А (17. 5. 12) 

кыш — 1 Су —'ц) _ S и- [2 — 1) 《17. 5, 13) 
t At ам га 


Ви А РИО ЖИВИ УО. 作为 ~ 的 函数 , 当 用 隐 式 方法 求解 时 ,在 
《17.4.11) 和 (17.4. 12) 式 中 必须 放 在 式 的 左 端 ,一 同 进 行 和 迭代 求 解 。 

1. 罚 函 数 法 

用 隐 式 求解 非 线性 动力 问题 的 递 推 迁 代 公式 已 在 16.4, 3 小 节 中 给 出 。 现 在 只 是 在 
RHA AARS PMT Ku ЖАЯ “О, 项 ,现在 以 U. L. 格式 为 例 , 列 出 它 结 合 N- 
R 选 代 的 如 下 递 推 公式 。 

Еті. + HoK БЕКО + ко [К = “Q, "On еко _ M ug 

(17.5. 14) 

其 中 


.. 1 1 e .. 
ке» я ЕН АЕ ра [12 і І _ — ] | -- 0, фунта 
ü = A ( н и) A: É | и (1--0,1,2,Н) 


(17. 5. 15) 


APEERE. REH K M Ag. 也 写成 选 代 形 式 , 这 是 因为 它们 的 表达 式 中 , 除 祝 
参数 а ЕЖЕ 以 外 的 各 个 量 依赖 于 "+*w。 此 选民 计算 公式 中 应 用 了 位 移 的 增 量 适 
REER, E 

мр = мөр + Au! (17. 5, 15) 
或 者 写成 


сағ Ч 一 yy „н? и? — > Ан? 


并 有 
ың — и THF” — 2 (17. 5.17) 
(17. 5. IDA P Ka РААК ЖЫ Н ККК АА АЯ 8,017.44. 32), (17. 4.39) 
1117, 4. 41) ж. ЦЕРН СРЕ ИЕК ИР. 
(1) 4+=0.1=0, Ж м.а яд, 


和 人 


(2) 形成 М, 
(3) ага, и, Q. HEF., 
(4) 计算 "= 和 MC 一 
(5) 计算 一“ 人 。 


(6) ЖИК = 2 人 人 + 14 Ns 


(7) әжелер еше —М==ш°, 

(8) 搜寻 接触 点 对 CP,Q); (6=1,2,-6,н,), 

(9) 判断 每 一 接触 点 对 的 接 和 触 状态 (一 1,2,…，,ar)。 

(10) 计算 KD ,并 形成 K' КЪК. 

ар 计算 4“Q HERO =0+7*02. 

(12) ЖЕ Ан? 一 (其 " 1 0 。 

(13) ER Mu TD =t H Aaw ,并 订 算 人 ?和 Ya (分 别 按 (17.5.13) 和 和 
(17.5.12)%), 

(14) EAMH т? ЕА 

(15) ЕЕЕ , 若 发 现 不 符合 , 则 返回 步 枝 (8) ,否则 进行 下 一 步 又 (16) 。 

(16) 校 核 收敛 准则 , 若 未 满足 , 则 令 РЪБ ЧР СБ) ВИЕ F — 98017). 

(17) 令 ¿=t+ At, 

(18) 若 z< T, WS [一 0, 返 回 步骤 (5) ,和 次 则 结束 计算 。 

2. 拉 格 明日 乘 子 法 

8 feu SW НЗЕТЕН,ЖТАВЕНЖЖЕНН ,所 以 仿照 位 移 о ЕЊЕ 
形式 , 即 

A над АД (17.5.18) 

或 者 写成 


Бага +1) O А+ Аё АФ 一 р> АА 


将 (17,5. 167--(]17,5.18) 式 以 及 Newmark 方法 的 基本 公 趟 应 用 干 拉 格 关口 梯子 法 的 下 
限 元 求解 表达 式 就 可 丙 得 到 相应 的 递 推 过 代 公 式 。 以 烙 结 接触 状态 的 U. L. 格式 的 方程 
(17.4. 18) 式 为 例 , 它 的 递 推 公式 如 下 ， 


Mt eK’ ө рако ко {м | 
| ко ЛА“ 


17 ЖЕ Р 
ооо асас. Ж ЖЕКЕНИ Пи 22-26% 


ғ -一 一: 一 一 — -r 


Р-- 站, 工 ,之 (17.5. 19) 


К Ге + 20% ие и м 
— 'g 


一 
其 中 
ммо Қ HA ышы 一 Kuq tD (17. 5, 20) 

ВЕ ДАДА. Еди К у HK. КВ. КЕЗЕК БЮ K. К. ЗЕ, 17. 4. 2 
| ФВ SA ik ak. МИНЕ ЕЛЕР НЫҢ РЕ ЖЕТЕ Т Ж K ii), > E + 
再 重 述 。 

关于 隐 式 解法 ,最 后 还 应 指出 : 

(1) 在 递 推进 代 公 式 (17.5.14) 和 (17?,5.19) 式 中 , 若 今 M=0, 就 可 以 用 于 不 考虑 惯 
性 力 影响 的 静态 接触 问题 。 

(2) 降 式 解法 虽然 是 无 条 件 稳 定 的 ,但 A; 的 取 值 仍 应 考虑 精度 和 收 敏 性 的 要 求 。 
ете 

D 在 用 给 定 的 АЙ УЯ ИТШ Ж {ЙЫ ЕР. ЕЛЕНІП ТИҢ НОВ АЖА 
个 允许 值 е ОЖ 为 最 小 单元 边 长 的 5% 和 壳 体 厚度 的 25% 中 的 较 小 者 ) ,为 了 提高 
计算 精度 ,在 程序 中 可 引 人 At 自动 剖 分 的 算法 ,对 这 种 现象 进行 处 理 ， 

D 当 两 个 物体 发 生 碰 挤 时 ,将 激 起 高 频 的 振动 。 如 用 有 隐 式 解 法 分 析 此 类 问题 ,为 达 
到 精度 要 求 , 仍 应 采用 较 小 的 At。 有 时 为 了 消除 高 频 影响 ,还 可 以 考虑 引 人 数 值 阻 尼 
(Newmark 方法 中 , 取 人 1721 


17.6 接触 分 析 中 的 几 个 问题 


17.6.1 单元 形式 


原则 上 | 说 ,以 前 各 章 所 讨论 过 的 各 种 单元 都 可 以 用 于 接触 分 析 , 但 是 实际 上 通常 采用 
低 阶 单元 。 因 为 高 阶 单元 会 导致 等 效 结 点 接触 力 在 角 缚 点 和 边 中 结 点 之 间 的 振荡 (例如 ， 
在 平价 8 结 点 单元 的 一 个 边界 土 和 均匀 分 布 的 外 力 相 等 效 的 结 点 力 ,在 角 结 点 和 边 中 结 
氮 土 分 别 是 外 力 总 和 的 1⁄6 和 273) ,这 对 于 接触 状态 的 校 核 和 判断 是 不 利 的 。 为 此 ,一 
种 改进 的 方法 是 采用 变 结 点 单元 ,例如 在 二 维 问题 中 改 用 在 接触 面 土 不 保留 边 中 结 点 的 
7 结 点 单元 。 另 一 种 替代 方案 就 是 采用 4 结 点 双 线 性 单元 ,此 种 单元 能 够 表现 较 大 的 形 
状 变 化 , 面 且 计 算 效 率 较 高 , 故 在 实际 分 析 中 较 多 地 采用 。 但 是 在 积分 方案 的 选择 上 要 注 
意 防止 机 动 模式 和 剪 切 锁 死 的 发 生 ,特别 是 对 于 板 壳 单元 更 应 注意 。 


17.6.2 接触 点 对 的 搜寻 
接触 点 对 的 搜寻 是 指 在 接触 面 S+ 和 Ss 上 所 有 结 点 的 位 移 和 接触 力 已 经 更 新 的 条 
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忻 下 ,为 下 一 次 计算 找 出 所 有 的 接触 点 对 和 相应 的 接 甬 位置。 具体 可 分 两 种 情况 : 一 种 
是 接 甬 前 搜寻 ,这 是 针对 前 一 次 计算 ( 显 式 解法 的 前 一 时 间 步 长 , 隐 式 解法 的 同一 时 间 步 
长 内 的 前 一 次 迭代 或 前 一 时 间 步 长 的 最 后 一 次 迭代 ) 中 接触 体 tA} 未 姓 于 接触 状态 的 结 
点 而 言 ; 目 的 二 找 出 可 能 进入 接触 的 结 点 CP) ,以 太 在 靶 体 上 5 šh 5 ( P) +H 3 В ВЕ t Hh 
和 和 接触 位 置 ( 即 @ 点 ); 男 一 种 情况 是 接触 后 搜寻 ,这 是 针对 前 一 次 计算 中 5^ 已 处 于 接触 
状态 的 结 点 (了 ?而 言 ,目的 是 检查 其 是 否 已 脱离 接触 ,如 果 仍 保持 接触 , 且 前 一 次 计算 中 
处 于 消 动 接触 , 则 应 确定 它 在 Sc 面 上 新 的 接触 位 置 。 

由 于 接触 点 对 的 搜寻 是 保证 分 析 结 果 是 否 串 靠 的 关键 ,而 且 其 工作 量 在 整个 计算 中 
占 很 大 的 比例 ,最 高 可 达 40 六 一 50 久 ,因此 有 很 多 研究 工作 致力 于 此 ,而 且 还 涉及 许 客 有 
司 技 术 细 节 。 以 下 侈 就 常用 的 主 从 接触 搜寻 法 的 原理 作 一 介绍 。 

1. 接触 前 搜寻 

从 搜寻 方法 上 ,可 以 区 分 为 全 局 搜寻 和 局 部 搜寻 。 前 者 更 适用 于 接触 分 析 的 开始 。 
图 17. 8 是 一 个 二 维 接触 全 局 搜寻 的 示例 。 点 50 是 从 接触 而 上 的 一 个 结 点 (了 ) ,通过 全 
局 搜寻 找到 主 接 触 面 上 距离 它 最 近 的 结 点 100 ,此 点 称 为 主 接触 面 上 的 退 踪 结 点 。 在 它 
的 两 边 分 别 是 单元 9 和 10 的 一 个 而 (接触 块 )。 通 过 进一步 计算 ,可 以 确定 点 50 至 单元 
10 的 面 的 距离 更 近 , 并 可 给 出 点 50 3 X НЕ R O S) ЖИЕНИ E (Fl gx). ДЖ 
gv <, 《例如 取 s 等 于 或 小 于 前 述 的 允许 贯 A 量 4), 则 认为 结 点 50 和 六 点 构成 一 个 接 
ВЖ, Кои ША 55 50 未 和 接触 面 接触 , 即 保持 自由 。 


| enam | 
ә 100 jo 101 11102 


— Ае ra du Pa 
“人 РЕКА 


Ң 17.8 一 维 全 局 接触 搜寻 


由 于 全 局 搜寻 耗 时 过 多 ,对 于 大 多 数 时 间 步 长 则 采 痢 局 部 搜寻 。 此 法 中 对 于 从 接触 
面 上 的 一 个 结 点 ,搜寻 从 主 接触 面 与 之 对 应 的 前 一 个 追踪 结 点 开始 ,从 而 可 以 较 快 地 达到 
Нај. Æ 17.9 是 二 维 局 部 搜寻 的 示意 图 。 前 一 个 时 间 步 长 使 图 17.8 所 示 的 模型 的 主 、 
从 接触 面 间 发 生 一 定 的 相对 移动 。 前 一 时 间 步 长 中 ,从 接触 面 上 结 点 50 所 对 应 的 主 接触 
面 上 的 追 际 结 点 是 100, 与 它 相 邻 的 是 单元 9 和 单元 10 的 各 一 个 面 。 在 相对 移动 发 生 
后 , 仍 是 单元 10 的 面 离 结 点 50 较 近 。 进 一 步 搜寻 是 从 单元 10 的 这 个 而 上 找 出 结 点 
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101 , 它 与 结 点 50 的 距离 比 结 点 100 与 结 点 50 的 距离 更 近 。 这 样 一 来 , 结 点 101 就 万 为 
当前 的 追踪 结 点 。 依 照 上 述 方 法 继续 进行 局 部 搜 半 ,直至 两 次 搜寻 得 到 的 追 踩 结 点 相间 。 
此 例 中 最 后 得 到 的 是 结 点 102。 以 下 的 步 又 和 全 局 搜寻 中 找到 与 结 点 50 距离 最 近 的 结 
点 100 后 的 做 法 相 问 ,从 而 得 到 新 的 Q@ 点 和 刘 离 最 рм. 


一 一 НЕК ЕТ Н АНГ 
= ЕК EPRE ЕН 


ҢІЗ 二 维 局 部 接触 氛 寻 


2. 接触 后 搜寻 

此 搜 导 相对 比较 简单 ,只 需要 对 从 接触 面 52 上 原来 和 主 接触 面 SS 处 于 相对 滑动 接 
触 旦 保持 接触 的 接触 点 进行 搜寻 。 方 法 和 上 述 局 部 搜寻 的 方法 相同 。 

以 上 的 搜寻 方法 ,不 难 推广 到 二 维 接触 情形 。 需 要 指出 的 是 ,上 述 主 从 接触 搜寻 法 ， 
从 理论 上 说, 从 接触 面 52 是 不 能 侵入 主 接触 面 S' 的 ,但 主 接触 面 可 以 盆 人 从 接触 面 。 
解决 的 方法 将 在 下 一 小 节 网 格 划 分 中 讨论 。 


17.6.3 网 格 划 分 


和 其 他 类 型 问题 的 分 析 相 同 ,在 接触 问题 的 分 析 中 ,网 格 划 分 细密 ,同时 单元 形状 良 
好 ,总 是 有 利于 计算 精度 的 提高 。 这 里 需要 指出 以 下 两 点 : 
1. 主 、. 从 接触 面 上 网 格 的 匹配 


为 防止 发 生 主 接触 面 过 多 的 仁和 人 从 接触 面 ,从 接触 面 上 的 网 格 应 适当 的 划 细 。 特 别 
是 主 接触 面 是 刚体 的 情况 ,这 时 作为 变形 体 的 从 接触 面 必须 充分 细 划 ,以 适应 刚体 的 任何 
ER. ШІ? 10(a) 所 示 是 由 于 从 接触 面 的 网 格 比 较 粗 糙 , 主 接触 面 上 的 单元 侵 人 了 从 接 
Ші. ШІН 17. 10(b? 所 示 是 从 接 解 面 的 网 格 划 细 以 后 ,就 防止 了 主 接触 面 的 侵 人 ,从 面 
改进 了 计算 精度 ,在 有 的 商业 软件 中 具有 自 适应 细 划 网 格 的 功能 。 

2. 网 格 的 更 新 


在 很 多 的 接触 问题 中 ,物体 从 某 个 初始 形状 到 最 终 形 状 经 历 了 复杂 的 变化 。 例 如 金 
属 成 型 中 ,工件 从 开始 的 简单 形状 ,加 工 成 复杂 的 形状 。 再 如 汽车 碰撞 问题 则 更 加 突出 。 


а т с н Е Е: 
таи 


主 接 触 体 


(а) ЗНАЕ А, А pk ВАН (b) ERT AA Fe i ЕВА, 
图 17.10 证 ,从 接触 面 上 的 网 格 划 分 


这 将 造成 单元 形状 过 分 的 扭曲 ,甚至 使 分 析 无 法 继续 进行 。 因 此 在 一 定 阶段 ,应 使 分 析 停 
止 并 重新 划分 网 格 , 然 后 上 髓 继续 进行 分 析 。 此 过 程 的 … 个 重要 问题 是 网 格 重新 划分 前 后 
的 数据 持 换 . 


17.64 ”摩擦 模 型 的 规则 化 


表面 讨论 的 СошотЬ 摩 控 模型 是 高 度 非 线性 的 ,如 图 17.11 Вт. | | АЕМ | 

时 ,是 无 相对 党 动 的 粘 结 情况 ;而 当 :Fr| 二 gy|Fs| 时 ,可 以 发 生 大 小 不 受 限 制 的 相对 滑动 ， 

特别 是 当 相对 滑动 速度 Vi БЫН. Ет 也 立即 反 转 。 这 种 突然 变化 将 造成 数值 计算 中 壕 

代 的 收 和 你 困难 .因此 提出 改 用 经 规则 化 也 即 光滑 化 的 摩 扩 模型 来 代替 Coulomb 摩擦 模 
型 ”, 它 的 数学 表达 式 为 

F; =— р | F. | 2 атстап{ Т. гү (17.6.1) 


其 中 er = Ұт/ | Ут | 
er 古 切 向 相对 滑动 的 方向 。c 是 一 个 控制 规则 化 岩 擦 模型 和 Coulomb {ЖЖЖ Т Ж 
度 的 重要 参数 。c 愈 小 则 两 者 愈 接近 ,如 图 17. 12 所 示 。 


А 17.11 Coulomb PRHA F =l) 
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17.12 ШЕЕ B) BE ТИ HU (nA A 


МЖ ЛЕ lai. ТЕ rir Н A fF £ КЕ ШЕ НЕО А17. 6. 1) 式 这 
一 数学 描述 进行 接触 分 析 ， ИЕ k B[ i SE И. SE H: B ЖЗ PR BE ЖИИ SE , ОЛ 98 4 £ t 
狸 土 都 广 在 一 定 的 不 平 度 , 因 此 完全 粘 结 接触 状态 是 不 存在 的 ,只 要 有 切 向 摩 凉 力 存 在 ， 
总 要 伴随 发 生 一 定 的 相对 滑动 。 疝 规则 化 模型 正好 可 以 撕 述 此 类 物理 现象 。 
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17.1 ARRS HAERERAA 各 相同 长 度 КЕШЕНІН, WE ID EE 
v= 1. Ота/в ИЖ В РОВА НІН ЖАНТЕЛІ ,如 图 17.13 所 示 ， 
用 有 限 匹 法 分 析 它 科 的 碰撞 过 程 ， 


[ — Н 
ы кос 
а ФА h е td d 
图 17.13 ЧЕШЕНІКФНҢДІЕ 
设 杆 长 一 2.0m, 截 面积 4 一 0.01m: ,材料 弹性 模 量 Е--2. 0x10 MPa, ЖВЖЕ p= 
?. В 10 kg/m i, ИЮНЕ H 5 4 2 ЕНТ, ЖЫШ ЖЕН. Фф 


a= yK. = y БА. 


(1) y ЖЇН. ЭЕ БЛ KC А SU F ЖЕЕ. 


第 2 篇。 专题 部 分 


т. - -- - 一 - --- та -r- 一 一 一 一 - ш. ---- --- 一 - 一 


从 以 上 绪 果 可 见 , 随 着 缩放 因子 ”的 增 大 ,At W h. 4 У=1 时 ,At = 0. 786 (Ада ),. 
(А. а-?. 90 是 两 杆 间 无 约束 (Y= 站 时 的 Atas 

(2) 取 At= Tan 1052, 482X10 is(Tw 是 两 杆 间 无 约束 时 的 最 小 振动 周期 }。Y 取 
不 同 值 时 的 计算 结果 如 下 表 所 示 。 


Y 0.5 0.8 1.0 1,2 1.5 2,0 3. 0 5.0 
Е4 /MN һе, 233 0.2093 0.293 0.18 0,359 0.401 0,541 0.843 
ск МРа —28.2 —24,9 一 25.5 —25.7 一 25.6 一 25.5 一 26.0 27.43 
ск MPa 8.3 5.8 9,1 13.7 10, 7 10.5 17-3 15.5 
п, 1 1 1 1 2 5 6 7 
Wi Ср РА) | 78, 2 78.3 18.2 78.5 78, 6 78.9 80. 5 84. 3 
Мо / (bg * m/s) 156 156 156 156 156 156 156 156 

从 以 上 结果 可 以 看 出 : 


Q Ж Y 的 增 天 ,两 杆 间 的 最 大 接触 力 TA. 也 增 大 。 同 时 从 Y=1.5 开始 ,两 杆 的 碰 
擅 次 数 (n.) 也 迅速 增加 。 对 于 和 辣 一 个 碰 擅 过 程 ,这 是 由 于 计算 中 Y 取 值 不 同 而 引起 的 ， 

@ 碰撞 过 程 中 的 最 大 压 应 力 o% 的 灾 化 不 是 很 大 ,特别 是 当 Y=1.0~2,0 时 基本 不 
变 。 而 最 大 拉 应 力 o%, 昌 有 较 大 变化 ,但 由 于 它 不 是 控制 应 力 ,影响 不 大 。 


O 表 中 最 后 机 行列 出 的 是 磁 挤 过 程 中 的 最 大 能 量 W... [= итки има) на 
大 动量 Mk 一 Ma)。 由 于 此 问题 的 碰 擅 过 程 无 外 力作 用 ,能 量 和 动量 应 该 守恒 。 即 分 
别 等 于 初始 能 量 ( и M ú —T8ka * m° / ) 和 初始 动量 (Mi 一 176kg + m/s)。 因 此 表 中 


所 列 的 最 大 能 英和 动量 的 结果 可 以 作为 对 数值 分 析 方 法 的 一 种 校 核 。 天 中 给 出 的 计算 结 
A ,特别 是 * 一 1.0 一 2.0 时 的 结果 是 可 以 接受 的 ， 

例 17.2 两 图 柱 或 两 圆 球 之 间 的 接触 “如 图 17. 14(a) 所 示 。 这 是 典型 的 Hertz 接 . 
触 问题 ， 两 圆柱 接触 是 平面 应 变 问 题 ,两 圆 球 接 触 是 轴 对 称 问题 ,两 着 可 以 用 同一 网 格 进 
行 离散 。 考 虑 对 称 性 , 取 其 174( 如 图 17. 14(a) 阴 影 区 所 示 ) 进 行 网 格 划 分 。 图 17.1405) 
所 示 是 上 圆柱 ( 球 ) 的 网 格 , 下 姜 柱 ( 球 } 的 网 格 与 其 相同 ,图 中 右 方 是 接盘 区 的 网 格 细节 
通过 上 图 柱 ( 球 ) 的 位 移 进行 加 载 。 材 料 人 性质 为 无 硬化 的 理想 弹 塑性 。 采 用 隐 式 解法 
求解 。 


--- -- -- -— т-- --- --- -一 за Аа а. 
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(a) 力 字 模型 b) Валак 
图 17.14 Hertz 接触 问题 


(а) 两 个 圆 村 接触 (0) 0 ТАРЕ ЕН 
Ё 17.15 Hertz 问题 计算 结果 


图 17. 154ay 和 (pb) 分 别 给 出 两 圆柱 和 两 圆 球 接触 界面 上 的 压 应 力 分 布 。 图 中 的 Ро 
是 弹性 接触 的 最 大 压 应 力 ,a 是 相应 的 接触 区 宽度 的 一 半 。 由 图 可 见 ,对 于 弹性 接触 ,有 
限 元 解 和 解析 解 符合 得 很 好 。 在 载荷 不 变 的 情况 下 , 弹 塑 性 解 的 最 大 压 应 力 降低 ,但 接 船 
宽度 加 大 。 

例 17.3 РЕВА) 

图 17.16 所 示 为 一 上 成形 系统 ,其 中 方形 冲 头 的 尺寸 为 40mm >x 40mm, ЛЕ 0 R у 
42. 5mm X42. 5mm。 圆 形 板 料 直 径 为 90mm, 板 厚 为 0.8mm。 材 料 应 力 应 变 关系 为 5 一 
508. 79e* (MPa)。 材 料 与 冲 头 角 的 摩擦 系数 种 一 0. 24, 材 料 与 凹 模 间 的 摩 氛 系 数 р = 

12, ЖЮ Л 7 845N。 板 料 上 划分 为 186 个 膜 单 元 ， 显 式 解 法 中 冲 头 速度 为 smys， 
将 密度 放大 50 倍 以 缩短 计算 时 间 。 并 用 隐 式 解法 进行 计算 以 便 相 互 比较 。 
图 17. 17《a) 和 (bb) 分 别 给 出 部 头 行 程 各 为 20mm 和 35mm 时 的 板 料 形状 。 计 算 结果 
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698 _ o, а 20000000021. 02020220 —. aa аз ше ж; е — -— — —-. ш on өс ш 
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图 17.16 ЛЕЕНЕ АЛЫХ [Г 


ЖЕНЯ Р НО Е А Во РО hh A IP] а, [д ЖЕН) Ж 
率 较 高 , 仅 为 显 式 解 法 的 3070, (ВУ РАКАВ ОТ ОГА, Д АН АТГА 
较 高 ,个 别 算 例 中 仅 为 隐 式 解法 的 1/10, 


(а) 隐 式 算法 (b) Ми: 
图 17.17 ” 冲 头 行程 为 35mm 时 板 料 的 形状 


17.4 АМИН НЫН 

图 17.18 ТЕ ШЕЕ ЕДІН Ж o= 35m/s ЧЕ. ME ЕНУ ЛУ ЖИЫ Ж 
ЖАНЫ). В І,--4б6ст.а--20стпь1-- 0. 5em, Е--25 000 МРа,у--0. 3,0, = 100МРа, E, = 
230МРа,р= 0. 007 64kgycm: ， 每 个 壳 体 用 456 个 4 Т ВТК. ИРЕШ 
At 一 0. 4рз, 17.19 给 出 不 同时 刻 壳 体 的 位 形 。 


TIF ввканни | 


图 17.18 两 个 薄 壁 柱 壳 以 相同 速度 对 拉 
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图 17.19 
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接触 和 碰撞 过 程 的 数值 模拟 是 当前 有 限 元 方法 的 研究 和 发 展 中 所 面临 的 重要 课题 之 
一 。 它 在 力学 上 涉及 高 度 复 杂 的 (材料 ,几何 .边界 ) 一重 非 线性 问题 。 考 虑 到 前 面 两 章 中 
已 经 对 材料 非 线 性 问题 和 几何 非 线 性 问题 进行 了 比较 全 面 的 讨论 。 本 章 着 重 讨 论 的 是 由 
于 接触 界面 条 传 的 非 线性 性 质 所 引起 的 相关 问题 。 

首先 是 接触 条 件 的 正确 表述 。 接 触 界 曾 之 间 的 法 向 接触 条 件 ( 不 可 鞭 人 性 和 接触 力 
为 压力 ) 用 于 确定 两 个 物体 是 省 进 人 接触 ;切身 摩擦 条 件 用 于 确定 已 进 人 接触 的 具体 接触 
状态 。 其 次 是 将 接触 条 件 艳 合 到 接触 的 非 线性 动态 响应 的 求解 这 程 中 。 需 要 进行 的 工 
Е: 

(1) 将 接盘 乏 件 改写 成 符合 增 量 选 代 求 解 的 形式 。 

(2) 根据 接触 条 件 是 单 边 的 不 等 式 约束 的 特点 ,明确 不 同 接触 状态 的 定 解 条 件 和 校 
核 条 件 ， 

(3) 将 接触 荣 件 作 为 约束 方程 引 人 变 分 原理 ,以 形成 求解 方程 ,并 建立 接触 力 的 计算 
АА. 

将 接触 条 件 引 入 变 分 原理 的 方法 基本 上 仍 是 第 8 章 中 讨论 的 两 种 基本 方法 , 即 拉 格 
朗 日 滋 子 法 和 撞 函 数 法 。 需 要 关注 两 种 方法 中 接触 力 的 计算 ,因为 这 是 每 次 计算 后 进行 
接触 状态 校 核 ,搜寻 和 转 人 下 一 次 计算 的 重要 依据 ， 

接触 问题 有 限 元 方程 的 形成 和 其 他 问题 相 比较 ,只 是 增加 了 接触 界面 的 离散 。 关 键 
氮 是 依据 虚 功 等 效 的 原则 将 接触 点 对 的 接触 力 转换 为 等 效 结 点 接触 力 向 量 。 对 于 有 限 元 
求解 方程 本 身 需要 注意 的 是 , 摩 氛 滑 动 接触 状态 对 于 系统 刚度 矩阵 的 贡献 是 非 对 称 的 ， 
而 在 一 般 的 接触 问题 中 ,通常 都 包含 摩 氛 滑 动 接 抽 状 态 ,这 也 是 接触 分 析 中 应 给 予 的 关注 
后 之 一 。 

接触 过程 有 限 元 数值 分 析 的 核心 内 容 由 两 部 分 组 成 ; 一 是 接触 点 对 的 搜寻 ,二 是 非 
线性 方程 本 匡 的 求解 。 

关于 接触 点 对 的 搜寻 ,分 接 触 前 搜寻 和 接触 后 搜寻 。 前 者 回答 前 一 次 计算 中 ,接触 面 
52 上 未 进 人 接触 的 结 点 在 下 一 次 计算 中 是 否 和 Ss 面相 接触 ;如 果 接 触 , 则 应 确定 具体 的 
接触 位 置 。 后 者 回答 前 一 次 计算 中 S$ 面 上 已 妈 子 接触 的 结 点 在 下 一 次 计算 时 是 否 仍 和 
S。 面 保持 接 角 ;如 果 保 持 , 则 应 确定 新 的 接触 位 置 。17. 6.2 小 节 中 讨论 的 主 从 接触 点 搜 
可 法 , 盟 然 补 不 少 商 用 软件 所 采用 ,但 我 们 介绍 它 仅 是 为 了 说 明 接 触 搜寻 法 的 基本 概念 ， 
未 涉及 更 多 的 技术 细节 。 半 于 接触 搜寻 法 的 众多 研究 可 参见 文献 ， 

接触 问题 有 限 元 方程 的 求解 ,和 其 他 动态 响应 问题 相同 , 仍 可 分 为 显 式 和 隐 式 两 种 解 


- — = --- 一 一 一 = —. 


第 17 章 Ветан ри . A. 


法 。 电 式 解 法 可 以 免 去 每 一 时 间 步 内 的 迄 代 ,上 且 可 绕 开 摩擦 滑动 接触 对 刚度 和 矩阵 非 对称 
贡献 带 来 的 麻烦 ,因而 使 用 方便 。 但 应 注意 罚 参 数 a 的 选取 ,以 避免 使 At 过 分 减 小 。 在 
НЕКЕЛІ АН ,应 分 别 采 取 必 要 的 算法 措施 ,以 提高 计算 效率 和 了 能够 应 用 
吕 式 解法 。 而 且 拉 格 朗 日 乘 子 法 不 能 直接 和 显 式 解法 相 结 合 。 隐 式 解 法 的 优 献 点 和 显 式 
解法 正好 相反 。 需 注意 的 是 ,虽然 隐 式 解法 是 无 条 件 稳 定 的 ,但 是 由 于 不 同 接触 状态 转换 
时 ,位 移 和 速度 以 及 接触 力 的 变化 具有 强 非 线性 ,和 和 其 他 向 题 的 分 析 相 比 ,&t 的 选取 受到 
更 多 的 限制 。 

为 了 提高 接触 分 析 结 果 的 可 靠 性 和 有 效 性 ,1]7.6 节 补 充 讨 论 了 单元 选择 ,网 格 划 分 ， 
摩 探 模型 等 方面 的 风 个 问题 。 应 注意 的 是 ,因为 摩擦 分 折 的 重要 性 和 复杂 人 性 ,已 进行 和 正 
在 进行 的 研究 工作 是 大 量 的 ,本 章 仍 有 不 少 问题 未 予 涉及 。17.7 节 介 绍 了 几 个 示范 性 算 
例 , 目 的 是 增加 读者 对 接触 分 析 的 特点 和 实际 可 应 用 性 的 理解 


关键 概念 

接触 和 碰撞 接触 点 对 接触 条 性 

Coulomb 摩擦 模型 ЖҰЖ На = 8 $ Pk de а 
接触 搜寻 + A k kje 3 准 静 态 分 析 

р зь Ж 

复习 题 


1.1 接触 和 碰撞 分 析 在 力学 二 有 什么 特点 ?在 应 用 上 有 什么 实际 意义 ? 

17.2 На ыы ыы 
表达 式 是 什么 ? 

17.3 什么 是 Coulomb 摩擦 模型 的 力学 意义 和 表达 形式 ? 

17.4 接触 条 件 和 摩 氛 条 件 与 一 般 约 东 条 件 相 比较 有 什么 特点 ? 这 些 特点 对 求解 方 
程 和 求解 过程 带 来 什么 影响 ? 

17.5 将 接触 界面 条 件 区 分 为 定 解 条 件 和 校 核 条 件 有 何 意义 ?对 于 不 同 接触 状态 它 
们 的 具体 内 容 是 什么 ? 

17.6 如 何 应 用 拉 格 朗 日 乘 子 法 将 接触 条 件 引 入 虚 位 移 原理 ”所 形成 的 求解 方程 有 
何 特 点 ?在 此 方法 中 如 何 计算 接触 面 上 的 接触 力 ? 

17.7 如 何 应 用 罚 函 数 法 将 接触 条 件 引 人 虚 位 移 原理 ? 所 形成 的 求解 方程 有 何 特 
点 ?在 此 方法 中 如 何 计算 接触 面 上 的 接触 力 ? 如 何 选择 罚 参 数 07 

17.8 比较 拉 格 朗 日 乘 于 法 和 多 贡 数 法 的 优 缺 点 和 应 用 条 件 ， 


2? 
а. 分 


17.9 为 什么 要 对 接触 面条 侍 进 行 府 散 处 理 ” 对 二 维 接触 问题 和 三 维 接 角 问题 如 何 
进行 离散 处 理 ? 

17.10 ”对 于 不 同 接触 状态 ,有 限 元 求解 方程 有 何 区 别 ? 原因 何在 ? 

17.11 如 和 何 用 显 式 解法 进行 接触 和 碰撞 的 有 限 元 分 析 ? 与 用 于 其 他 动态 响应 有 限 
元 分 析 相 比较 ,相同 点 利 不 同 点 是 什么 ? 

17.12 БЖИ ВИЕ? БНАА? 

17.13 将 显 式 解 法 用 于 准 静 态 分 析 和 静态 分 析 时 ,应 采用 哪些 算法 措施 ? 采用 这 些 
措施 时 应 注意 哪些 问题 ? 

17.14 ”如何 用 隐 式 解法 进行 接触 和 碰撞 的 有 限 元 分 析 ? 和 显 式 解 法 相 比 较 , 相 同 点 
和 不 同 点 是 什么 ? 

17.15 接触 搜寻 的 依据 和 目的 是 什么 ?接触 前 搜寻 和 和 接触 后 搜寻 的 区 别 何在 ? 

17.16 主 从 接触 面 搜寻 法 的 基本 步 又 是 什么 ? 如 何 用 于 接 甬 前 搜寻 和 接触 后 搜寻 ? 

17.17 接触 分 析 中 ,在 单元 形式 的 选择 ,网 格 刘 分 和 时 间 步 长 的 确定 方面 ,相对 于 其 
他 分 析 有 什么 特殊 的 考虑 ? 

17.18 如何 对 Coulomb БЕНКИ A ШЕ НЕМИ АЕ? 意义 何在 ? 对 求解 方程 有 何 
影响 ? 


练习 题 


17.1 从 拉 格 妆 日 乘 子 法 求解 接触 问题 的 泛 函 也 一下 十 开 ) 的 驻 值 条 件 (17. 3. 26) 
式 出 发 ,导出 接触 力 的 表达 式 (17. 3. 29) 。 

17.2 从 罚 函 数 法 求解 接触 问题 的 泛 函 (== 生 ,十 Hcr) 的 驻 值 条 件 出 发 ,导出 接触 
力 的 表达 式 (17. 3. 37) 和 (17. 3. 38), 

17.3 一 - 端 固 定 的 2 结 点 杆 单元 , 杆 长 i 截面 积 和 A, 弹性 常数 巨 ,质量 密度 p。 如 果 用 


罚 函数 方法 { 罚 参 数 表示 为 , "一 7 L) Аил. 求解 当 质 量 和 矩阵 分 别 用 协调 质 


量 矩 阵 和 集中 质量 矩阵 时 ,参数 7 为 不 同 取 值 时 的 固有 频率 和 振 型 。 并 和 直接 引 人 法 引 
人 固定 并 条 件 时 的 解 进 行 比 较 ， 

17.4 两 杆 碰撞 问题 ,如 图 17.8 所 示 。 杆 工 以 初始 速度 о ШЕП. ЗН 
罚 函 数 法 和 拉 格 朗 日 荫 子 法 求解 的 有 限 元 方程 

17.5 问题 网 17.4. 

(1) 列 出 对 应 于 罚 函 数 法 的 显 式 解 法 的 求解 步骤 。 

(2) 编制 程序 计算 例 17. 1 的 问题 ,但 杆 工 的 4 端 固定 。 将 结果 仿照 例 17.1 中 的 表 


Яж ВАРЕННЯ лы 


进行 列表 ,并 和 例 17.1 ЕПВ) d 端 为 自由 端的 计算 结果 进行 比较 和 分 析 。 

17.6 问题 同 17.4. 

(1) 列 出 对 应 于 拉 格 天 日 狼 于 法 的 隐 式 解法 的 求解 步骤， 

(2) 编制 程序 计算 例 17.1 МОЩ ВЕР Па 端 固定 。 将 结果 与 17.5 的 结果 进行 
比较 和 和 分析。 
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附录 A ”有 限 元 分 析 
教学 程序 ( FEATP ) 


A1 有 限 元 分 析 主 体 程序 源 代码 


сес 
PROGRAM FEATP 
C ==========================s============================================== 
С THIS PROGRAM САМ SOLVE THE ELASTIC PROBLEM OF РАМЕ STRESS. 
С PLANE STRAIN, AXISYMMETRIC SOLID AND MINDLIN PLATE 
Cem===============z======z================================================ 
С 7 SUBROUTINES (ALLOCAT,INPUT, ASSEM.STATIC_SOLYE., STRESS, DYNAM, 
С КІЗЕМ) АВЕ CALLED BY THE МАТЧ PROGRAM. 
C BESIDES, ANOTHER 18 SUBROUTINES АКЕ CALLED BY ABOVE 7 SUBROUTINES, 
(<<< aad E ш шк T ш ошо ш шшш LEART EERTE 
IMPLICIT БЕЛІ,» 8А Н,О-2) 
DMENSION ІРІ 20902, АК(15000) 
С ! 12 -MAXIMUM SPACE FOR DYNAMIC INTEGER ARRAY 


C 1 AR -MAXIMUM SPACE FOR DYNAMIC REAL ARRAY 
COMMON/COM1/ MND, NUMEL. NUMPT, MBAND. NMATI 
COMMON/COMN/ NFIX, NPC,GRAY 
COMMON/COMZ/NF.NFSTR, MSOLV,MPROB. MTYPE, NVA 
COMMON/COM3/ MND2, NUMPT? 
COMMON/ELEN NODE, INTX,INTY 
COMMON/DYN/ MUV OMEGA, ССІ, CC2, TT, DT, ALFA, DELTA 

ОРЕМ(5.ЕП,Е-- IN_DAT',STATUS=' OLD 

OPENS, FILE= ОСТ БАТ ,STATUS= UNKNOWN ) 
ОРЕМОӨ,.ЕП,Е- "ОСТ МЕР ,STATUS= UNKNOWN) 
OPENC4FILE= OUT_DIS',STATUS= UNKNOWN 
ОРЕМ15,ЕЦЕ + OCT ТЕ STATUS= UNKNOWN") 

(Сокккккиккиникиккикикижия#жикккиниххууиниижиккккиккикихккининизиненижиик 

С ALLOCATE STORAGE SPACE FOR THE ARRAYS ОЕ ЕЕ MODEL 

Сжяккииккихажиккжкнинничикхккикинихуиххжихнкиикикиккикикининикикинииник 


CALL АПАЖСАТ(М(,М2,М3,М4,М5,М8,М11,М12,М1,М2,53,/М4,М5.М6,57, 


ста w -ы - -- — 


712 МЖА ЯЯ (РЕЛТ). 


$ МЕ.М9,М10,М11,Х12,М13,М14,М15.М18,МІ?.МІЗ,М19,М29,М21,М22, 
Ф N23, N24, N25, N26, 327,331, 1432, МЭЭ, N34, М5, М6, 37 N38) 
(ЗЕЕ З ОССЕ Е ааа ЧЕЧЕ ВЕЕ УЭ} АЕ ЭРЭЕЭЕЧЕ ЧЕЧЕ лала ааа ааа 
С INPUT ALL THE DATAS ОЕ ЕЕ MODEL АТ APPOINTED ADDRESS 
r EF 和 
CALL INPUT (172‹М2),170М3),120М4)›,АЕСЧ1),АЕСМ2).АКСЫЗ›),АК‹М4)) 
Č ЖЖЖЖ ШУЭ КК ОЕ Ж И И И Е ЗРЭЗ ЗЕЕ КОЖ ЯВИ ++ НЕКККЕХ НИК ККЕ Има МЖК 
С ASSEMBLE THE ELEMENT MATRIXES ТО FORM GLOBAL МАТЕТХЕЗ,! M].LK].{P} 
(Т жи а и Ж ЗЕКЕ ЧЕЧЕ ЧЕЧЕ Е Е И ЭЭЭН ЭЕ ЭЕ ЭЖЖ ЖОЕ ЕЗ ЖЕЕ ЭИ ЭЭ ЭЕ ЗЕ ЗЕ ЗЕЛЕ ЕЕ КЕ Е 
CALL АЗЗЕМ(ФАКМО GIZ (MƏ ARINA ЛАСМЗУ АКМ), ТАСМА). 
$ ARINA ARCNID АЕ: 12), АКС 13). АКСМ14), 
Ф IZ(M11y., AR(N15) , ARCN16) АКСХЧІ7)) 
C L KELELLTTLILEKELILLELLLILIEKAASESKKSSKSDSEKEKKEKEKKESSSSSAANXESKSKISS OS S ик КК aaa 
С СЕТ МОРАТ. DISFLACEMENTS BY SOLVING EQUATION | КИ ШЕ 一 1P} 
С FOR STATIC PROBLEM (kISGLV=1) 
С жЖЕлккННННКИЯЕВЕНЕККХЕЯНм М НК КАН hk RK FE YE M SE WF 3k K ЧЕ KO R 2 Е ME АН ЯН ЕК E E R Е R. W 3 ЖЫН 
IF8MSOLV EQ. 1) THEN 
CALL STATIC_SOLVE (АКСМ12) АКА М№13), ARCN14)) 
С, книиннкнтанғмЕНккКЕНККККИНИНБХЕЕККЕККХЕмЕККЕККККЕКХЕпмКЕККЕКХКЕКЕХКХЗЕыЖ 
С СОМРІТТЕ STRESSES АТ THE INTEGRATION POINTS AND NODES 
(Суниннияиххккккикикунининикиккиунняиникккикихунияникиииккиинххкжжня ния 
CALL STRESS AR(ND АЕ М2),АКСМ2),АКСМ1А),АКСМ1ЪБ) 1А(СМ11), 
$ АКСЧ1І8).АКСМ9),АЮ(СМ10),120М8).АҚ(МЧ8)) 
ЕМІШЕ 
Сазы тыникиктиннинкккз лын кк КУХЕККЕХЕз Ы MNNCEYOE ARE M M а мы 
С SOLVE DYNAMIC RESPONSE PROBLEM БҮ CENTRAL-DIFFERENCE METHOD 
С (МЕОПГУЕ--2) AND EY КЕММАКК METHOD {МЕСИ == 3) 
С к MMM 3 кк кек ғақ хе кк 
IF( MS(OL Y, EQ. 2. ОК, МОЛ, EQ, 3) 
$ CALL DYNAM (AR(N11}, AR(N12) АК(СМ13) АКО М21) „АК(М22), 
$ ARCN23) АВ(М24), АВСМ25), AR(N28)) 
C B EE H ШИЖ EE E НИ E E H E ЗЕ Е Е E и 
С SOLVE DYNAMIC CHARACTER PROBLEM BY THE INYERSE ITERATION METHOD 
Č (MSOLV=4) AND BY THE SUBSFACE ITERATION METHOD (MSOLV= 5) 
МҮТТТГІТТІІГІТГІГТІТТІ P 9-9. 9- k # ин E. PI Pt 5 налива E E EE 5 Pk E 4 E EE E E E X SE ЖЖ ЭЕ ЭРЭ. 3 38 3 3t- 


ІЕСМЕНЛ, ЕС, 4, ОК, МЕМ, EQ). 5) 


$ CALL EIGEN (АК(МІ1),АК(М12),АК(М312.АҢ(М323, АҚ 4Ы33), 
% АЕ(М34), АЕС М35>, ARCN36), AR(37)) 
<ТОР 
END 
С ====================================================================== 
С e====================== SURB; | ==================================== 


SUBROUTINE ALLOCAT (МІ,М2,М3,М4,М5,М8,М11,М12,М1,М2,53,М4,М5, 


附录 A 有 限 元 分 析 教 学 程序 (PEATP) 


== w- 一 а 一 一 ”一 一 一 一 一 --- -- -- --- --- == -r 
— 一 - 


$ N6.N7,NS.,N9Ə,NIO,NI1, NIP, N13,N14 NIS NI6 NI7 NIR, М1з,М2о,„М21, 
$ N22 N23, N24, N25, N26, N27, N31, N32, N33, N34, N35, N36, N37, N38) 
(опазкхиннинхкхкжининхяжижкикикинининининихихиккинниняниниххккккиииккинни 
C INPUT BASIC PARAMETERS FROM FILE 'IN_DAT' 
C ALLOCATE DYANMICAL STORAGE SPACE 
С жакин к кон к и и И Н ЕЛЕЕ ЕЕЕ И-КЕ УОН ЭБЕ ЭЕ ЭЕ ЭЕ ЯЕ ЗЕ ЗЕ ЭЕ ЗЕ ЁЁ ЭЕ ЗЕ КК 4 ЭЭ М # ЖЕЛЕ ЛЕ ЕУ 
[MPLICIT REAL + В(А-Н.СЕД) 
СОММОМСОМ МКО, МОМЕ, NUMPT, MBAND, NMATI 
СОММОМ/СОМ2/МЕ,МЕ5ТВ,МӘСІЛ?, МРЕОВ, МТУРЕ, NVA 
СООММОМ/САУМЫ/ NFIX, NPU, GRAVY 
COMMON/COM3/MND2, NUMPT2 
! MND-MAXIMAL NODE NUMBER ІМ ALL ELEMENTS 
t NUMEL- NUMBER ОЕ GLOBAL ELEMENTS 
I NUMPT--NUMBER OF GLOBAL NODES 
! MBAND--HALF BANDWIDTH(INCLUDING DIAGONAL ELEMENT) 
КЕЛІХ5,ж) 
READS, #) MND,NUMEL,NUMPT,MBAND 
REAKS, +) 
КЕАП(5,ж) NFIX, NPC, MPROB, MSOLV 
h | NFIX--NUMBER ОҒ NODES SUBJECTED ТО CONSTRIANT 


С 

С ! МРС-МИМВЕК ОҒ NODES SUBJECTED ТО EQUIVALENT LOAD 
人 ====uww=ssssu====m========s=s=====s===m=================================--- 
С 
Ü 


ғ 


С) С е 


МРКОВ--1-РІ.АМЕ STRESS PROBLEM, MPROB=?--PLANE STRAIN PROBLEM 
` МРКОВ--3--АХІЗҮММЕТКІС PROBLEM, MPROB=4--MINDLIN PLATE PROBLEM 
Co 
С МОГУ = 1--5ТАТІС ANALYSIS 
С МОГУ =2-рҮМАМІС RESPONSE ANALYSIS BY CENTRAL DIFFERENCE METHOD 
С МЗОГУ =3--DYNAMIC RESPONSE ANALYSIS BY NEWMARK METHOD 
С МЗОІ.У--4-БҮМАМІС CHARACTER ANALYSIS BY INVERSE ITERATION METHOD 
С МОТ У = 5--РҮМАМІС CHARACTER ANALYSIS BY SUBSPACE ITERATION METHOD 
READ(5, #3 
ІКСМЕОІЛУ, МЕ, 4, ОК. MSOLV. МЕ. 5) ВЕАЮ(5, <) ММАТІ,ОРАУ,МТҮРЕ 
IFtMSOLY. EQ. 4. ОК. MSOLV, EQ. 5) READS, +) NMATI,GRAY, МТҮРЕ,МУА 
С t ММАТІ-КІЧР ОЕ MATERIALS 
С t GRAV-GRAVITY ACCELERATION 
C | МУА-МОМВЕК ОҒ EIGENVALUES 


С МТҮРЕ--СОМТКОІ, KEY FOR OUTPUT RESULTS 

С МТҮРЕ = 0-ООТРОТ RESULTS INCLUDE GLOBAL MATRIXES AND STRESS АТ 
С GAUSS POINTS 

С МТҮРЕ:-1-ООТРІТ RESULTS INCLUDE GLOBAL MATRIXES 

С МТУРЕ- 2-О0ТРОТ RESULTS INCLUDE STRESSES АТ GAUSS POINTS 


A 
С---------------------------------------------------------------- - 
ТЕСМРКОВ. EQ. 1. ОК. МРКОВ. FQ. 2) THEN 
КЕ--2 1 NF- NUMBER ОЕ NODAL FREEDOMS DISPLACEMENT COMPONENTS) 
NFSTR=3 1 NFSTR-NUMBER OF STRESS COMPONENTS 
ENDIF 
1Е(МРКОВ. EQ, 3) THEN 
NF=2 
NFSTR=4 
ENDIF 
ІЕСМРКОВ, ЕО, 4) THEN 
NF=3 
NFSTR=5 
ENDIF 
(С EEEE EAEE E С ah ah А А АРАА e ы жы ЖА IE E HE ЧЕ JE JE ЗЕ h ah d hh К E E E S GEEAE HEE KOS W 
С ALLOCATE STORAGE SPACE FOR INPUT БАТА 
(ПЕКИН КИК ХУН И Жз к н & КОЙ жк кн ДОН ООЖ ЭЕ ЗЕЗЕ #Е-Ё-Е ЕК ки Ккикинкижининин 
Mi=] 
М2--М1 
М3-М2-МГМЕІ.%14 ! IELEMI(NUMEL,14)—-CODE ОЕ MATERIAL AND NODES 
М4--М3--МЕІХж4 ! IFIXDKNF1X ,4)-—UCODE ОҒ NODES HAVING CONSTRIANT 
Mi= М4 + МРС «4 ЕПОЗАГК КРС, 4)--СОРЕ ОЕ NODES HAVING LOAD 
N1— 1 
М2--К1--ММАТІ»4 | МАМАТТСЧМАТІ,.4)-РАНАМЕТЕЕВ OF MATERIALS 
N3=N2+NUMPT «2 I УСООПГОМПИМВТ,23--СІОБАІ, NODE COORDINATES 
М4--М3--МЕТХ x 3 ! VFIXDX МЕІХ,3)--СОМӘТЬІАМЕР DISPLACEMENTS 
Мот КА + МРС + 3 ЕМ! ОАТХ NPC, 3)}--YVYALUES OF EQUIVALENT LOAD 


Сомеи иа а анааан ека амаа но начана JE ае HE JE H н ааа 


С ALLOCATE STORAGE SPACE FOR ELEMENTAL MATRIXES AND GLOBAL MATRIXES 


С вккиккикккиккин мания ЖЕ EEEE EEEE EEEE ЕИ Ж EEEE K 3 8 MSKK 


МКО? = ММО » МЕ t МКО? МОМВЕЕК OF FREEDOMS IN А ELEMENT 

ЧИМРТ2 = МКИМРТ « ЧЕ ! МСОМРТ2-МИМВЕК OF GLOBAL FREEDOMS 

M8 = M5 

М11= M8+ NUMPT | IADDX NUMPT?--USED FOR NODAL STRESS 

M12= M11+ МҸ 1 IELCMANID—NODE CODE IN A ELEMENT 

№ = М5 

Ni NO + МЕБІК + MND2 I! УЗССЛЕЗТЕ, ММО) Е ЕМЕМТ STRESS MATRIX АТ 
! INTEGRATION POINTS 


МЕ МУ + МЕЗТК ж MND? 1 VSN(CNFSTR,MND2)-ELEMENT STRESS АТ NODES 
Му=М8+МИ МРТ + МЕВТЕ | SSN(NUMPT,NFSTR)--STRESS AT NODES 
N10= 9-4-5 * МЕЅТЕ | 555(9,МЕЕТК)-5ТКЕ55Е5 АТ INTEGRATION POINTS 
NIil= 10+ 4 + МЕЅТЕ | УЗ5(4,МЕЗ8ТК)-5ТКЕЗЗЕЗ АТ DESIGNATED 

! INTEGRATION POINTS 


附录 A 有 限 元 分 析 教 学 程序 (FEATP) 
N12=N11+ NUMPET2 « MBAND ! СММСОМИМРТ2, MBAND)--GLORAL MASS 
! МАТЕІХ 
H13—=N12+ МОМРТ2 + MBAND Т СККЕЧОМРТ2, МВАМО СВАТ, STIFFNESS 
! MATRIX 
Nld = N13 二 MUMPT2 1 GPECNUMPT2Y--GLOBAL LOAD VECTOR 
ls= N14 МОМРТ? ! GUCNUMPT?)--GLOBAL DISPLACEMENT VECTOR 
Nis = NI5+ MNID 2 Г VXY(MND, 2)--NODE C(X)RDINATE IN ELEMENT 


м1? = №6-+ ММГ? + MND | YMMI MND, MND) -ELEMENT MASS MATRIX 
М15--МІ?-ЕМЫО2ж MND? ! УККСММО2, MND2)-ELEMENT STIFFNESS MATRIX 
N13= NI8 + МЧ? | VU(MND2)—-NODE DISPLACEMENTS IN А ELEMENT 
Мб = N13 十 4 | ҰМАЕ(42--МАТЕЕТА!. PARAMETERS IN А ELEMENT 

{С эк к кол ж ж ЭЕ жа КЕК МЫ ЭЕ ЭЕ Э-Э-Э ЭРЭРЭ Ж ЭЕ РОННИ ЕЕ 

С ALLOCATE STORAGE SPACE FOR DYNAMIC RESPONSE ANALYSIS 

[жни ня и И к ж эв наан ваза занака К ЕЕЕ ОЕ О MNR SR анна азаи КиК 


IF (MSOLY, EQ. 2. OR. MSOLV, EQ, 3) THEN 


Мат = №0 
N22 = М21--МИМРТ? + MBAND ! РПАМРОМЦМРТ2,МВАМГ)-ПАМРІЛМС MATRIX 
N23 一 N22 十 NUMPT2 t UOCNUMPT2)--INITTAL DISPLACEMENT VECTOR 
N24 一 M23 十 MUMPT2 1 VO( NDUMPT2)—1NITIAL VELOCITY VECTOR 

N25 —М?4+4-МОМРТ?2 ! A(NUMPT2)—INITIAL ACCELERATION VECTOR 
N26—=N25+ NUMPT2 « MBAND ! AWCNUMPT2, MBANIŅ--WORKING ARRAY 
N27—=N26+ NUMPTZ | B(NUMPT2)--WORKING ARRAY 

ЕМІЛЕ 


Ск миаз ЗЕК ИКЕ RETETE EEPE ХЕ ЕХ ХИ ЖЖЖ 
С ALLOCATE STORAGE SPACE FOR DYNAMIC CHARACTER ANALYSIS 
(ее анана ЗЕ M EAE ME М И жж ас Ж ЖЕ К-КЕ ЕК КЕЕ КЕЁ жЕ ЕЕ КОК а А ЕУ 
IF: MSOLV, EQ. 4. ОК, MSOLY. EQ. 5) THEN 
ТЕОМУА, EQ. 9) THEN 
WRITE; ж,110 


11 FORMAT PLEASE READ THE NUMBERS OF EIGENVALUE-NVAƏ— ù 
КЕАО( +, ж) NVA 
ЕМІЛЕ 
М31--М20 
Ма2--М31-ЕМЦМРТ2»МУА 1 ААСМЦМРТ?,МУА)-ІМІТІАІ. ITERATION VECTOR 
№3 -= N32 + NUMPT2 ж NV À | ВЕСМОМРТ2. NYA)--WORKING ARRAY 
N34— Ч33--МУА»МУА l GMINVA NYA) MASS MATRIX IN SUBSPACE 
N35= N34--NVA < NV À ГОК(МУА, МУА)--ЗТТЕЕМЕЗЗ MATRIX TN SUBSPACE 
N36= М5 + МУА NVA 1 VeNVA,NVA)-EIGENVECTORS IN SUBSPACE 
М3?7-- М36 + ММА ! WI(NVA)—- WORKING ARRAY 
N3R—N37+ NV A ! W2(NVA)—FIGENVALUES IN SUBSPACE 
ENDIF 
RETURN 


END 
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附录 А 有限 元 分 析 教 学 程序 (FEATP) 
С mx==x====================== [有 Z ==========================m=nm=m=a=w== 
SUBROUTINE INPUT tIELEM ЕХО О,П.ОАП,У МАТ. УСООО, VFIXD, УІОАП) 
СОЧ зера И АЗЕ 34 W W H. Ж MF ЗЕ SF 3 3 Е 58 W W W W ЭЕ ЭЕ Ж ЖЕ ЖЕ ЧЕ ЗЕ ЧЕ ЧЕ Y: IE PL ЭР Ф Э-Э ЭЕ ЭЕ ЭЕ Э-Э-Э ын 
C INPUT ALL THE INFORMATION OF FE MODEL 
С наза туни И Ж ЕЛЕЕ ЗЕ Ж ЖШ ШУ Ж Ж ЖЕ ЖЕЕ - КИН И НКИНИИ ИНК НЕК EEEE EE] 
IMPLICIT КЕА.+&А-Н,О-7› 
СОММОМУ/СОМІ/ММІЬМЦМЕІ.,МОМРТ,МБАХЧП,ХМАТІ 
СОММОМ/СОММЫУ/МЕТХ, МРС.СКАУ 
COMMON COM МЕ, МЕЗТК, МО У, МРКОВ, MTYPE. NYA 
COMMON/DYN/MUV ОМЕСА,ССІ,СС2, ТТ, ОТ, ALPHA, DELTA 
DIMENSION ТЕТЕМ МОМЕ, 14), IFIS NFIX,4 y. ILOADOCNPC, 4), 


$ УСООВСМИМРТ , 2), YFIXIX NFIX, 33. VLOATX NPC 3), 
5 ҰМАТІСММАТІ,5) 
WEITE: ж ,101) 
101 ҒОҚМАТ(/6Х, ## INPUT DATA FROM FILE <IN ГАТ> TO MEMORY ж? 
ÜC =======u=zxzz===m=m===================================================== 
ВЕАГКА, +) 
КЕА КО, +) ! INPUT NODAL COORDINATES 
КЕАР(5, +) П, (УСООБЧ. Jy.]=1,21,1=1,NUMPT) 
REALS, ж) 
FEAL(5, +) I INPUT ELEMENT INFORMATION 
READ(, +) CIL,(IELEM(1,J) .]=1,4+ ММО) = 1, МОМЕ 
КЕА (5, ж) 
КЕАТХ5,ж) I INPUT CONSTRAIN INFORM A TION 
КЕАП 5, ж) СКСРТІХІКІ,І.І-І1.МЕЗІ», 
$ (VFIXIKI Ј),1=1, МЕУ ,1=1, МЕТХ) 
ІЕСМРС, GT. 03 THEN 
READS, ж ) 
КЕЛО , ж) I INPUT EQUIVALENT LOAD АТ NODES 
READS. ж) (I. C(ILOALXI.J) ,1=1,NF+1y,(VLOAPY[,J),J=1,NF5, 
$ l=1, NFC2 
ENDIF 
READ, é) 
КЕА 5, ж) "ІМРІ/Т MATERIAL PARAMETERS 


КЕАГХ5, ж) СІ.СҰМАТІСІ. 13 ,)-+1,4) I= 1, ММАТО 
ТЕС МОГУ, EQ. 2. ОК. MSOLY. EQ. 3) THEN 
КЕЛІК. +) 
КЕАГК5, +) 
КЕЛІК, Ж) МОУ, КЕС, ССІ, СС2, ТТ, ЮГ, ALPHA, ПЕТА 
1 МПУ-ТАРОТ CONTROL ОЕ INITIAL DISPLACEMENT AND VELOCITY 
СМГ = 1,;INPUT DISPLACEMENT; MUV=2;INPUT VELOCITY; 
MUY =3; INPUT BOTH ОҒ THEM) 
ГОМЕСА-ЕКЕОСЕКСЕ OF LOAD 


е С) б С, 


学 程序 (FEATP) 
МЖА 有 限 元 分 析 载 守 程 庆 (FEATP) g 


С I CC1,CC2-CONSTANTS TO COMPUTE DAMPLING MATRIXS 

С І TT-TOTAL TIME 

C 1 DTI—TIME STEP LENGTH 

C ! ALPHA,DELTA-CONSTANTS USED IN THE NEWMARK METHOD 
ENDIF 

(оккикияяиккиккинининижкккикинмининякикекикиннинининкинихикккжникиии 

C OUTPUT ABOVE INPUT DATA 


C EER HHHH И КИЧ E E e Ж Ж А e ЗЕ ЭУ EEEE ЕЕЕ E а a ИЕ ЕЕЕ E 


WRITE ж ,1022 


102 ҒОКМАТ(/5Х, Ия OUTPUT INPUT-DATA ТО < OUT DAT > 55% 9 
WRITE(S ,10) 
10 БОКМАТ(/8Х, MAXIMAL ELEM-NODES, ELEMENTS, NODES, BANDWIDTH) 
WRITE(6,11) MND,NUMEL,NUMPT,MBAND 
11 ЕОЕМАТЧФ10Х.П0,111,15, 199 
WRITE(6.,12) 
12 FORMAT SX. FIXED. NODES, EQUIVALENT-LOADS, MATERIAL KINDS, ', 
$ 2X, GRAVITY' ) 
ҰҮКІТЕ(6,139) NFIX, ҸРС.ҸМАТІ,СКАҮ 
13 БЕОКМАТ(11Х,18,2(3Х,189,2Х.Ғ16.5) 
МЕІТЕС6,149 
14 РОКМАТ(/8Х, PROBLEM-KIND, SDLYING-KIND, OUTPUT-KEY') 
МЕТТЕ(6,15) МРЕОВ, MSOLV,MTYFPE 
15 ЕОЕМАТ(11Х,19,2(3Х,1899 
WRITE(S , 16) 
16 БОКМАТ(/ЯХ, МОРАТ FREEDOMS , STRESS COMPONENTS’) 
МЕІТЕ(6,17) МЕ, Ҹ̧ЕЅТЕ 
17 ЕОЕМАТ(11Х,19,3Х. 110) 
ЖЕТТЕ(6,18) ! OUTPUT NODAL СООКІЛАТЕВ 
18 БОКМАТ(/8Х, NODAL COORDINATES' /9X'NO, ',15Х.'Х-'.11Х.'ү-'»› 
DG 19 I=1,NUMPT 
19 ҰБІТЕСЄ, 20) L, (VCOOD:tC, е 1.23 
20 ЕОКМАТ(БХ,15 5 Х,3Е15.6) 
WRITE(6,21) (1,1-1,95 ! OUTPUT ELEMENT INFORMATION 
2] ЕОКМАТ(/ЯХ. ELEMENT INFORMATION /3X, NO. ,1X NODES ИХ, 
$ MATERIAL 1 其 INTX', IX, INTY ,1X,9(2X,2HN-,11)) 
ТХ) 22 I=1, МИМЕТ. 
22 WRITE(6,22) TITELEMIT J) J=1,MND+H4) 
23 БОКМАТЯ1Х,18,215,3Х,215,3Х.961Х,149) 
WRITE(8,24) | QUTPUT CONSTRAINT INFORMATION 
24 FORMAT(/8X, CONSTRAINT INFORMATION ОМ NODES' / 
$ ПХ, NO. ,2X, NODE NO. ,2X, X. JX ,'Y-' ИХ, 
$ 5Х, 'X-VALUF',2K, Y-VALUE',2X, Z-VALUED 


DO 25 LI=1,NFIX 
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18 а „зз. ша 
25 WRITE(6.26> І, (IFIXIXI,Jy,J=1,4y (YFIND J) ,]— 1.35 
28 КОНМАТ(О0Х.14,4Х,13.2Х.313.3Х.3Е10.30 
ТЕСМРС, МЕ, 02 THEN 
WRITE(6,27) | QUTPUT EQUIVALENT LOAD AT NODES 
27 БОВМАТ(/8Х, EQUINALENT LOAD ОМ NODFS'/12X, NO. ',1Х, 
$ MODE NO. ',2X, KX Y. IX, Z-' SX, X-VALUE',2X, 
$ 'Y-VALUE',2X, Z-VALUE') 
DO 28 T= 1, NPC 
28 ЖЕЛЕВ, 299) TILOADIT ПО .]=1,.4).(VLOATXI,J).]—= 1.3) 
29 БОНМАТ(10Х,14,4Х,18,4Х,313,3Х.3Е19.3) 
ENDIF 
WRITEt6,33) 
33 FORMAT(/8X, MATERIAL PARAMETERS' /5X, ХО. "3X. ECMODULUS)' ,2X, 
% ‘VIPOISSON RATIOY .2X DENSCDEFNSITY)Y ,2X THITHICKMNESSY 3 
ПО 34 1=1,ММАТ1 
34 ЖЕІТЕ(Е,3520 Г (УМАТКТ, 2 „Ге 1,493 
35 ЕОЕМАТ СБХ „12 „4ЕТА, 3) 
(ж + 
Сезе DUTPUT THE INPUT PARAMETERS FOR DYNAMIC REPONSE COMPUTATION 
ÜC uu x 
IF MSOLY. EQ. 2, OR. MSOLY, EQ, 3) 
$ МЕІТЕ(6,40) МПУ,ОМЕСА,СС,„СС2.ТТ, ОТ, ALPHA,DELTA 
40 FORMAT(/8X, PARAMETERS FOR DYNAMIC RESFONSE COMPUTATION; '/ 
$ 5X, INPUT CONTROL FOR INITIAL DISPLACE AND VELOCITY-MUV=',I3/ 
£ 5Х, ЕКЕОПЕМСЕ OF LOAD-OMEGA=', El0, 3/ 
£ 5Х, DAMPING COEFFICIENT S-CC1 =", E10. 3,8X, CC2=", El0, 9/ 
$ 5Х, TOTAL ТІМЕ-ТТ- '.Е12?.6,10Х.'5ТЕР LENGTH--DT=', E12, 67 
$ 5Х, PARAMETERS OF NEWMARK--ALPHA= ,EF10.3,8X, 'DELTA=' ,E10.35 
C HER 
Снн нен OUTPUT THE INPUT РАЕАМЕТЕЕ FOR CHARACTER VALUE COMPUTATION 
Сини 
IF( MSOLV. EQ. 4. ОК. MSOLY, EQ. 5) WRITE (6.45) NVA 
45 ЕОЕМАТ(/8Х, РАКАМЕТЕК FOR DYNAMIC CHARACTER COMPUTATION, , 
$ 10Х, NUMBERS OF EIGENVALUES-NVA=',13) 
WRITE(6,301) 
301 БОВМАТ(/С лава ааа аа EIERE IEE E ЕЕ К ЙК ЖОЕ УУ УНЕ, 
% ккминннн маан ,/) 
RETURN 
END 
((====xz===================== SURB; 3 ======s===========s============== 
SUBROUTINE ASSEM (VMATI IELEM , YCOOD, IFIXD, VFIXD, 
£ ILOAD,VLOAD,GMM.GKK,.,GP.GU,IEL,VKXY, VMM, VKK) 


C мЕНЧЕККЕКННКЕ КЕК ME MMM W M N MO MM M MONO SEO э] OE ЭЕ ЭЕ ЭЕ E E G H EW W 


ооо ооо. FRA ЯВЛЯ ФЕ АТ ПП. 


C ASSEMBLE THE GLOBAL MATRIXES; [M], [К], AND {Р} 
C CALL ELEMENT_MATRIX 
(Н ННН Е ае ае Е Е Е Е Е Е Е ЭРЕЗЕ Е ЭЕ НН Е А Е Е И В КОНОР К 
IMPLICIT БЕЛІ,» %(А-Н,О-2) 
COMMON/COM1/MND, NUMEL, NUMPT, MBAND, NMA TI 
СОММОМ/СОММ/МРІХ.МРС,СЕАУ 
СОММОМ/СОМ2?/ЧЕ,МЕЗТЕ,МӘОІ/У,МРВОВ,МТҮРЕ,МУА 
COMMON/COM3/MND2, NUMPT2 
COMMON/ELEM/NODE, INTX,INTY 
DIMENSION IELEM({NUMEL, MND+4), VCOOPNUMPT, 2) ,ТЕІХОСМЕІХ, 4), 


$ VEFIXDICNEFIX ,3).П.ОАГХМРС ,4) , VLOADE NPC, 3), 
$ GMM¿eNUNMPT2,MBAND),GKK(NUMPT2,MBAND) „СР(СМИМРТ?), 
$ GUOCNUMPT2) , УХҮСММР,2) МЕИ MND), VMATENMATTI, 4}, 
$ УМАЕ(4) VMM MND, MND2), VKK( MND2, MND?) 
WRITE< = ,101) 
10] БОКМАТ(/5Х. ЕҢ ASSEMBLE GLOBAL MATRIX [GKK], [GMM] # # 
BEETS 
C rarse CLEAR THE MEMORY FOR GLOBAL MATRIX; [M] AND [K] 
DETE 
DO 10 1—1, МОМРТ? 
ТХ) 10 Ј=1, МВАМГ 
СКК, ПП = 0. 0 
GMMI, Ј) = 0, 0 
10 CONTINUE 
DEET: 
C ram LOOP OVER EACH ELEMENT 
(“ина 
ГЮ) 320 IE=1,NUMEL I NUMEL—NUMBER ОЕ ELEMENTS 
BETT 
Creen FORM INFORMATION OF EACH ELEMENT PROM THE INPUT БАТА 
(+++ 
IX) 11 I=1,MND { MND-MAXIMUM NODE NUMBER IN ALL ELEMENTS 
IEL(D =IELEM(IE,I+ 4) 
ГЖ) 11 J=1,2 
VXY(, Т =0, 9 
ТЕПЕ ХО, GT. 0) VXY(L D= VCOODEL(D, р 
11 CONTINUE 


NODE= IELEM:IFE,1} 
INTX=IELEM(E,3) 
INTY=IELEM{IE, 4) 

МА ПЕТ ЕМ“ЧЕ, 2) 

ГА) 13 1 1,4 
УМАЕ() - УМАТИ МАТ, J) 


Ж... 


13 
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一 =- 一 一 - -л-- --- — -一 一 - 一 -= 一 一 一 -- -一 -= -- — 一 一- -- 一 - — --- -- - 一 一 一 =-.  — — -一 — --- 


CONTINUE 


ЭЭН ККЕ КЕК КККЕККЕЕКЕҰы Ж 


С 
С 


COMPUTE ELEMENTAL MASS MATRIX [УММ] AND STIFFNESS MATRIX [VEKK] 
FOR THE ELEMENTS WITH 3—6,4--8,9 NODES 


ЕЗІ к к иы зз ЕЕЕ ЗЕК М И И ЗЕБ ЭЕ ТЕ ЭНЭ. ЭЕ ЭЕ ЭЕ ЭЕ ЗЕ ЗЕ ЖЕ ЭЕ ЭЕ ЧЕЗ ЗЕЕ Е КОЕ ETETETT 


С 


С 


СА, ELEMENT MATRIX ЧЕ, УХҮ,ТЕІ..-УММ,УКК,УМАЕ) 


C EERE EAE E E A PE E EIEE E E E a E ah Ah A Ah e h Se aE SE aE SESE SH E H GE EIEE E E EEE К К-КЕ ЯН + 


С ASSEMBLE ELEMENT MATRIXS TO FORM THE GLOBAL MASS MATRIX [GMM] 


C 


AND GLOBAL STIFFNESS MATRIX [GKK] 


Схникинккажуиниккиккининникикуихкинянининаминининижжижинижикиккининни 


25 
20 
320 


102 


ГЮ 20 Т- 1, МКО 

DO 20 1-1, МКО 

рО 25 П-1,МЕ 

ПО 25 |= 1,МЕ 

ІН- МЕ» (1-1) + П 

IV= NF x (]-11 + JJ 

ІНН = NF ж (JEL D- +I 
Гу NF ж (JEL(I>-1)+JJ 
ГУУ--ТУҰ-ІНН--1 

IFM IHH. СТ. 0. AND ТҰУ, GT. 9) 


$ GKK(IHH. уу) =СККОНН, ТУУ) + УККАН IV} 


ГЕСІНН. СТ. 0, AND, ТУУ. GT. 0) 


$ ӨММСІНН,ГУУ) = GMM(HH, ,IVV)+ УММИН ИУ) 


CONTINUE 

CONTINUE 

CONTINUE 

WRITE( = ,102) 

ЕОКМАТ(/6Х, '# # DRAW BOUNDARY COMNDITIONS TO FORM [GF] # #9 


Соккон А ВЗР ЗЕЕ АССА ЕЕ И Ж ЭЭБ ЭБЗЕ ЭК ЖЕЕ ЖЕ аас се ИТ MMM а Ж 


С 


FORM THE GRAVITY LOADING [Р] 


Со жж к к кек Ж ЗЕЗЕЗЕ ЖЕ И И И И И ЖЗ Ж УЭЕ ЭЕ ЭЕ ЖЕ ЭЕ ЭЕ ЭЕ ЕЖЕ ЕЕ ЖЕ ЕЕЕ ЭЕ АЧА ЧЕЧЕ ЧЕЧЕ Е ЕШ MMM MSNM 


30 


ПО 30 1=1,МОМРТ 

ПО 30 J=1, NF 

GPONF + 412+ р =0. 0 

СМЕ 3 (11) F Jy=0.0 

ЕЈ. EQ. NF) СМЕ + ПО +]J) =GRAV 1 GRAV-GRAVITY ACCELERATION 
CONTINUE 

DO 31 I 一 1,NUMPT2 

GP D= СММ, 1) + GUCI) 

DO 31 К-Т + 1 1 MBAND-1 

ТК. LE. МИМРТО СРО) = GP СММ, K-I+1) * СОСКУ 


BRA 有 限 元 分 析 教 学 程序 (FEATP) | 


IF(2* ЕК, GE, D СРЕ = СРО -СММ(2 « ГК.К--ҒІЗжОІЛ?» ГК) 
31 CONTINUE 

ІЕСОКАУ, МЕ, 0,0) THEN 

WRITE(8, =) 'LOAD UNDER GRAVITY ;' 

Ix) 32 1+ 1, МИМРТ 


32 WRITE(6,74y LGP (NF + (FD +]J) + 1, ЧЕ) 

WRITES, 301) 

ENDIF 
Козажнинанннкккккиникикиккининкккиккнининихкккккккккаинаниннихинких 
С ADD THE NODAL LOAD VECTOR LP] 


РЕСЕ Е сатаа 
ІХ) 40 I= 1, NPC 
D 40 1+1,МЕ 
ТЕСП.ОАТЯТ,Т-К1З. МЕ. 9) THEN 
П- МЕ +» (ILOADT, 12-1) + J 
GIID + СР + VLOAD(G,J) 


ЕМІНЕ 
40 CONTINUE 
ӘКЕ ЗЕ аз ТЕ ТТЕТТІТІТТТІТІГЕЕТЕТТТІТТГЕРТЕТЕРЕТТІТТТІТІ 
С DRAW THE NODAL CONSTRAINT 


МЕТ ана и ИКУ ЕКЕ И ЕЗ ЭЭК ЭБ ЭЕ Е-Е-Е-Е ЕЕ КО И Ж Ж ЖОЕ УЕ ЕЕ И ОМ NEYENM NO -ЭЕ-- ЭЕ ЭЕ ЗЕ ЗЕ ЗЕЗЕ ЖЕЕ 
IF МОУ, ЕО, 1) THEN 
DO 42 1--1, NFIX 
Г» 42 ]=1,М№МЕ 
ІЕСІКІХІХІ, ІН-12. МЕ. 0 THEN 
Пе МЕ * «ЕТХО<І. 13-13 +J 
ССС) = YFIXD(L J> * 1E10 
СКК, D) = СККЕП, 1) « 1E10 
ІКСККІН,ІЖ LE. 1Е-20У СКК, 1) =1Е-20 
ENDIF 
42 CONTINUE 
ENDIF 
ТЕС МЕСТА. GT. 13 THEN 
I) 50 I= 1, МЕТА 
DO 50 J=1, NF 
ІЕСІКІХІКІ,І--1». NE. 0) THEN 
П-МЕ»ж СЕТХІКІ,12-12--1 
GULD = 0, 
СКК, 13 = 1.0 
СММАП, 13 = 1.0 
IFO MSOL EQ. 4.. ОК. MSOLV FQ. D ЄММ(П,1)=0б,0 
DO BO К--2,МБАМр 
СОККП,К) 0. 0 


.hh 


ФФ... 


60 


50 
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СММм П.К) 290. 9 
ЕП. LT. К) СОТО 60 
ОККИ КАТ, К) -- 0.0 
ОММЕП-Қ--І,К)--0. 0 
CONTINUE 
ENDIF 
CONTINUE 
ENDIF 


С з э ++ ШОШ ОШ и ЕЗЕН ИКИ И И И КАКА ЖОШ Яху н а АА И ж ЖОШ 


С, 
С. 


OUTPUT THE MATRIXES, [M], [K] AND ІР) TO FILE "ОСТ МКР! 
( WHEN МТУРЕ-0 ОВ МТҮРЕ=1 ) 


C LTE TK И ЕЕ Л Д З а а ЖО Ж ож a HE Ж 


105 


Соник 


CLOSEC10,STATUS=' DELETE ) 
ЇЕ‹МТҮРЕ. EQ. 0. OR. МТҮРЕ EQ. 1) THEN 
МЕТТЕ + „1053 
БҒОВМАТ(/8Х, ИИ OUTPUT GLOBAL MATRIX INTO <00Т МКР МКО 


С жжке FPUT THE GLOBAL MASS MATRIX: ,hi] 


(иин 


Tü 
7] 


Га» 


ОРЕХ 19, FILE—= СИТ МКР ,STATUS= UNKNOWN) 

ҰҮКІТЕ( 19,301) 

ҰҒЕТТЕ(С19,») ' GLOBAL MASS МАТКІХ t UMM} ; 

DO 70 1- 1, МИМРТ 

DO 70 |+1, МЕ 

П= МЕ ж (1-1)4-] 

МЕТЕ: 19,71) Т.П,СММП,К),К = 1, МВАКМО) 
CONTINUE 

РЕОВМАТ(215,20(3Х,2Е15, 60) 


Ся n U TPUT THE GLOBAL STIFFNESS МАТЕІХ [LK] 


Сонын 


72 
{ жаз 


МЕТЕ 10,301) 

WRITE(10,*) ‘GLOBAL STIFFNESS MATRIX (СКК), ' 

ПО 721-і1.МПМРТ 

ГО 72 |--1,МЕ 

Пе МЕ « (1-1)+] 

ЖКТТЕ 10,71) ГП. (СКК П.К),К-1, MBAND) 
CONTINUE 


С OUTPUT THE GLOBAL LOADING {Р} 


С^ жж 


ЖЕІТЕ( 10,301} 
WRITE(10, +) ”GLOBAL LOADING (СР); 


а тал. до —- r-r 4-1 а 
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DO 73 1—1,МОМРТ 
WRITECIO. THY (аРСМЕ ж (1 + 1 1. NF) 
73 CONTINUE 
74 ЕОНМАТ%(5Х.15,4Х,3Е1Б, 6) 
УУЕТТЕК 10,801) 
301 ЕОКМАТ(;3Х, эээякекикихихзхжжка жы, 
ТТЕРІ k EEEE ENERE EREKE 7) 
CLOSED) 
ENDIF 
RETURN 
END 
(C ========================= SUB; 3-1 ==================s========== 
SUBROUTINE ELEMENT_MATRIX (IE, VXY IEL, YMM, VKK, VMAE) 
С женке нана н а ааа анн нууу аиан киик н ваа 
С FORM THE ELEMENT MATRIXES; [MIL [K] AND [5] 
С CALL SUBROUTINES ОҒ ELEMENT_VD,GAUSS INTEGRATION OR 
С НАММЕК INTEGRATION ,SHAPE QUADRANGLE 8 ОВ SHAPE_QUADRANGLE_5 
С ОК SHAPE TRIANGLE, FLEMENT VB,ELEMENT_JOCABI 
(C ME 3E AE HE AF JEJE AE ME EE AEE HE AE GE AA AE ME AEE S AE КА АЖ ЭКЕ ЭРЕЗЕ ЖЕ ЗЕ ЕЕ ЕЕЕ ЕЕЕ ЖЕ ЕЕ ЕЕ яаана 
IMPLICIT REAL xB САҒ, 0-27) 
СОММОКУСОМ! / МКО, NUMFI ,NUMPT MBAND, NMATI 
COMMON COM ЧЕ, NFSTR, RMSOLV МРКОН, МТУРЕ,МУА 
СОММОМ/СОМЗ/ММІУ»,ХМПМРТО 
СОММОУ/ ELEM NODE, INTX INTY 
DIMENSION VXY(MND, 22 ТЕ (ММО), УМАЕ( 4), VMM MND, MND2), 
% УҮКК(ММЦО2, MND), VSG(NFSTR, MND) 
DIMENSION VN(9),VDN¿0(3,59), VDOC, ВУК в) VELS, 27) 


Соз» 
С языках» FORM THE [DS MATRIX ACCORDING TO ТҮРЕ ОҒ THE PROBLEM 
Соник 
CALL ELEMENT_VD {MPROB, Ур. VMAE) һҮП-ЕТ.АВТІС MATRIX 

C sus 
Снккикккк CLEAR THE MEMORY FOR ELEMENT MATRIXES [M] AND [K] 
С жек 

DO 10 1=1,ММр? 

DO 10 J=1, ММО? 

YMMI, 2 —0,0 

ҰККП,.р=0.0 
10 CONTINUE 


С ЖЕЕ BEJE HEIE IEE HEEE AE E WE ME MEAE ЕХ ККЕ КЕК ИЛ Ж аана а 
Ç COMPUTE SHAPE FUNCTION VN AND ITS LOCAL ОЕКГУАТТУЕ VDN AT EACH 
С INTEGRATION POINTS IN ELEMENTS 


С K KOK S É ЖИЕ N M 33 3 ана 3 5 ME 30 3E3E E 3 3C ME OE KE KE E E MW C КЕКЕЖЕКККККНКИХ Y M AAAA 
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Fo жн ж-е өз — — — - -- 
ті 


IF: NODE. EQ. 3. OR. NODE, EQ. 6) INTY=1 
ГО 302 [= 1 .IN TX I! ІМТХ-ІМТЕСЕАТІЮМ POINTS IN X DIRECTION 
ІХ) 302 J=1. INTY I INTY--INTEGRATION POINTS IN Y DIRECTION 
ТЕСМОПЕ, EQ. 4, ОК, NODE. EQ. 8) THEN 
CALL GAUSS INTEGRATION (INTX.INTY.1,]-X, Y. WXY) 
CALL SHAPE_QUADRANGLE_8 (NODE, X,Y, IEL, VN, VDN) 
C I VN--SHAPE FUNCTION 
С І-ҰПрМ-ГӘСАІ, DERIVATE ОҒ УМ 
ENDIF 
IFt NODE., ЕФ, 92 THEN 
CALL GAUSS_INTEGRATION (INTX INTY, TI X,Y, WXY} 
CALL ЗНАРЕ QUADRANGLE 8 (NODE, X,Y, IEL, YN, YDN) 
ENDIF 
IF. NODE. EQ. 3. OR. NODE. EQ. 6) THEN 
CALL HAMMER INTEGRATION (INTX, I, X, Y.Z, WXY) 
CALL 5НАРЕ ТЕАМҸСІЕ (NODE, A, Y, Z IEL, УМ, ҰТУМ) 
ENDIF 
CC 
С жя кни изен» FORM THE JACOBI MAXTRIX [J] AT [INTEGRATION POINTS 
(w*< 


CALL FELEMENT_JACOBI (MND,VKY,VDN, SJ, VD0) 


с 197 = [J| 
С { VD0-GLOBATL ПЕКТУАТТУЕ ОҒ ҰМ 
С t VDN-1LOCAL ПЕКТУАТЕ OF УМ 


ТЕСЕ) LE. 0.0) THEN 


99 FORMAT /3Х, + ж +S]. LE. 0.0 IN ЕЦЕМЕМТ- ЛА ЗХОЛУТХА- 2, “ 
% 3x，TNTY 一 12, 3Х,'5Ј=',Е10, 4 > 
ФТОР 111 
ENDIF 
C asa 


(жин кинни» FORM THE [B] MATRIX АТ INTEGRATION POINTS 
(жж 
CALL ЕТЕМЕМТ УВ (МРКОВ, МКО, ХҮ, VN, VDO. VB. SR? 
1 YL-ELEMENT STRAIN MATRIX 
C uuu ! SR PARAMETER OF INTEGRATION 
С иккунинян я» РОЕМ THE ELEMENT STRESS MATRIX [5]=! Tj] + В] 
(7 жет 
DO 20 Ц+-1,МЕБТЕ 
DO 20 JJ=1, MND2 
мба. 1) =0. 0 
С | VSG—ELEMENT STRESS MATRIX АТ INTEGRATION POINT 
IX) 20 KK=1,NFSTR 
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ñ = —= — — .... 一 一 -一 一 -一 тт: rr rm тта ux дыт аг Leb —— —  —M — m .-..--- s= —= ти: -x=x mms. mr == TT- 
- 


МБС. = VSG(TL, ПО УСТ, KK) + УЖКК, JJ?) 


20 CONTINUE 

(++ 

С якнын FORM ELEMENTAL STIFFNESS MATRIX, [К]=[В] + [SJ 
Соя 


Dx) 22 П-1, ММО2 

DO 22 }]=1.ММ[)2 

DO 22 КК-1, МЕБТК 

УКК, TD = УКК(СИ,П) + УВ(КК,П) ж VSG(KK,]j}) + WXY + SJ SR 


С | VKK—ELEMENT STIFFNESS MATRIX 
22 CONTINUE 
Ü инж 
Соккан изени FORM THE ELEMENT MASS MATRIX [MJ 
Ü жж 
DENS= УМАЕ(«3) ! DENS-MASS DENSITY OF THIS ELEMENT 


DO 25 П=1, ММГ» 

DO 25 JJ=1,MND 

DO 25 КК-1,МЕ 

ІП-“МЕжСІСІЗ--КК 

11 + МЕ +» (])-10)+КК 

уммш ПП) = УММ 11) + DENS + УМО) x Умр + WXY » 5] + SR 


С ! УММ -- ELEMENT MASS MATRIX 
25 CONTINUE 
302 CONTINUE 
RETURN 
END 
С ========================= SUB; 3-1-] ===============a============= 


SUBROUTINE GAUSS_ INTEGRATION (INTX,INTY,L J.X, Y, WXY) 
Сонинкиннинкикхикниннижнихики ЖИНА ЗРЭЗ ЗРЗЕ ЭНЭЭ А ЗРЗЕ ЗСЗ За а 
С СЕТ THE INFORMATION ОЕ GAUSS INTEGRATION POINT 
ТУРУР" # ++ ЖЕ IE IE E AE Hh И-И ЧЕЧЕ ВЕЧЕ SE DE ЭЕ ЭЕ ЗЕ ЗЕ ЗЕ ЭЁ d KEN ХЕ ққ ЖО И-и нн а 

ІМРІЛСІТ КЕДЛІ.»% ( А-Н,О-2) 

DIMENSION GXY(3,3), WG(3,3) 

(Саа 
С кян СА 055 INTEGRATION CONSTANTS FOR 1, 2 AND 3 POINTS 
о жи ж 

GAY D= 0.0 

Wü(1,1)= 2.0 

СХУ(1,2) =-0. 577350269189626 

GXY(2,2)= 0. 577350269189626 

WG(l,2}= 1.0 

WG(2,2)= 1,0 

СХУ(1,3) + -0. 774598669241483 


726 2... . MRA 有 限 元 分 析 教 学 程序 (FEAIE) (02 
GAEL. J= 0,0 
GAYI J= 0, 77450Б682241483 
МО, 3)= 0, 555555555555596 
W((2,3)= 0. B8S88888R88858589 
W(G(3,3)= 0.555555555555556 
(жҥк 
Caseres СЕТ PARAMETERS ОҒ INTEGRATION POINT 
Ü Et 
Х=©ХҮС,ЇМТХ) 
Y=GXY(J] INTY} 
WXKXY=W((LINTX)s WGL INTY) 
RETURN 
END 
(_=s===s===z============== ЈЕВ, 3-1-2 ============================= 
SUBROCTINE ЭНАРЕ OUADRANCLE_BTINODE,XTY,IEILVNVTDN ) 
Ü É W 5 8 8 N 5 5 M OH Et E TTE TEETE 9 9P M 9 9 t 9 33 MORE K E K E 5 3 N 3333 OFE CK KORKOE K K KN X KR K 9 W W W 9 W 
С COMPUTE SHAPE FUNCTION ОЕ QUADRANGLE ELEMENT АТ INTEGRATION POINT 
С тнснмнцинцанхккиндк лыс НИКИ ККК КИН Чани и КУЧКА КЕЧЕЕ аа 
IMPLICIT КЕЛІ.» 8 ( А-Н,О-2) 
DIMENSION 1lEL(NODE}Y, ҰМ(99, УТУМ(3,9) 


(Сина 
(Свиня CLEAR THE MEMORY FOR SHAPE FUNCTION AND ITS DERIVATIVES 
Са 
ПО 10 1=1,9 
УМА) :=0, 0 t VN--SHAPE FUNCTION 
DO 10 1-1,3 
МОМЕ. 10 =0, 0 l VON -LOCAL DERIVATIVE ОЕ УМ 
10 CONTINUE 
{жн 


Саяз SET FUNCTION VALUE FOR QUADRANGLE ELEMENT СЕ 4 NODES 

Ü заж 
VN(1)=(1+X)*(1+ Y)/74 
VN(02)=(1-K) *(1+ Yd 
VNC3) (1 X)* (1-Y)/4 
YVN040—(1+X)*(1-Y)/4 
VONC. РЕ ti а ЙГЕ: 
VDNK(K1.2)=-(1+ Y)/4 
ҰрМ(1,33--(1-Ү9/4 
VYDNr(1,4)= (1-Y)/4 
YDN(2,12—=(1+X5⁄4 
VONZ, 2) + (1-Х)/4 
ХОМО, 3 =-(1-Х)/4 
УҰПМ(2,43--(1--Х9/4 


HRA 有 限 元 分 析 教 学 程序 (FEATP， 
Саз 
Сая" SET FUNCTION VALUE FOR QUADRANGLE ELEMENT ОЕ THE 5-8 NODES 
Сан 
IF( NODE. ЕО, 8) THEN 
үМі5)-(1-Х Ху (1+Y)/2 
VN:(G6)=(1-Y * Y) š (1-Х9/2 
VNI7)=(1-X* Х) ж (1-Ү9/2 
VN(R)=(I1-Y ж Y) + (1+ X) 2 
VDN:01,5)= (-2 ж X) w (1+ Y)/2 
VDN(1,6)=(1-Y * Y) #(-1)/2 
VDN(1,7)=(-2=* X) ж (1-Ү)/2 
VDN:1.3)=(1-Y+* Y) ж (+1)/2 
МОМО бут 1-Х а X) (--19/2 
VDN(2,6)=(-2 x Y) x ‹(1-Х)/2 
VDN02,7)=(1-X * X) x (-1}/2 
VDN:2.,8)= (-2 = Үҙ» (1+ X) /2? 
DO 30 І--1,4 
ТЕЛЕЦ +D. EQ. 0) УМС++1)=0, 9 І IEL--NODE CODE IN А ELEMENT 
ІЕСТЕІ.(4--). EQ. 0) VDN(1,4+ D =0. 0 
IF(1EL(4+ D. ЕО. 0) ҰрМ(2,4--Іҙ-е0,0 
30 CONTINUE 
VN(1)= УМ Сума УМ) Ур? 
VN(2)=VN(K2)-C(VN05)+ VN06))/2 
ҰМ) -УМХ(39-СҰМ(6)-УМ(793/2 
VN(04)= УМ<43-СҰМЕ?О-СУМ(893/2 
[IX} 40 1-1,2 
VEAL D = VDNO, DDI-CVDNET,SY + МОМО, 8))/2 
YDPNIL D= YDN(1,2-(VDN(1,5)}+ VDN(I, 6) 12 
ҮрМА1, 3) = VDN(L.3>-(VDNZ0, 6) + VDN:8ü,7) 55/92 
YDN(1,4)= VDN¿t(I,42-(VDNZ0CI, 7) + VDN(1,8) Y 2 


40 CONTINUE 
ENDIF 
RETURN 
Емр 
C s=====xzm================ SUB: 3-1-3 s=s==s=========================== 


SUBROUTINE SHAPE ОСАПҚАМСІЕ 9 (NODE,X, YIEL, VN, VDN) 


С ккккижикккининижихнинхихнениннининжиххкккеиеннининхнукккккиканимажик 
С COMPUTE SHAPE FUNCTION OF QUADRANGLE ELEMENT ON INTEGRATION POINT 
{С эз эбээ э-ээ EEEE TEE EEE NEE EEEE TETEE EEE EE EEA 

IMPLICIT КЕЛІ,» 8 (A-H, О-2) 

DIMENSION ТЕЦМОРЕ), УМ(9),УПХІ3,9) 

DIMENSION 1Х59),1Ү(9), VLOX(3), VLIX(3), МУ), VLIY(3) 

DATA ТАЛ,-1,-1,],0,-1, 0, 1, OF 
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RR 
DATA ТҮ/1.1.-1.-1. 1, 0.-1, 9, 0/ 
{жаз 
Сянная CLEAR THE MEMORY FOR SHAPE FUNCTION AND ITS БЕКІУАТТУЕЗ 
Ски 
ро 10 І-1.9 
УМ =: 0, 0 | VN--SHAPE FUNCTION 
DO 10 ]= 1,3 
VDN(J.D =0.0 I VDN-LOCAL DERIVATIVE ОЕ УМ 
10 СОМТІМІЛЖ 
С жж 
С кк БЕТ THE VALUE OF LAGRANGE FUNCTION AND TTS DERIVATIVES 
Кожни 
VL0X(1=0.5* X * (А 1) 
УТОХ(2) == 1-Х * X 
ҰОХ(3) =0, 5А + (КЪТ) 
УШАС = А-0. 5 
ҰТІХС2) =-2 * X 
УІЛХ(32--Х--0,Б 
УІЗҮСІЗ-0.5 Y *(Y-1) 
VL0Y(0(2)—=1-Y « Y 
VL0Y(3)=0.5* Y *(Y+1) 
VLIE D = Y-0. 5 
VLIYY(2)=-2 * Y 
VLIY3 = Y+U0,5 
Сини 
Санк ЗЕТ SHAPE FUNCTION FOR QUADRANGLE ELEMENT ОЕ 9 NODES 
Солтан 
DO 20 1--1,9 
ПХ=[1Х‹1}+2 
ПҮ= ТҮ) +? 
Ум) = VL0X0CHX) ж VLOYIIY) 
VDM, Оз УмХ ТГ) + УІЛҮСПҮ) 
УПМ, D =VLOX IIX) «УІЛҮСТҮ); 
29 CONTINUE 
IF(IEL 19. EQ. 0) RETURN 
END 
С ==============umama== АВ, 3-]-4 =s============================ 


SUBROUTINE НАММЕК INTEGRATION «ІМТХ,1,Х, Y, Z, WX) 


С НЕКИЕ ЧУНКИ И ИНН Н ЧЕ ЗЕЕ ТЕЧЕ ЗЕТЕ ЗЕН УЧ W h ВН НК кк 


С СЕТ THE INFORMATION OF HAMMER INTEGRATION POINT 


{С икэу» э э У-У И ОСОР ЗЕЭЕЧЕ Че Ж И Ж АЭ ЕЕ Ж ЭЕЗЕЗЕ ЧЕЧЕ ЧЕ Е Н ETETE E er 
ІМРІЛСІТ КЕЛІ.» # (A-H, O-Z) 
ІМЕМ ОМ НХҮ(3,53,ҰН(5) .ІМБЕХ(?) 


кта — --- -- --- --- 
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ыза. ... — — 一 一 — 一 一 — rrr - = — -- --- — — -.- ra 一 - mr шг 


С t НХУ- COORDINATE OF HAMMER INTEGRATION POINT 
C | WH--WEIGHT OF HAMMER INTEGRATION POINT 
ЇЧРЕХ‹ 1% = 1 
ІҸРрЕХ(3) = 2 
ІЧПЕХ (4) = 3 
INDEX(?7)=4 
C жин 
Соккан нын INTEGRATION CONSTANTS OF ONE POINT 
(+++ 


HXY(1,1)=1,0/3, 0 
HXY(2,1)=1,0/3, 0 
НХҮХ(3,12--1.0/3,0 


WH:(1)=1.0 
{якн 
Cusrte INTEGRATION CONSTANTS ОЕ 3 POINTS 
(7 жж 

НХҮ(1,2)=2, 0/3. 0 

НХУ(2,2) — 1. 0/6. 0 

HXY(3,2)=1, 0/6. 0 

ҸЕ 02) =1, 043. 0 
Сә» 
Сонанын нз» INTEGRATION CONSTANTS ОЕ 4 POINTS 
C wa 

HXY(1,3)=0, 6 

HXY(2,3)=0. 2 

НХҮ(3,3)--0,2 

ЗҰН(3)--25.0/48,0 
Ся» 
Creare INTEGRATION CONSTANTS ОЕ 7 POINTS 
(кик 


А1--9,0597158717 
В1--0,4701420641 
А?- 0. 7974269853 
B2= u, 1012865073 
HXY(1,4)=A1 
НХҮ‹2,4›=В1 
НХАҮ(3,43 = Ві 
ҰҰН(42--0, 1323941527 
НХҮ{1,5) = Ай 
НХҮ(2,5) = В2 
НАТ(3,5) = В? 
М5) = 0, 1259391805 
Сажа 


- шан а — — —— і — rm rer 
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一 =- -一 一 - --- -r — — 一 一 一 - 一 


Сжжеғкааааа (ЕТ PARAMETERS ОҒ INTEGRATION POINTS 
Сман 
Х-НХҰ(1-Е0-СІ-12/3» J INDEX(INTX)} 
Ү=НХҮ‹1+2-(1++1›/3 + 3 „ПУПЕХЧУТХ)) 
а= НХҮ(1+1-41+07/3 ж 3.ІМБЕХСІМТХУ) 
WX= WH(INDEX(INTX))/2, 0 
ссесе 
ТЕ(ПУТХ. EQ. 7. AND. L СЕ. THEN 
J=L3 
Х- НХУ( 1011373 * 3,5) 
Y= HXY(J+A2-(J+1) 735 3,55 
б--НХҮСІЗ-І-1--09/3ч 3,5) 
WX=WH(52172. 0 
ENDIF 
CCCCCC 
ТЕТУТК. ЕФ. 4. AND. 1. EQ. 4) THEN 
Х=НХҮ‹Ї+0@(1-1)/3 * 3,1) 
Y= HXYtiI+-I-(I+0y/3 = 3,1) 
#=HXY(I+2-(D4 1973 ж 3,12 
WX=-2?_0/438.0/2. 0 
ENDIF 
кенін 
ТЕСІМТХ. EQ. 7. AND. L. EQ. 7) THEN 
Х-НАТ(1, 1) 
Y=HXYt2, 13 
2= НХҮ{3,1) 
МХ = 0. 9/8, 0 
ENDIF 
RETURN 
END 


SUBROUTINE SHAPE TRIANGLE СЧОрЕ,Х,Ү,2.ТЕІ.,ҰМ,ҰТУМ) 


C HEEE ЕН Ж E E E E ИИ И И EEEE EE Ко A AEE 


С COMPUTE SHAPE FUNCTION OF TRIANGLE ELEMENT AT INTEGRATION POINT 


[D EEEE E R я E ЕИ ЭРЕ E IE AA Ae E h И EEE E E E ЕН E E E E SSS MM EEEE E 
IMPLICIT REAL «8 (A-H, OZ? 
DIMENSION ТЕІХМОПЕЗ, Име мома 9) 


Г.»»» 
Ü *w*****+* CLEAR THE MEMORY FOR 5НАРЕ FUNCTION AND 178 ПЕЕГУАТТУЕЗ 
{ жєє 

DO 10 |= 1,9 

Мм =0, 0 | VN-SHAPE FUNCTION 


DO 10 ]=1,3 


10 


Сека 


уры Тр. D = 0.0 
CONTINUE 


МЖА ЯЕХЯЯЕТЯЛ(РЕАТР | 


1 VDN-LOCAL DERIVATIVE ОЕ УМ 


C sassa SET THE FUNCTION VALUE FOR 3-МОРЕ TRIANGLE ELEMENT 


С. жж 


{куы 


C aeree БЕТ THE FUNCTION VALUE FOR TRIANGLE ELEMENT ОЕ 4-6 NODES 


Üw. 


20 


ММ = А 

VN(2)= Y 

VN(3 =Z 

VDN(1,1)=1. 
VDN(1,2y= 0, 
VDN:0(1,3)=0. 
VDN(C2,15==0. 
VDN(2,2)=1, 
VDN(2,35=0, 
VDN(3,1)=0. 
мома, 2) == Ü. 
VDR(03,3)=1, 


ы ч сс ш шз G A аа «с 


ТЕСМОПЕ. EQ, 6) THEN 


УМ“) е 4# MY 
VN(5)=4x* Y +Z 
VN(6)=4 * Z* X 
VDN(K1,4) = 4 + Y 
VON(1,5)=0, 0 
ҮРМ(1,&)=4+7] 
VDN¿02,4)=4 » X 
VDNZ¿(2,5)=4 +7 
VDN(2,6)= 0. 0 
VDN(3.4)= 0, 0 
VDN(3,5)=4 = Y 
VDN(Z3,8) = 4 + X 
DO 20 1==1,3 


ТЕХТЕ1.СЗ TD, EQ, 0) VN(3+ D =0. 0 

ІЕТЕТДЗ-КІ), EQ. 0) VDN(1,.3+ D =0.0 
ГЕ“ТЕГ,С3--00, ЕО, 0) VDN¿t02,341= 0.0 
IF IEL +D, EQ. 0) 003,340 =0. 0 


CONTINUE 


VN(1 = VN(1-(VN040 + VN08)1/2 
Ума) = УМСО СУМ) +VN05))/2 
УМ “УҚ(3)-СҰМ(5)-ҒУМС6923/2 


DO 30 1-1,3 


— -- -..-.. 一 - 
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Уома, 1) = YDI D-i YONI A T Урч(1,6)›/2 
VDNCIL 2) = ҰПМКІ,22-СУГУЧСІ,43--ҰрМ(1,592/2 
VDNII, D = VDN(1,32-( YDN(1,5) + VDN(1,5)) 72 
30 CONTINUE 
ENDIF 
DO 40 1=1, NODE 
FDN, D=YDN(1,D-YDNT3, I) 
УРМ, =VDN(2,D-VDNtC3,1 
40 CONTINUE 
RETURN 
END 
С ================m=wmw====== SUB; 3-l-f ==============wumw======== 
SUBROUTINE ELEMENT_VD (MPROB, VD, VMAE) 
OE TT ылыы NNOO AMOYCEEENNANMNENMM MNN O3MM3NM AW 
C жак FORM ELEMENT ELASTIC MATRIX [D] ACCORDING ТО ТҮРЕ ОЕ PROBLEM 
V жа Ж AF ЖЕ ЖЕ ЗЕ ЗЕ аа АЕ А АЕ АЕ ЕЕ АЕ еннен нна ни EEEIEE И И И И ИШИ НЫ Хх зи н 
IMPLICIT КЕЛІ.«8 (АН, 0-7) 
DIMENSION VDSS5} УМАЕ(4) 


Е = УМАЕ( 1) ! E-ELASTIC MODULUS 
V = УМАЕ(?) | V-POSSION S КАТИ) 
Сани 
Сони CLEAR MEMORY FOR THE MATRIX, [D] 
Сана 
IX) 30 I=1,5 
DO 30 ]=1,5 
у, =0. 0 ! VID-EFLASTIC MATEIX 
30 CONTINUE 
мии 


С жене» COMPUTE [DJ MATRIX FOR PLANE STRESS OR PLANE STRAIN PROBLEM 
С.жкк 

ТЕСМРКОВ. EQ. 1. ОК. МРЕОВ, FQ. 2) THEN 

(ЕСМРКОВ. ЕЦ.2) E = Е/(1-У+ V) 

ІЕСМРКОВ, EQ. 2) V = V/(1-VY 

По = E/(1-Ẹ < V) 


VOCI D= Do ! МРЕОВ- 1-РГАМЕ STRESS 
VIK, 2) = [ГЮ 
МО, 3) = 00 »+(1-¥)/2 1 МРКОВ = 2--РІ. АМЕ STRAIN 


VD(1,2)=D0 + V 
Упс, 13 =D0 + М 
ENDIF 

жия 


C кек COMPUTE [D] MATRIX FOR AXISYMMETRIC PROBLEM 


С жи» 
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= вы — — — — — — r к ола а... — — а.- = = дм шшш шшш крг, ү 
— . 
--- — w уш = 


IF(MPROR. EQ. 3) THEN 

DO=E # 1-УУІ-ҒУҘ9/(1-2ж V} 
VEL, p= po 

ҰТХ2,22 ТО 

VDX3,3)=DD0 и (1-2 + уу-у 
VEK 4,4) = Do 

YD(2.1= Юн Ұ/(1-У9 ! MPROB=3-—AXISYMMETRIC 
VIX1,2)=D0 + Vye1-V) 

VIXA D= D0 + V/(1-V) 
VDX1.4y=D0 + V/(1-V} 
VIK4,2)=D0 = УД1-У) 
VIX2,4)=D0* Ұ/(1-УЭ 


ENDIF 
Соз» 
Советке» COMPUTE [D] MATRIX FOR MINDLIN PLATE PROBLEM 
Газ» 


ТЕСМРЕОВ. EQ, 4} THEN 
ТН = УМАЕ(4) 
Do = Е»ТН»ТНжТН,/12/(1-У» V) 


VD(0(2,2) = ГЮ ! MPROB= 4--MINDLIN PLATE 
VIX3,31) = DO {1-V)/? 


VIED = Dor V 

VD(2,1 = DO = y 

УГХ4,4) = ЕИП) » TH/(6, 0/5, 0) 

VDC05,5 = ЕПУ) * ТН/(6.,0/5, 0) 

ENDIF 

RETURN 

ЕМІ» 
((спакшикатимикжшітижжшшша SUB; 3-1-7 = = ====================s====== 

SUBROUTINE ELEMENT РАСОВ (MND,VXY, VDN, SJ, VDO) 
С W +++ ЕЕЕ ЖЕЕ ЗЕ ЕЛЕ АИ И К И ЕЕ И И О э қан зл АВАТ W 8 M MN MM MM N MEM W жикнхнинкикка 
С СЕТ THE DETERMINANT OF JACOBI MATRIX AND CARTESIAN DERIVATIVES 
Č ыы ыы ы ы BE E E BE AE E BE PE E PE BE PE AE BE AE AE E FE PE AE IE IE AE GE F GE E AEE DE E AE AE AE HE 

IMPLICIT REAL #8 (A-H, OZ) 

DIMENSION VAXYCMND, 2}, УТ)М(3,93,ҰПО(3,0) 

DIMENSION У/[](2,2),у]1(2.2) 


Car 
C en FORM JACOBI MATRIX 
C 

DO 11 П=1,? 

DO 11 JJ=1,2 


ҰЈКІИ,)=0,0 1 УЈЈ-ЈАСОВІ MATRIX [7] 
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а га 一 — — — T а..ал- — -rm = ms -œ x— -— xx= --- r — ғаз — -- 一- w. - =- алы 22. ға 
- 一 一 一 一 一 - -- 一 — -- 
ла 


DO 11 кк-1 мчо 
VIKIJD = УЦ) ҒУҰОМ(ТЬКК» * УХҮ КК .]]) 


11 CONTINUE 
人 
Соян инк нин FORM THE DETERMINANT OF JACOBI MATRIX 
Саян 
5Із--ҰП(1,1) «УІП(2,23-У (1,200 VJR D ЕМИ 
{С киха 
Сказка и и СОМРІТТЕ THE INVERSE ОЕ JACOBI MATRIX 
ÜC жуу 


VJL, = + V2,2)/5] 
УІ1(1,29---У111,22/5) ГУЛ-ТМУЕВЗЕ OF [7] 
Үр (2,19:-У (2,19/8) 
У]1(2,2›=-Е/]](1,1)/5] 
Сана 
Ск кеен COMPUTE THE CARTESIAN DERIVATIVES ОЕ SHAPE FUNCTION 
C xw 
DO 51 П-1.2 
DO 51 JJ=1,9 
УГО, JJ) =0, 0 ! VDO-GLOBAL DERIVATIVE ОҒ УМ 
DO 51 KK=1,2 
УПЮ, 0 = УРОСП, Јр + VJICIE KK) < VDNCOKK ,JJ 
51 CONTINUE 
RETURN 


С ==================== SUB. 3-I8 === =========================== 
SUBROUTINE ELEMENT УВ (МРЕОВ, ММГ, VXY, VN, VDO, VB, SR) 
{жузуу 
шым ЗЕ ЗЕ ЖЕРЕ ЭЁ E ЗСЗ E e A B И ЕА E SEE ЭЁ ЗЕ ЗЕ ЗЕ ЗЕ ЗЕ ЗЕ ЗЕ ЗЕ ЗЕ ЗЕ ЗЕ ЗЕ 3 3 ЭР ЭЕ ЗЕ ЗЕ ЗЕ ЗЕ ЗЕ ЗРЗЕ АЕ ЗЕ ЗЕ ЗЕ ЗЕ ЗС ЗЕ е и K 
С FORM ELEMENT STRAIN MATRIX [B] ACCORDING ТО ТҮРЕ ОЕ PROBLEM 
С жж н эвзезе ЕЕ ЗЕ ЖУ К-И ЕЕ ЖЕЕ ЕЖЕ ЗЗР ЖЕЕ ЕЕ ЗЕ ЕЕ ЗЕ ЖЕ ЗЕБ киа и м 
IMPLICIT БЕЛІ.» 8(А-Н,С+7) 
DIMENSION УҮХҮ(ММО,2)›,уМ(8),/Г9С3.9),ууВС5,27) 
! VXY-NODAL COORDINATES ОҒ ELEMENT 
! VN--SHAPE FUNCTION 
| VD0-GLOBAL DERIVATIVE OF VN 
ГУВ-ЕЦЕМЕМТА!, STRAIN MATRIX 


C uns 
С жина CLEAR MEMORY FOR THE MATRIX [В] 
(was 

DO 30 П=1,27 

DO 30 П1е1,5 


VEJ) 13 =0. 0 


— --- --- -- -- 一 一 


ИЧ 


39 CONTINUE 
Ски» 
(ass COMPUTE [В] MATRIX FOR PLANE STRESS ОК PLANE STRAIN PROBLEM 
Син» 
ІЕС МРКОВ, ЕО, 1, ОК. МРКОВ, EQ. 22 THEN 
SR==1,0 
DO 40 H=1,8 
VER (IHD ж 217=VDOD ! MPROB= 1--PLANE STRESS 
VE 2 ID * 2-2) = VDO ID 
уваз, (1-1) + 2+4 1)=WVD0(2 ID 1 MPROB=2--PLANE STRAIN 
ҮВ‹з.СП-1) + 2+2 = VD0(1,1D 
49 CONTINUE 
ENDIF 
BEEE 
Carras COMPUTE [B] MATRIX FOR AXISYMMETRIC PROBLEM 
Су жж 
ТЕСМРКОВ, EQ. 3) THEN 
SR -0.0 
DO 45 П=1, MND 
ӘН--ӘН-БУХҮСІ,1) = УМП) 
45 CONTINUE t MPROB=3--AXISYMMETRIC 
DO 50 T=1.9 
УНСІМІСЗІЗ 2 二 13 一 VDOt1 ,IT 
VEZ (I-D) #2+2)-- YDK, ID 
VBR 3. (ILI) #2 + 13 = VDOC, П) 
VES IPI) ж 22) = УГЖ(І,П) 
IF ABS SR), LT, 1E-20) VEK 4, (I1) #2++1)==0,0 
ТЕС ABS SR). GE. 1Е-20) VECA (ILI) # 2+1 = УМК 58 
50 CONTINUE 
SR=SR #2 ж 3, 14159265 
ENDIF 
Ся» 
С кекек кк COMPUTE [B] MATRIX FOR THE MINDLIN PLATE PROBLEM 
( кк 
IF( MPROB, EQ. 4) THEN 
SR = 1.0 | MPROB=4--MINDLIN PLA TE 
1х) 70 П=1,9 
УВС], TTY 33-13 =-VIO(l. D 
VEC tILl} #4+2›=-УГЮС2,П) 
YBa (IID #3+1›=-ҮГЮ‹2.,[1) 
YEG II) #3+2) =-V 1, 1) 
VEA, 11-1) |< 3+1) =- УМП 
УВ, ODID #3+3›= 001,1) 
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— -ғ- -ғ- т--- -ғ- -- -- — -- -- -- — -— чымы — ла - ғ тға rer — тғ- ттт ғ-- тти --- =ш— -- — — 


VECS, (I1) + 3+2) =-УМ‹П) 

УВ(5.СІ-1) + 3+3) = VDOC2 ,ID 

70 CONTINUE 

ENDIF 

RETURN 

END 

C ==================== SUB. 4 =-================================= 
С РНК НИ НК Не КИ L e h a НИНИВ РИ НИ ВЕ Е ЕР ЕРЕ НИ НИ ИН ж ЕЕЕ жж 
С SOLVE STATIC PROBLEM ТО СЕТ THE NODE DISPLACEMENTS 

С CALL SUBROUTINES, DECOMPOS AND BACKSUBS 

С ЖЕ ЧЕЧЕ ЧЕЧЕ ЕЧ ЕЧ ЗЕ КОЕ И ВЕЗЕ КЕНККИКИК ЭРЭР ЭЗЕ ЗЕ ЧЕЧЕ ЧЕЧЕ ЕЕ И АЭН ЕЕЗ ЧЕЧЕ ЗЕ ЧЕ К ЧЕЧЕ К ОРИ SSS S S Š ЧЕ ЗЕ 6 

SUBROUTINE STATIC_SOLVE (GKK,GP, GU) 

IMPLICIT REAL « #(А-Н,0-7) 
COMMON/COM1/MND.NUMEL,NUMPT,MBAND,NMATI 
COMMON/COM2/ NF, NFSTR, MSOLV , MPROB, MTYPE, NVA 
COMMON/COM3/MND2,NUMPT2 
COMMON/ELEM/NODE,INTX, INTY 

DIMENSION СКК(МОМРТ?,МВАМО) ,GPCNUMPT2) ,GU{NUMPTS) 

WRITE( + ,101) 


101 FORMATUEN, ЯН SOLVE EQUATION [СКК СШ) = {GP} ЕЭ 
Ü +++ 

C як» | RIANGLE DECONMPOSITION ОЕ THE MATRIX: [GKK] 

(жеж 


CALL ПЕСОМРОВ (NUMPT?, MBAND, GKK) 


Сека 
Carrere SUÚUBSTITUTE БАСК ТО СЕТ THE VECTOR {СЛ 
Сики 
CALL BACKSUBS (МИМРТ?, МВАМО „СКК „СР? 

DO 30 I[=1, МИМРТ2 
30 С = Рр 
С эзе з жыл э ЕЗЕР 3-1 И ЖШ ЭЗЕ ЭЕ ГЕТЕ ЭЕ ЖЕЕ ШЕ TT EEE EEE ЕНЕ 
С ОСТРОТ THE NODAL DISPLACEMENT 


С зз езе жеккен ЗЕ ЗЕ АЕ ЖЕЕ Ж ЭЁ Ж ОЖ. Ж.М ЭЁ ЕР -Ж-МОЖ MM MM OOMOMOE3E3E3EEECECEQNO|SES K 
WRITE: + ,103) 
103 FORMAT(/6X,'# OUTPUT NODAL DISPLACEMENT ТО FILE <OUT_DIS> #') 
ТЕ(МРЕОВ, EQ, 4) THEN 
WRITEL14,40) 
ELSE 
ЗУЕТТЕ‹ 14,39) 
ENDIF 
39 ЕОЕМАТПОХ, NODAL DISPLACEMENTS 2X NO. ОЕ NODES', 10X, 
$ 'Х-',15Х,'Ү-) 
40 ҒОВМАТ(10Х, NODAL DISPLANCEMENTS /2Х. МО, OF NODES',5X, 


-一 ”一 一 —— — — -L 


附录 A ”有限 元 分 析 教 学 程序 (FEATP) 134. 
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$ ‘THETA-X' ,7X, THETA-Y' ,10X, W-2') 
DO 41 1=1. МОМРТ 
IF(NF, EQ. 2) WRITE(14,42) L (СМЕ ж ДО ВО Те 1 „МЕ? 
ТЕМЕ. EQ. D WRITE(14,43) ІКСІКМЕ» (L1) +J ,J=1,NF5 


41 CONTINUE 
42 ЕОЕМАТ(2Х ,15,4Х,7Е18. 8) 
43 ЕОЕМАТ(2Х,15,4Х,3Е16, 8) 
СІ.О5Е(14; 
RETURN 
END 
C ====================== SUB; 4-і == ======================s=s==== 


SUBROUTINE DECOMPOS (NUMPT2,MBAND, ARRAY) 
(окккхикижкинининнизнхикиккккиининихинижкккинккикнаннижиникнекикнж 
C TRIANGLE DECOMPOSITION OF MATRIX 
Ги» JE IE AE ME AE ШШ И Gh SE SE SE ЭЕ PE ЗЕ ЭЕ ЭЁ ЗЕ ЗЕ MEAE A ЖМ E E A Е E E ЕЕ A D G S A AE DE DE AE AEDE E HE HE HE W 

IMPLICIT REAL + 8(А-Н,О-7?) 

DIMENSION ARRAYCNUMPFT?,MBAND?} 

DO 10 J—1,NUMFPTŻ 

М] =]-MBAND+1 

ІЕМ LT, 1» MJ=} 

DO 20 1=М],] 

DO 30 M= мр! 

АККАҮСЬБ--13-«АНКАҮС,ГІ--І)-АВВАҮ(М,)-М--1)» ARRAY(M,LM+1) 


$ /АВЕВАҮ(М,1) 
30 CONTINUE 
20 CONTINUE 
10 CONTINUE 
RETURN 
END 
Ü ====================== БИБ, 4-22 =============s=====mmxznzs== 


SUBROUTINE BACKSUBS (NUMPT2, MBAND, АВВАҮІ, ARRAYS) 
С WEE EHE HE HE a h e h h h EEDE E E E E E h h E h E E EEEREN 
С BACKSUBSTITUTION OF TRIANGLE DECOMPOSITION 
С, жж эз na kuala ммм э ЭЕ ЖЕ ЕЕЕ ИЕ Е-К Н ЭЕ Ж арага К К Ж К ЯК И Ж ЖУ жк 

IMPLICIT REAL# 8А H,O-25 

DIMENSION АКЕАҮІСМІМРТ?,МВАМГ),АВЕАҰУ?ОМИМРТ?Э 

ПО 10 I=1,NUMPT? 

М-ТМВАМО+1 

ЕМІ LT. D МІ-1 

Гх)11М=МЇЇ,1-1 

АККАҮ2(Г)--АККАҮ2(О-АЕКАҮ1ІСМ,ЕМ--1) * АЕЕАҮЗСМУ/ЛАЕКЕАҮ!СМ,1) 
11 CONTINUE 
10 CONTINUE 


238 HRA 有限 元 分 析 教 学 程 床 (FEATP) 


DO 20 -МОМРТВО,1.-1 

MI=1+-MBAND-1 

IF(M1. GT, NUMFTZ) MI= МОМРТ? 

БО 21 J= I+ 1,MI 

ARRAYA D = АККАҮ2(П)-АККАҮ1С1.]Ј-1+1) ы АККАУ?()) 
21 CONTINUE 

ARRAY2(D=ARRAY2C(D/ARRAYIKC,1) 


20 CONTINUE 
RETURN 
END 
(С. s======s===z=============== SUB; 5 = = = =========================== 
SUBROUTINE STRESS (VMATI, ELEM УСООР. СП, УХУ ТЕ], VU, SSS, 
$ VSS,IADD, SSN) 
(икиянининизхужккнинининининанунхиккикккикникиничнижнинкикккинииххна» 
С COMPUTE STRESSES АТ THE INTEGRATION POINTS AND NODES 
С CALL SUBROUTINE STRESS_MATRIX 


(O EE кни E BEME ж ЖЕЕ ЗЕ ЗЕ IE E HEIE ME aE aE ME ЫИ ЕЕ AE ah ИЕ ЗЕ GAEE AE E AE ЁЗ EME ЕЁ KS E GE h Ж OE AE AEE KEW E E X M G 
IMPLICIT БЕДЛІ.«Я(А-Н,О-2) 
COMMON/ COMI МКО, NUMEL, NUMPT, MBAND, ЧМАТІ 
СОММОМСОМ2, МЕ, NFSTR, MSOLV, МРЕОВ, MTYPE, NVA 
COMMON/COM3/MNDZ , NUMPTZ 
COMMON/ELEM/ NODE, INTX, INTY 
DIMENSION IELENMINUMEIL MND-+ 40), УСООПСХУМРТ,2) GUNU MPT2), 


$ VXY(MND.2) IEL(MND)Y, МИ (МАГ), VSSt4, NFSTR), 
$ 59509, МЕЅТЕ) ТАПОСМОМРТ), УМАТКММАТІ, 4), 
$ SSN(NUMPT,NFSTR), У5ММ(9,МЕЗТК),ҰМАҚ(4) 
C 
DX) 20 1=1, МОМРТ 
ТАЗИ) =0 
DO 20 ]=1,МЕЅТЕ 
SSN(I,J)=0., 0 
20 СОМТІМІЛЕ 
WRITE‘ ж „1013 
101 РОКМАТ(/6Х, # OUTPUT ELEMENT STRESS TÜ FILE <ОПТ STR #7) 
ІЕСМТҮРЕ. EQ. 0. OR, MTYPE. ЕО. 2) THEN 
ТЕС МРКОВ, EQ. 2, ОК. MPROE, EQ. 2) WRITE(15,21) 
ТЕСМРКОВ, EQ, 3) WRITE(15, 22) 
ЈЕСМРКОВ, FQ, 4) WRITEt15,23) 
ENDIF 
21 FORMAT(10X, STRESS ОМ EACH INTEGRATION РОТ ELEM-NO, ИХ, 
&. ІМТЕС-МО,!, SX. SIGMA-X' ,7X, SIGMA-Y' 9X, TA XY) 
22 FORMAT(10X, STRESS ОМ EACH INTEGRATION POINT'/'ELEM-NO, ',1%, 


$ ТҸТЕС-МО. ,3X, SIGMA-X' ,8X, SIGMA-Y ,BX,' TAO XY', ОХ, 
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$ "КОТАТ АМ”) 

23 ЕОЕМАТ ОХ, STRESS ON EACH INTEGRATION POINT / Е.ЕМ-МО. ,1Х, 
$ "INTEG. ',5X,'M-X',10X,'M-Y',9X, М-ХҮ'.,7Х, TAOXZ, 
$ 7Х. TAO YZ') 


DO 320 1Е--1.МІЛМЕ!. 


{он 
Схееяказз«РОКМ ALI. THE ELEMENT INFORMATION FROM THE ІМРІУТ DATA 
DEEE 
DO 30 1+1, MND 
IEL D =IELEM(IE,I+ 4) 
D) 301-ч1,2 
УКУ(Т, J) <0, 0 
ТЕПЕ... СТ. 0) УХУП, Jy + УСООПЧЕЦО ,1} 
30 CONTINUE 
МОФЕ--ТЕІЕМКІЕ,1) 1 NODE NUMBER ОҒ NODES ІМ THE ELEMENT 
INTX = JELEM JE, 3) ! INTX--INTEGRATION POINTS ІМ X-DIRECEION 
ІЧТҮ--ТЕГЕМ(1Е,42 ІІМТҮ-ІМТЕСКАТІОМ POINTS IN Y-DIRECTION 
IF( NODE. EQ. 3. ОК. NODE. EQ. 6) ІМТҮ--1 
INTXY=]NTX « INTY 
JMATI= ТЕ ЕМЧЕ 2) 
ПО 31 }=1.4 
31 ҰМАЕОЫ--УМАТТОМАТТ,Ір 
ТХ) 40 1+1, MND 
DO 4011, МЕ 
ТРОЕТАО, СТ. 0) VUCNF ж (1-10 D = СЩМЕ * (IEL(1)-1) +P) 
49 CONTINUE 
Конни 
C киккикие COMPUTE STRESS АТ THE INTEGRATION PONTS 
Ú etë 
CALL STRESS MATRIX (VXY,IEL, VMAE, VU, SSS, VSS) 
аз. 
Сэн OUTPUT STRESS AT THE INTEGRATION POINT 
Ü w. 


ТЕ (МТҮРЕ, EQ. 0. OR. МТҮРЕ, EQ. 2) THEN 

DO то I=1,INTXY 

IF (МРЕОВ, EQ. 1. ОК. МРЕОВ, FQ. 2) 

$ МЕТТЕ(15,71) ТЕ,1,4958(1,7),1=1,МЕЅТВЭ 

ТЕ (МРЕОВ, EQ. 3) УЕІТЕ(15,72) 1Е,1,<85<(1,19.|--1,МЕЗТЕ) 

IF ( МРКОВ. ЕО, 4) WRITE(15,73) ІЕ,1,(85% 1, .1--1.МЕЗТЕ) 
70 CONTINUE 

ENDIF 
71 ЕОЕМАТ(1Х,15.1Х.15.1Х,3(2Х,Е15.6)) 


„АЖА ЯВХЯМЖТЯЛ(ЕЕАТО). 


i 
72 БОВМАТ(1Х,15,1Х,15.1Х,411Х,Е15. 6) 
Саха 


Соз COMPUTE МОРАТ. STRESS FROM STRESS MATRIX < YSN > БҮ ELEMENT SMOOTHING 
С жж 
ГО 83 }=1, МЕЅТЕ 
ТЕСМОГЕ, EQ. 3. ОК, МОПЕ. EQ. 6) THEN 
А1--5,0/3.0 
В1=1. 0/3. 0 
VSNN(1,Jy= УЗ, * А1-У55(02,]) + BI-VSS(3,]) + ВІ 
УҰЗЫМС. П--У55СІ. |) + ВВ+ 7552,7) » A1-VSS(3,1) «Ві 
УЗБЫМО.Пр--У58СІ.П * В1-У55(2,]) «ВІ--У5503, * Al 
YSNNEt D= (YSNN(1J3+ VSNN(2,J)5/2, 0 
VSNN(S5 ра (VSNN02,) + УЗММ‹3,]›)/2,0 
ҰЗМЫ(6, = (VSNN(3,1 + УЗММА1,} ››/2,0 
ELSE 
A=1, 8660254 
B=-0, 5 
С 0, 1339746 
VSNN(1,.Jy=V5SS(1,J СЪ VSS(2,J) + В! VSS03,J) »В--Ұ544,Гу«А 
VSNN(2,J)=VSS(1,]) В МВ, р ж A+ VSS D e C +L VYSSCG4 J + В 
VINNU D= VSS(1,D # A+ Y5S5S(2,]) + В+ У58(3,]) + B+ У55(4,р) + С 
убмма Оз VSS(1,]J) + B+ VSS(2,J) < C+-VSS(3,J) + A+ VSS04,J> + В 
узум, = (Узмна ПО T VSNN(2.,J))/2 
YN Пр = (VSNN02, D + VSNN(3,J 572 
YSNN(7,J) =(VSNN(3,J) +VSNN(4,J))/2 
VSNN(8 D =(VSNN04,D + VSNN(1,J)5/2 
YSNN0(5,]) =(VSNN60,D + VSNN(7,J))/2 


ENDIF 
83 CONTINUE 
CHRE 
Син COMPUTE THE AVERAGE VALUE ОЕ NODAL STRESSES 
Curs 

DO §9 1-1, MND 

ІН-ТЕІ 

ІССІН, СТ, 0) THEN 

ТАПІЖІН)--ТАГИЖХІН)--1 

ГО 80 1-+ 1 „МЕЗТЕ 

ЗЗМСІН. D =(S55NOH, D «ОТАПІКІН)-І)--УЯММСЬІЫЛАПІНІН) 
90 CONTINUE 

ENDIF 
89 CONTINUE 


420 CONTINUE 


一 - = = — - - — -- - “一 -一 


(жи 


(Сккакиннзх»яв OUTPUT STRESS АТ THE NODES 


DETE 
ТЕ (МРКОВ, EQ. 1. ОЕ, МРЕОВ, EQ. 2) WRITË(15,91) 
ТЕС МРЕОВ, EQ. 3) WRITE(15,92) 
IF MPROE. EQ. 4) WRITE(15,93) 
91 FORMAT(/10X. STRESSES AT EACH NODE /?Х. NODE-NO. „ВХ, 
$ ‘SIGMA-X ОХ, SIGMA-Y ОХ ТАОХУО 
92 FORMAT/IOX, STRESSES АТ EACH МОПЕ /2Х."ЧОПЕ-МО. ' ,aX, 
5 SIGMA-X ,10X, SIGMA-Y' 10X, ТАО-ХУ ДОХ ЕОТАТТАМ 
93 ЕОКМАТ( ОХ, STRESSES АТ EACH NODES /?Х, МОПЕ-МО, ',5Х.'М-Х', 
$ 10X; MY OXN, NM-XY ,SR, TAC XZ ,9Х. TAG- YZ) 


ТХ) 95 1 #1, МОМРТ 
ТЕСМРКОВ, EQ. 1. OR. МРЕОВ. ЕО, 2) 
$ М ЕТТЕС15,96) T.C SSN(1,J),1=1,NFSTR) 
ТЕОМРКОВ, EQ. 3) ЗҰНІТЕ(15,979 L (SSN, Г „Г-- 1, МЕЗТК) 
ІЕ{ МРКОВ. EQ. 4) МКГТЕ(15,98) 1,5551, ).1-<1.ЧЕЗТЕ) 
95 CONTINUE 


96 КОКМАТ(2Х,15,2Х,2(2Х.Е15. 69) 
9? РОЕМАТҰ2Х,15.2Х,4(2Х,Е15. 6)) 
98 РОКМАТ(ІХ,15,1Х,5Е14, 6) 
CLOSE LS) 
RETURN 
ЕМ 
Ç ========u=============== БД 5-1 ============================= 


SUBROUTINE STRESS MATRIX (VXY.IEL,VMAE,VU, SSS, VSS) 
(ООНА EEEE E аа н а аара EEEE E E E E a a A ЧЕ ЗЕ 
C FORM THE ELEMENT STRESS MATRIXES; [VSG] AND LYSN] 
С НЕИН кле КЕКЕ СЭЕР Я Я ЗБОР ЗРЭЗ ЧЕ E E Н ае хаа аа ана нена а и 
ІМРІЛСІТ REAL + 8 (A-H, (0-7) 
СОММОМ/СОМІ/ MND, ОМЕТ. NUMPT, MBAND, NMATI 
СОММОМ/СОМ?/ МЕ, МЕЗТЕ, MSOLYV, MPROB, MTYPE, NVA 
COMMON/COMS/MND2, NUMPTSZ 
COMMONELEN NODE, INTX, INTY 


DIMENSION VEYCMND,2) TIELIMND ,VMAE(5),VU(MND25 YSS, NFSTR), 


$ SS19 „МЕЗТК),УЗС(МЕЗТК, MND2), YSN{NFSTR, MND 
DIMENSION УМ‹9),УОМ(349),уУ[0(3,9),УГ(5,5),У/В(5.,27) 


РЭ" 


Сэн» FORM THE [D] MATRIX ACCORDING ТО ТУРЕ ОЕ THE PROBLEM 


(aww 


CALL ELEMENT_VD (MPROB, VD, VMAE) ! VD-ELASTIC MATRIX 


С HEIEIEIE IE GEI HE HE dE dE Me ME ME ah Ah ah AE AE AE ME ME GE E EAE W Mh AE E E AE M E ЭЕ ЭЕ ЭЕ ЭЕ ЭЕ EEEE ЕЕ КОИ ЕЕЕ И-КЕ КИЕ ИК ИТИНЕ 
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С LOOP OVER THE NUMERICAL INTEGRATION POINTS(INTX, INTY? 
С хихжукникиккикик аииннижиккюихуне низини нн кукекининини EEE EEE EE EEE EEE 
IFO NODE, EQ. 3. ОК. NODE. EQ. 6) INTY=1 
1х)321=1,1МТХ 
DO 32 J=11INTY 
IFO МОРЕ, EQ, 4, ОК, NODE. EQ. 8) THEN 
CALL GAUSS INTEGRATION (INTX. INTY. 1, А. Y, WXY) 
CALL ЕНАРЕ _ AQUADRANGLE 8 ( NODE, X, Ү,ЕГ,УМ,ҰПМ» 
ENDIF 
IF NODE. EQ. 93 THEN 
CALL GAUSS_INTEGRATION (INTX. INTY.1L,]:. X.Y. WXY) 
CALL SHAPE QUADRANGLE 3 t NODE. X,Y IEL, VN, МОХ 
ENDIF | УК-АНАРЕ FUNCTION 
Та чОПЕ, EQ. 3, ОЕ, Е, ЕС. 6) THEN 
CALL НАММЕК ІМТЕСКАТТОМ (INTX. LX, Y.Z, WXY? 
CALL SHAPE_TRIANGLE (NODE, X. Y.A TIEL, YN, YDN} 
ENDIF t! VDN—LOCAL DERIVATIVE OF[ УМ] 
CALL ЕБЕМЕЗЧТ ТАСОӨНІОММЫПО.УХҮҰ, ҰТУМ, SI, VDO) I! SJ = |Н 
т У00--С1.ОВАІ. DERIVATIVE OF ТУЫ] 
CALL ELEMENT УБ(МРКОВ, SI ND ,VXY,VN.VIX.VB.SR) 
1 VE-ELEMENT STRAIN MATRIX 


Ü ww ІСЕ-РАКАМЕТЕК OF INTEGRATION 
Сян яя FORM ELEMENT STRESS MATRIX [VSG AT INTEGRATION POINTS 
Синя с [VsGJ]J=[D]*= E]; 


ПО 20 1--І.МЕ5ТЕ 

[O 2011--1.ММГ9 

Ya, JD =0. 0 

ГО 20 КК = | „МЕЗТК 

УОП. = м6, УП, KK + УР ҚҚ,21 
20 CONTINUE 

КЕ = 1-1) + PS TY+I 

DO 30 П= 1, МЕЅТЕ 

SHS EK, ID = 0.0 

ІЕСІМТХ. ЕС. 3. AND, INTY. EQ, 1) УКП) =0. 0 

IFKINTA, ЕО, 2, AND, INTY, EQ 2) VSS(K D = 9. 0 

IM 30 ]]—= 1, MND 

S2 К.П = S334 K, ID БУП.) УЕЗІ 

ТЕСІМТ, EQ. 3. AND. INTY. EQ. 1} VSS(K, ID =SSS(K.ID 

ТЕСІМТХ, EQ, 2, AND, INTY, EQ, 2) VSAK, ID =SSS(K, 11 
30 CONTINUE 
32 CONTINUE 
(оккккикккикикиикккюкикиннинкхиккиикиакнкинекнниннанининхкникиккакика ива 


С FORM ELEMENT STRESS MATRIX [VSN] АТ OPTIMAL STRESS POINTS 


-- -4 . .. --- — -- ғ... 一 - 


一 一 - 一 


с ГУ5мі- ПИ» [B] > 


一 --- --- 
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а 一 一 =- — мм --- 


| 


42 


43 
45 
46 


ІЕСХӘРЕ, EQ. 3, ОК, NODE, EQ. 6) THEN 
INTR=3 

INTS= 1 

ІСТІТМТХ, EQ. 3. AND. INTY. EQ. 1› СОТ 46 
ELSE 

INTR=2 

LTS=2 

ГЕ(ІМТХ. EQ. 2, AND, INTY. FQ. 2) СОТО 46 
ENDIF 

ГЖ) 45 1--1.ІМТЕ 

ПО 15 1=1,INTS 

IF{ NODE. EQ. 4, ОК. NODE. ЕО, 8) THEN 


CALL GAUSS ІМТЕСКАТІОМ (INTR,INTS,I J X,Y, WAY) 


CALL SHAPE_QUADRANCLE 8 (МОРЕ, X, Y, IEL, VN, VON} 


ENDIF 
IF( NODE. EQ. 9) THEN 


CALL GAUSS_INTEGRATION (INTR. INTS, I,J, X,Y, WXY) 
CALL SHAPE_QUADRANGLE 9 (NODE, X,Y IEL., УМ, VDN) 


ENDIF 
IF NODE. EQ. 3, ОК. NODE. EQ. 6) THEN 


CALL HAMMER_INTEGRATION (INTR,1, X, Y,Z, WXY) 
CALL SHAPE_TRIANGLE (NODE, X,Y,Z. IEL; VN, VDN) 


ENDIF 


CALL ELEMENT_JACOBI (MND, VXY , YDN, SJ, VDO) 


CALL FLEMENT_VE (МРЕОВ, MND, УҲУ, VN. VDO, VB, SR) 


Ix) 12 П--1.МЕ5ТЕ 
DX) 42 1-1.ММП2 
УЗМЧ, JJ =0. 0 

DO 42 КК-1,МЕЗТЕ 


ММП, J = УМЕ, БУР, КК) # УВСКК „ПО 


CONTINUE 
К = (1-1) * INTS+J 
ПО 43 П= 1, МЕЅТЕ 
VSSCK ID = 0, 0 
DO 43 JJ=1,MND2 


VSS K, ID = VSS(K,ID YSN J] ж МОС 


СОМТІМІЛЕ 

CONTINUE 

CONTINUE 
RETURN 
END 


2222. 744. 
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Ç ========================== SUB; б ============================= 
SUBROUTINE DYNAM(GMM,GKK,GP, DAMP, U0, V0, A,AW,B) 
С аккияяаниякккикииниякякккканинияниикккккккккекикикииккиккихихихжнни 
С SOLVE THE DYNAMIC PROBLEM BY CENTRAL DIFFERENCE METHOD 
C ОВ NEWMARK METHOD 
С CALL SUBROUTINES; DECOMPOS,BACKSUBS,CENTER OR NEWMARK 
ГнеххаЯзж кекке ЭЕЭЕ-Е-ЕЄ-Е K KX K X X қаж ЭЕ ЗЕ ЭЕ ЭЕ ЭЕ ЭЕ ЗЕ ЗЕ ЗЕ ЧЕ OR OE Б K K 8 R K K 
IMPLICIT REAL «Я(А-Н,О-2) 
COMMON/COM1/ MND, NUMEL, МОМРТ, MBAND, ХМАТІ 
СОММОМ/СОМ?/ МЕ, МЕЗТК, MSOLY, МРЕОВ, MTYPE, NVA 
СОММОМ/СОМ?/ МАГ, NUMPT? 
COMMON/DYN/ MUV (OMEGA CC] CC2, TT, DT, ALPHA. DELTA 
DIMENSION СММСЧИМРТ2,МВАМГ» ,GREK(NUMPT?, MBAND) „СРСМИМРТ?), 
$ А(МИМРТ2), ПЦ (МИМРТ2)», УОСМОМРТ?) , AW: NUMPT2, МВАМГО, 
$ BINUMPT2) DAMP NUMPT2, MBAND) 
Ü жаа 


Сик ны аа COMPUTE DAMPLING MATRIX (DAMP) 


Ü w = 
DO 50 1- 1, NUMPT? 
DO 50 |=1, MBAND 
ПАМІ“Т,Б-ССІжСММО,р-КСС2 + GKK(1, J) 
50 CONTINUE 
үү 


Сиеикккккхзз» FORM INITIAL DISPLACEMENT (103 AND VELOCITY (V0) 
Соккк 
[X) 60 [= 1, NUMP T2 
ПОС = 0, 0 
VO =: 0, 0 
60 СОМТІМСЕ 
ІЕСМІПУ, EQ. 1. OR. MUV, EQ, 3) THEN 
КАПСА, ж) 
READS, #› (UKD. =1,ЧЫМРТ2) 
ENDIF 
ТЕСМА ЛУ, EQ, 2, ОК, MUV. EQ. 3) THEN 
КЕА ИЗ, = 2 
КЕАГИ5, +) (УО(О ,1=1,ҸЫМРТ2) 
ENDIF 
WRITE(6, ж) INITIAL DISPLACEMENTS-UO: 
WRITE, 62) (UO ,1=1, МПИМРТ2) 
WRITE(6, +)" INITIAL VELOCITIES- Vo, ' 
WRITE(65,62y (МОС ,I=1,NUMPT2) 
62 ЕОЕМАТС2Х,4Е15, 6) 


ЫЛ 
Коня а жЕ АЕ ТЕ ТЕЕЕТТТТТІТІТЕРЕЕРІІІТІЕРТІТІ ГЕ ТТЕРІ НУ И ИИ ИЕ И ЖОК ЕККУ 


附录 人 有 限 元 分 析 教 生 程 请 (FEATP) 


С COMPUTE INITIAL АССЕ,ЕКАТТОМ--АСМГУМРТ2) 
CIS EEEE E a EEEE EE 
ПО 711-1, МСМРТа 
?1 АО+-СРО 
DO 70 1=1, КИМРТ? 
ІК--ЕБМВАЧВ--1 
TF{TK. LT, 1) IK=1 
IK? 70 J= IK. i 
AD ВАСО-СККОТ ТК) # UO-DAMPC TJ]+1) = м0) 
70 СОМТІМІЛЕ 
ТЮ) 72 Г-1,МІ/МРТ2 
Ік--1--МВБАМІРІ 
ТЕМЕ, СТ, NUMPT?} IK = NUMPT?2 
0 72 І-І-ІҺІК 
AD = ACD-GKK¿(I J-I+ 1 + UOT -DAMP, 1++1) + МКО 
72 CONTINUE 
ПО 73 Те 1, NUMPTZ 
Ix) 73 1+1, MBA ND 
AWIL J = GMM:0, р 
73 CONTINUE 
CALL DECOMPOS (NUMPT?, МВАКО, АУ?) 
CALL BACESUBS €(NUMPT2 MBAND, AW, А) 
С» 
Careers БҰ USING CENTRAL DIFFERENCE METHOD WHEN MŠ(M.V = 2 
ЕЗ 
ТЕСМЕОІЛУ, ЕО, 22 CALL CENTER (GMM GEKK, DAMP, GP, U0, Мо, А, А,Б) 
(С жже 
Секен кин BY USING МЕҰҰМАЕК METHOD WHEN МОГУ 3 
C жж 
ІЕС МОГУ, Еб, 3) CALL МЕҰМАЕК СММ,СКК.ПАМР,СР, UG, VOA, АЧ, В) 
RETURN 
END 
С s=z==z========z============= QUB; 5-1 ============================== 
SUBROUTINE CENTER (GMM. GKK, DAMP, GP, 00, УО, А, АЗУ, В) 
ттт 
С. SOLVE DYNAMIC RESPONSE BY CENTRAL DIFFERENCE METHOD 
С CALL SUBROUTINES. БЕСОМРО5, BACKSUPS 
С жижкинихккниининнизххннкикикикинниининанунинкиижиккниккккккккекккин 
[IMPLICIT REAL + 8(А-Н,О Z) 
СОММОХФСОМ1 MND, NUMEL NUMPT MBAND ММАТІ 
СОММОМ/СООМ2/ЧЕ,МЕЗТЕ, МХМ, МРКОВ, МТҮРЕ, NVA 
СОММОМ/СОМЗ; MND2, МИМРТ? 
COMMON/DYN/ МОУ, ОМЕСА,ССІ,СС2, ТТ. ОТ, ALPHA, DELTA 


145 
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DIMENSION СММ(МИМРТ?, МВАМГ,СККСЧИМРТ2,МВАМО), 
$ DAMP(NUMPT2, МВАКО) „СРОЧИМРТ;2) ПО(МОМРТа), 
$ VOCNUMPT?}, АМ МОМРТ2, МВАМГ). АЌМОМРТ2>), ВСМОМРТ2У 
CLOSEI30 STATUS= DELETE" 
ОРЕМ(30,„ЕПЕ- ОИТ СЕМ ,STATUS 一 UNKNOWN > 
WRITE(30, * YDYNAMIC RESPONSE RESULT BY CENTRAL DIFFERENCE’ 
WRITE(C30， *) TOTAL TIME= ,TT 
WRITE # ,101) 
101 ЕОЕМАТ(/6Х,7% SOLVE DYNAMIC RESPONSE BY CENTRAL DIFFERENCE ) 
ЖЕТЕС « ,102) 
102 ЕОЕМАТ(/6Х,% OUTPUT DYNAMIC DISPLACEMENT ІМ ЕШЕ<О0Т СЕМ) 
BETE 
Снимекимитит техн INITIAL COMPUTATIONS 
Сеян 
Се+1. КОТ + DT) 
Cl=0.5/DF 
Сё=2. ж СО 
Ca=1. /C2 
DX) 30 1=1,ҸОМРТ2 
А15 — 170<17-0Т а УОС 4+CÜC3 + АСГ 
30 CONTINUE 
DO 40 1=1,МЫМРТР? 
B(D=6GP8D 
IX} 40 1-1, МВАКО 
AW(L.Jy=GMMKI, J) 
40 GMM LD + СО + ОММЧ. J +C1 + DAMP(T, I> 
(C яя» 
С иниикикинкя жж COMPUTATIONS FOR EACH TIME STEF 
BETEN 
CALL DECOMPOS (NUMPT2,MBAND,GMM) 
DO 300 Y=0, TT, DT 
ТЕОМЕСА, СТ, 0.0) AP=SIN(OMEGA = Y) 
ІК ОМЕСА, LT. 0, 0) АР-СОВ(ОМЕСА» Y) 
DO 41 1=1,NUMPT? 
СР = EBD 
ТЕСОМЕб А, МЕ,0,00 СРТ = СРР «АР 
41 CONTINUE 
ГК) 50 I=1,NUMPT2 
ІК = -МВАМО+ 1 
IF(IK, LT, 1} IK=1 
LX) 50 J= IK,1 
СР =GPED-A GKK ГК 1)-С2 ж АМ) 132 UOC- 
$ (Сб ж АКО LJ+ D-C1 x DAMPE, PJAN” + АС 


50 


50 


附录 A 有 限 元 分 析 教学 程序 (FEATP) ° 
CONTINUE 
DO 60 11, МИМРТ2 
ІК 1+ МВАМР-1 
ТК. СТ. NUMPT23 ІК = МОМРТ? 
IX) во Ј=1+1.1К 
GP =6РС-(СККСТ. Ј-14-1)-С2 ж АУҒА, Ј-1--17) «00)2- 
(Со + АМТ, 11412-1 + DAMPE 1133 АС 
CONTINUE 
CALL BACKSUBS ¿NUMPT2,MBAND,GMM, GP) 
NSTEP= Y/DT+1 
WRITE(30,61) NSTEP,DT, Y+ DT 
IF( МРВОВ, ЕО, 43 THEN 
ҮҮКІТЕС30,73) 
ҸЕІТЕС30.74) (GP(D ,1=1, МОМРТ2) 
ELSE 
WRITE{30,71) 
WRITE‘ 20,72) (GP ,I=1, МИМРТ2) 
ENDIF 
DO 70 I=1, МОМРТ2 
АС = 001» 
ио = РС 
CONTINUE 
CONTINUE 
ЕОЕМАТОХ, NO, QF STEP=',15,3X, ГЕР І.ЕМІЗІН-”,Е15,6,3Х, 
"АТ TIME=” ,E15. 6) 
FORMAT(2X, DISPLACEMENT: / 2013Х, Х-'.13Х,'Ү- 2) 
ЕОЕМАТ АХ ,4Е16. 8) 
ЕОЕМАТ ОХ, DISPLACEMENT: /11Х, ТНЕТАХ ИХ, ТНЕТА-У. 
12Х,'Җ%/-7') 
ЕОЕМАТ (ВХ ,ЗЕ16, 8) 
С1.ОЗЕ (30) 
RETURN 
END 


SUBROUTINE NEWMARK (GMM .GEK. DAMP GP ,U0,V0,A. АЖ „В; 


кат ЖЕККЕН ЕУ ЭЕ ЭЕ ЭЕ ЭЕ ЗЕ ЖЕ ЧЕ ЕЕ ЕЕ КЕ Е ЗЕ Ж 


С 
С 


SOLVE DYNAMIC RESPONSE BY МЕУҒМАЕК METHOD 
CALL SUBROUTINES: DECOMPOS.BACESUES 


Сағ жж кЕккЕкЕкЗ РЕКЕ ЭЭ жени КОККЕ ЕНЕ + 


IMPLICIT КЕЛІ.» АН.О- 2)» 
CONMMON/CONT/MND:,NUMFEIL,NUMPT.,MEBAND, ММ А Т1 
CONDIMON:CONM2 МЕ, NFSTR,MSOLV,MPROB.MTYPE,NVA 
СОММОМ/ЖСОМЗ/МЫГ»,МІМЕТ2 
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COMMONADY N/MUY OMEGA, CC CC, TT.DT,ALPHA, DELTA 
DIMENSION СММСМИМРТг,МВАХО) ОКК(СМИМРТ:2,МВАКО», 
$ AWINUMPT?, MBAND) .DAMPCONUMPT2?, MBANID , GPCNUMPT?), 
$ ПОСМОМРТ2),УС(МИМРТ?), А(МОИМРТ2)»,ВСЧИМРТ?) 
СТ.ОБЕ( 31, STATUS 一 DELILRTE > 
ОРЕМ З1.ЕП.Е= OUT_NMK',STATUS= UNKNOWN" 
WRITE(31, +) DYNAMIC RESPONSE RESULT BY NEWMARK METHOP/' 
WRITEC31, *)' TOTAL ТІМЕ- ,ТТ 
WRYYEL * ,1012 
101 ЕОЕМАТ«/6Х, # SOLVE DYNAMIC RESPONSE BY NEWMARK METHOD HHO 
WEITEC + ,192) 
102 КОКМАТ‹/6Х,'% OUTPUT DYNAMIC DISPLACEMENT IN FILE 一 OUT_MMK >") 
{7 жив 
(С жна жна жже «ІМІТІАІ. COMPUTATIONS 
Сини 
Со= 1. 0 ALPHA + ОТ « ОТ) 
СІ = ЕТА ALPHA + ОТ) 
С2--1,9/ХАДРНА» Рт) 
C3=0.5/ALPHA-1. 0 
C= DEILTA/ALFH A-1, 0 
С5 == DTZ. 0# (DELTA ALPHA-2, 0) 
C= DT = 1, 0-DELTA) 
C7=DELTA + DT 
(aaa 4 3 533 3 333 M M жи кккетиккккккктЕКИКЕХХНИЯНШЫ КЕК R S ERROR K 
С COMPUTE K'=K+C0=* M+Ci +С 
С ++ к к к НЕ КОК н э э э ЖЖ ЭЕ ЗРЧЕ ЧЕ ЧЕЧЕ ЗЕ ЗЕ К-К ЖОШ И О ЭЕ ХЕҰ аған 
DO 401=1,NUMPT2 
Ве) =6Р({1) 
DO 40 ]=1, МВАХО 
АМТ, = СКК 1, J) 
40 СКК, = СКК, +E + СММ, J) Cl + DAMPI, Jò 
(окинкнажнжажкиникниникекинкикихккининничужикинкикижкикижюмки 
С TRIANGLE DECOMPOSITION ОЕ THE МАТЕ]Х. [СКК 
Фа ЕЕЕ аааз ЕЕ ЭЕ ЕЕ ЕЕ ЕЕ ЕЁ И а АЕ Ж ЭЕ ЭЕ Э-э; ЭЕ ЭЕ КУ 
CALL ПЕСОМРОЗ (NUMPT?, MEAND, СКК) 
(жа 
С жже COMPUTATIONS FOR EACH TIME STEP 
С жк» 
ГЮ 300 Ү-0,ТТ.рТ 
ІЕСОМЕСА. СТ. 0.0) AP=SINCOMEGA ж Y) 
ІРСОМЕСА, LT. 0.0) АРА СОЖ(ОМЕСА ж Y) 
ПО 411-1,М(7МРТ2? 
СРП =B) 


41 
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= — -- — 一 rr = =- — — — — 一 ттт 一 上 上 一 —  — = m= нол x дд rm rr 


ТЕСОМЕСА. МЕ. 0.0) СР) =GP¿tT1D) «АР 
CONTINUE 
DO 50 I=1,NUMPT2 
ІК--І-МВАМІ--1 
ТІК, LT., i} IK=1 
ТХ» 50 J=IK,I 
СРС) = СРО + СММ. TI (Соз UOD HE2 к VADUS * ACD) + 
DAMP¿( L J+ 1) š С] 000 + СА + МОС + С5 # АС) 
CONTINUE 
DO 60 I=1,NUMPT2 
ІК =1+ MBAND-1 
IF(IK, СТ. МОМРТ?) ІК-МІЛМРТ? 
DO 60 ]=I+ 1,IK 
GPD = СР +СММТ, ЈГ 1) ж CCO# ПОС) +С2 ж VOD +C3 + Ае) + 
DAMP¿O,J-I+ 1) ж ССІ * U0(J) +C4 » МОЈ) + СБ ж АС) 
CONTINUE 
CALL BACKSUBS (NUMPT2,MBAND,GKK.GP) 
NSTEP= Y/DT+! 
WRITE(31,61) NSTEP,DT, Y-DT 
ТЕ(МРЕОВ. ЕО. 4) THEN 
WRITE(31,73) 
ЖЕІТЕС31,74) (СРСР ,I=1,NUMPT?) 
ЕІ.ЗЕ 
WRITE(31,71)5 
WRITE(31,725 (СР) „1+1, NUMPT2) 
ENDIF 
DO 70 I=1,NUMPT2 
Ас =C0+* (GP(D-U0(D)-C2 # V06D-C3 ж АС 
VOD = У/О(1)-ЕС6 + АС) + С7 + АКО 
ПОП) =GP) 
CONTINUE 
CONTINUE 
FORMAT(2X, NO. OF 5ТЕР=',15,3Х.'ЅТЕР LENGTE= ,F15,6,3X, 
"АТ TIME=',E15. 6) 
ЕОЕМАТОХ, 'ТУ5Р1,.АСЕМЕМТ;'/2(13Х'Х-',13Х.'Ү-')) 
РОЕМАТ(4Х,4Е16. 8) 
ҒОКМАТ(2Х, ПБРГАСЕМЕМТ: /11Х 'THETA-X',11X,'THETA-Y', 
12X, W-2') 
ЕОЕМАТ(6Х,3Е16, 8) 
С1.0БЕ(31) 
RETURN 


40%. 


MORA 有 限 元 分 析 教 学 程序 (FEATP) 


-- — -- — -- 一 =-= -一 -- -一 — -一 — ж-е — ғғ" .- rF а 
ka fr ~r rer or тта г .. e. оға ағ = e- а. — --- -= — -一 - 一 
Iæ 


SUBROUTINE EIGEN (GMM. GKK, АА, BB, СМ, СК V. W1, W2) 
МІ ТГЕТГЕЕЕТІЕТТТТГЕЕЕжІЕІТЕГГЕТІТТІПГІГІІГГІГІТТІГГЕЕГЕЕЕЕЕГЕТЕРГІ 
С SØLVE EIGENVALUE PROBLEM BY INVERSE OR SUBSPACE METHODS 
C CALL SUBROUTINE INVERSE OR SUBROUTINE SUBSPACE 
СО RRR AEE К EEE R AAEE EEEE SA 
IMPLICIT REAL #8СА-Н.О-7) 
СОММОМ/СОМІ/ММГ, NUMEL, NUMPT МВАМО, ММАТІ 
СОММОМ/СОМ2/МЕ, МЕЗТК, МОГУ, МРЕОВ, МТУРЕ,„МУА 
СОММОМ/СОМЗ/МЫГУ ,NUMPT2 
DIMENSION СММСЧМОМРТг, МВАКО) ,СККСМИМРТ;,МВАКО),ААСМИМРТа, NVA), 


% ВЕВОМЦМРТ2,.МУА»,ОМҰМУА,МУА»,ОҚСМУА,МУА),УСХУУА,МУАЗ, 
5 WICNVA), W2(NVA) 

С зує 

Carrare BY USING INVERSE METHOD WHEN MSOLV=4 

Саян 


IF(MSOLY. EQ, 4) САД. INVERSE (ОММ,СКК.АА,ВВ» 


Сани 

Сани казык BY USTNG SUBSPACE METHOD WHEN MSOLV=5 

Смик 
ЕМЕЛ У. EQ. 5) CALL SUBSPACE (СММ,СКК,АА,ВВ,СМ,СК,У,%71,5723 
人 RETURN 
END 

C =======zaxzuz=wms===== SURB, 7-I =======================s========== 


SUBROUTINE INVERSE (GMM,GKK, AA, BB) 
C ka ФЕ ЭЕЗЕ ЗЕ ЧЁ ЗЕ ЗЕ EHE H ЗЕ ЗЕ ЗЕ ЗЕ ЖЖ И И-И М ИИ ЗЕ ЗЕ ЗЕ ЗЕ ЗЕ EEEE E И ИЕ Ж ЖЕЗ ЭЕ ЭЕ ЭЕ ЗЕ ЗЕ ЯР БАБАЕ Жы 
С SOLVE EIGENVALUE BY INVERSE ITERATION METHOD 
С CALL SUBROUTINES: DECOMPOS, BACKSUBS 
С HEIE EEHEHE H A H a h h EME E E AE E A e h h e E E E E вини иуниниянииккикиккинкики Кики 
IMPLICIT REAL x Я( А-Н,О-23 
COMMON/COM1/MND. NUMEL, МОМРТ, МВАМО, ММАТІ 
СОММОМ/СОМ2/ МЕ, NESTR, MSOLY, MPROB, MTYPE, NVA 
COMMON/COM3/MND2, МИМРТ? 
DIMENSION СККСМИМРТг,МВАМО),СММСНОМРТ?,МВАКО) , AAC NUMPT2, NVA ), 
$ BBCNUMPT2) 
CLOSET132 ,STATUS 一 站 ELRTE' > 
OPEN¿(32.FILE='OUT _VERS',STATUS=' UNKNOWN) 
WRITF(32, #) ' DYNAMIC CHARACTER RESULTS BY INVERSE METHOD' 
WRITE‘ ж „1013 
191 РОКМАТ(/6Х, в SOLVE EIGENVALUE BY INVERSE METHOD #7) 
ЖВТТЕС * 102) 
102 ЕОКМАТ(/6Х, 7% OUTPUT EIGENVALUE АКО MODE IN FILECOUT VERS>= 9 
Сина 


жинак FORM INITIAL ITERATION VECTORS АП. 


HRA 有 限 元 分 析 教 学 程序 (FEAIDD а 


--- --- --- r- --- -一 --- --- 


ш- ымш зт гг ы: ы- =т= —r = --- --- 


Си 
DO 5 I=1,NUMPT2 
ЇХ) 5 J=1 NVA 
ААП, = КАМТА- р 
5 СОМТІМГЕ 
{жаз 
Сян нн» TRIANGLE DECOMPOSITION ОЕ STIFFNESS MATRIX 
Ü ж+ж 
CALL DECOMPOS (МОМРТ2, МВАМП,СКК) 
00) 190 П+1, МУА 
Мі =-1, 0 
СК = 0. 6 
СМ = 0. 0 
Сома 
Casserres COMPUTE Y=MX 
Сона 
335 CONTINUE 


DO 8I=1,NUMPTš 
8 BB(D = 0, 0 
IX) 10 1=1, NUMPT? 
ІК = -МВАМР-+ 1 
такт 1) ІК-і 
ро 19 І-ІК,1 
ВЕ(О = ВВЕР +СММИ IJ 十 17 + ААС, 
10 CONTINUE 
ТЮ 12 ізі,МІУМЕТ2 
ІК = + МВАМГ-1 
IFK. СТ. МОМРТ2) IK = МИМРТа 
ГК) 12 ]=1+1,1К 
РВС = ВВ) +GMM(I -I+1) # AAC, ID 


12 CONTINUE 

С.ккк 

Сонан нки OLVE ҚХ-Ү 
С. жик 

111 CONTINUE 


МЕТЕР-- М8ТЕР--1 
IF(NSTEP. GT. 500) THEN 
WRITEC +, ж) КО, =', II,” STEP=',NSTEP 
WRTITE¿(32, + МО. =',П.' STEP=',NSTEP 
RETURN 
ENDIF 
ГЮ) 20 I=1,NUMFT2 
20 AAC, TID = ВВС 


794. 


ВИЕ Q - 


САЩ. BACESUES (МІҮМРТ?.МВАЧПО.ОКК,ААСІ.ТІ2) 

Ü ** = 
Соккан нун COMPUTE Wa =2?2=K'/M' 
DETE 

DO 24 1-1, NUMPTŻ 

GK=GKHAACI ID + BRI) 

PR D = 0. à 
24 CONTINUE 

ПО 25 = 1, NUMP T2 

IK=TL+MEAND+1 

TELIK. LT. 1) K=] 

DO 25 J]=IK,t 

BE( D = ВВС) +СММО LJ+1)» АА, П 
25 CONTINUE 


DO 26 = NUMPT2,1.-1 

ІК--ІҢ-МВАМІЗ1 

ІЕ(ІК. СТ, NUMPT2} IK= МОМРТ? 

DO 26 ]=1+1.1К 

ВВ‹ = ВВ +GMMK[,J-I 1) + ААС, 
26 CONTINUE 

DO 27 |-1, МОМРТ2 
27 СМе сМ T AACI, П + ВЕС 

W2=GEK/GM 

W1= ABS САДДАМ W2} 

ТЕМІ СТ. 1, 0Е-6) THEN 

Wl= Wz 
нии 
(Соижккниниикинки СВАМ-УСНМІВБТ ORTHOGONIGATION 
Сини 

ІКТТІ, FQ. 1) СОТО 222 

ЕСП. МЕ, 1) THEN 

DO 30 Пе1,П-1 

5550. (0 

DO 40 1=1, МОМРТ2 

ІК--ГМВАМЫ--І 

ТЕСІК, LT, 1) IK=1 

DO 40 J =1К ‚1 

555 ААС.) + ММО, ГТ 1 < AAC, ID) 
40 CONTINUE 

IX) 50 I=1,NUMPT2 

ІК = + МВАКО-1 

|ЕЧК, GT. МУМРТ2) ІК = МОМРТ? 

DO 50 ]=1+1,1К 


50 


51 
30 


52 


54 


95 


222 


80 


Сонан 


т ғ4- --- -- — —- Е — .-. ма 一 - --- --- — 一 一 — 


6-5--ААС,П) + GMM(LIIT1) * ААС, П) 
CONTINUE 

ТЮ 51 K=1,NUMPTZ 

ААК. = АА(К,П)-АА(К „11? «5 
CONTINUE 

CONTINUE 

S= 0.0 

DO 52 1=1,МОМРТ? 
ІК--І-МВАМВ--1 

IF(IK. LT, 1) IK=1 

DO 52 J=IK,I 

5=5 FAAC П) + GMMJ. LJ+1) ж AAC ID) 
CONTINUE 

ЇХ) 54 I=1,NUMPT2 

ІК -1+ МВАМО- 1 

IFK. GT. МОМРТ2) ТІК = NUMPT2 
DO b4 Г-І-І,ІК 

З= БРАЛА, П s СММ. JII 1) + AAG ID 
CONTINUE 

DX) 55 К--1.МІІМРТ? 

ААК 1) = ААК, 1) 75 
CONTINUE 

СК--0, 0 

См = 0, 0 

СОТО 333 

ЕМІЛЕ 

DO 80 1-1,МІЛМРТ2 

W2= ЗОЕТОСМ) 

BB(D = BB: УМ? 

CONTINUE 

СК-0.0 

СМ 0. 0 

сото 111 

ELSE 


Сман COMPUTE FREQUENCY .PERIOD, EIGENVECTUOR 


[+ 


WW=SQRT(W2) 

PD=2 #3, 1415926 WW 
WRITE:(32,935 П, NSTEF, WW ,PD 
ІХ) 90 1=1.МОМРТ? 

W2 = SQRTCGMD) 
ААП.) + ААП ID/W2 
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90 CONTINUE 
IFCMPROB. EQ. 4) THEN 
WRITE(32,925 
WRITE(32,95)} (ААП. ,I=1, NUMPTZ) 
ELSE 
WRITE:32,91) 
WRITE(32,94) СААТ, 1) ,l=1, NUMPT?) 
ENDIF 
ENDIF 
NSTEP =0 
100 CONTINUE 
91 FORMAT(2X, VIBRATION MODE,'/ 2(13X.' X-' .13X . Y.) 
92 ҒОКМАТ:(2Х, VIBRATION МОРЕ, /1l1X, ТНЕТА-Х',11Х.'ТНЕТА-Ү', 


$ 12X, W-Z) 
93 FORMAT(' ж є +’, 2X, NO, OF EIGENVALUE =',15,4X, ITERATION TIMES=', 
$ І5/ 5Х. ЕКЕОГЕМСЕ--",Е18.4.4Х. РЕРІОІ-- Е16. 83 


94 РОКМАТ(2Х,4Е16. 8) 
85 БОКМАТ(4Х,3Е16.89 
CLOSE(32) 
RETURN 


C =====722222 1222mm ББ, 7-2 =s=====================ua=m======= 
SUBROUTINE SUBSPACE (ОММ,СКК.АА,БВ,СМ,СК,У,9%1,%72) 

С. екккканннинуханикцжнинизннкхкккиннининининхниихижижухижкиккхкж иж ик 

С SOLVE EIGENVALUE BY SUBSPACE ITERATION METHOD 

С CALL SUBROUTINES; DECOMPOS, BACKSUBS ,TOCOR1 ARRANGE 

СС жае EEE EEE ааа Т И И И ЕЕЕ 4 ЭЕ ЕНЕ И И И И ЕИ ЖЕУ Ж 4 ЖУ Ж ЭЖ Ж Э-Э-Э} ЕУ 
IMPLICIT REAL x 8COA-H,O-2) 
COMMON/COMI/MNDINUMEL,NUMPT, MBAND, NMATI 
COMMON/COM2/ NF, МЕЅТЕ, MSOLV ,MPROB, MTYPE,NVA 
COMMON/COM3/MND2,NUMPT2 
DIMENSION SGMMINUMEPT2 MBAND) ,ОККСМОМРТ?, МВАМР), AACNUMPT2, NVA), 

$ ВВЕМОМРТ2, ММА) СМ(СМУА, МУА), СКОМУА, ЧУА», УСМУА,МУА», 
$ W2(NVA),GMK(NUMPT2),WI(NVA) 

CLOSE(33,STATUS= DELETE 
OPEN¿033,FILE= OUT SUBS',STATUS= UNKNOWN!) 
WRITEC * ,101) 
WRITE(33, я) RESULTS OF EIGENVALUES BY SUBSPACE МЕТНОО,! 

101 ЕОКМАТ(/6Х, 8 SOLVE EIGENVALUE BY SUBSPACE METHOD #'› 
WRITEC ж ,102) 

102 ЕОКМАТХ/6Х, % OUTPUT EIGENVALUE AND МОРЕ INTO FILE=OUT_SUBS> 

Ск» 


С жаяу көк FORM INITIAL ITERATION VECTORS 


(жя 


8 


Сжк 


Сенин кия TRIANGLE DECOMPOSITION ОЕ STIFFNESS MATRIX 


С жж 


Сыз» 


-一 一 --- --- 


ГЮ 5 I=], NUMPT? 

СМК = омма, D /GKK, 1) 
ААС.) = 1.0 

CONTINUE 

DO 7 Т+1,„МОМРТ2 

DO 7 |--2,МУА 

ЛАТ. D =0.0 

DO 8 f= 2 NV A 

QO = 0, 0 

DO 9 1+1.МИМРТ? 
ІБССМКТТ)», GT. QQ) THEN 
Q(Q= МКҚ 

K=I 

ENDIF 

CONTINUE 

СМК(СК) + 0.0 
ЛҺАСК.))=1.9 

CONTINUE 


CALL DECOMPOSC(NUMPT2,MBAND,GKK) 


(С ооннниння COMPUTE Y= MX 


Кени 


11 


12 
DETT 


Casserres SOLVING EQUATION KX=Y¥ 


Ü +++ 


рО 10 K=1, NVA 
DO 11 1=1,NUMFTZ2 
IK=-MBAND+1 
ЕСІК, LT. D) IK=1 
Гк) 11 ТК, 


ВВТ, КУ-ВВТ К) -СММО 11 ж ААС, KY 


CONTINUE 
ПО 12 1=1,NUMPTzZ 
ІК = + MBANI 


ІССІК, СТ МОМРТ?) [К=МИМРТ? 


DO 12 Ј=1+1.1К 


ВВСТ.Коу-< ВВП,К) РОММО 141) > AAC, К 


CONTINUE 


ПО 20 |<1, NUMPTS? 


—= -- отг =— — ттт r r 
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20 AAL LK) =DE, K) 
10 СОМТІМІЛЕ 
МЗТЕР-«0 


111 CONTINUE 
NSTEP=NSTEP+1 
DO 30 ]= 1. МПМРТ2 
ПО 30 Кж 1, NYA 
30 BEJ, K= AAC], K) 
DO 32 K=], NVA 
CALI BACKSUBS ( МГМРТ?,МВАМО,ОҚҚ,ААС1.ҚУ 


32 CONTINUE 
Ü жж 
С жик COMPUTE Kl=XTx Y 
{ нуз 
DO 46 1=1,NVA 
БО 40 ]=1,МУА 
СК 3 -- 9.0 


DO 49 Кет |, МИМРТа 

СОК, р- СК 1, П+-ААСК, D « ВВ(СК ,J) 
40 CONTINUE 

DO 41 1=1, МОМРТа 

DO 41 J=, NYA 


BBCI, J> =Ù. 0 
4l CONTINUE 
Сек 
Се COMPUTE Yl= M є Xl 
C waw 
DO 45 К=1,МҰА 
DO 50 1=1, NUMPTZ 
ІК --МВАМО+1 
IF(IK. LT. 1) IK=1 
DO 50 }=[К,1 
ЕВ(Т,К)--ЕВТТ,К)-ЕОММҰТ,ЕІ--І)» АА, KO 
50 CONTINUE 
DO 60 I= 1, NUMP T2 
IK= I+ MBAND-1 
IFC IK, GT, МГМРТ2?) IK= NUMPT2 
ПО 60 J=I+1,IK 
ВВ(СІЬК)--ВЕТ,КЮ)--ОСММО,Н-Ғ-1) + АА‹],К) 
60 CONTINUE 
45 CONTINUE 
С а 


укн ннн ннн COMPUTE Мі-ХТ» Y1 


т— -一 .а- == = „ — — а... — -= — 一 - 一 一 ..ти 
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Ü ж» 

DO 70 І-<1.МУА 

ПО 70 І-1.МУА 

СМІ, -<0, 0 

DOTO K=1,NUMPT2 

ОМОЫр-ӨМЕ,Пр-КАА(К,Ы z ВВК, р 
70 CONTINUE 


Г жаа а н к ИЕ ЕЕ ЗК ЗЕ УЕЗ E E EAE КУЕ ИЕ ИУ а Э-Э-Э ЭЕ ЭЕ ЭЕ ЭЕ ЭЕ AE ЭЕ ЭЕ ЭЕ УЕ AE нна EN ЖЕ ЗЕ Ж ЭЕ ЗЕ M E A 
С SOL VE GENERAL EIGENVALUE PROBLEM 
( жикжиккикиккииниининимиккиниккиккикиянининижежижкижккикюннинининминими 
CALL ТАСОВІГСОК,СМ, V, W2, NVA) 
CALL ARRANGE(W2, V, NVA) 
С хжх 
С звязвае CHECK ТЕ THE CONVERGENT CONDITION IS SATISFIED 
DETE 
IF (NVA, ЕО, NUMPT2Y GOTO 222 
ГО #0 11, NVA 
(АВС АЛТ АР). GT. 1, Е-4) THEN 
ПО 82 1=1,МОМРТ2 
DO 82 K=1, NVA 
ААВ, К) 0. 0 
DO 82 М--1,МУА 
AALE SAAC, K HBB MD) + V(M, K) 
82 CONTINUE 
IG 85 K=1,NVA 
85 ҰҚ» W2(K2 
GO TO 111 
ENDIF 
80 CONTINUE 
220 CONTINUE 
DO 88 11, МОМРТ? 
ПО 88 J=1, NVA 
ВЕТ, =0, 0 
ГА) 88 K=1, NYA 
ВВС, = ВВИ, р + ААП, К) # УСК, р 
ЕВ CONTINUE 
ГА) 30 J=1, NYA 
WW= SQRT W2)? 
РО--2 * 3, 1415926/ WW 
МЕТТЕС33,91) J, NSTEP, WW , PD 
ТЕСМРКОВ. ЕО, 42 THEN 
WRITE(33,93) 


458 ..... 


90 
91 


С. ЕКЕМЗУЕКЕМАНМЕККЕНИМИНАЯ нейна ника на ниви каки ки ИКЕ КОН ИШ КОЛЕН ИКЕН + 


С 


€ W W W EAEE E NN MM OM W OW S e EE EEE + 


10 


29 
39 


40 


5 


$ 


一 - - - =-= =-= -= 


ХҰКТТЕС 33,959 (BKI 11 „МИМРТа) 
ELSE 

WRITE: 33,92) 

WEITE 33,94) (ББІІ,)2,1--1, NUMPT2) 
ENDIF 

CONTINUE 


ЯЖА 有 限 元 分 析 必 学 程序 (下 


— — = --- — x — -- -- -- -一 - 一 - 


FORMATO жж *',2X, NO. ОЕ EIGENVALUE= ,15.4Х. ITERATION TIMES= ， 


ІБ/ 5Х, FREQUENCY= ,F16.4 АХ, PERIOD= ,£16, 6) 
ЕОЕМАТОХ, VIBRATION МОРЕ. 2113X," X-' 13X. Y-')) 
БЕОКМАТ(2Х. VIBRATION MODE: /11Х. THETA-X', ИХ THETA-Y', 


12X, W-Z") 


ЕОКМАТ(2Х,4Е16. 8) 
FORMAT(SX.3E18. 8) 


CLOSE 33) 


RETURN 


SUBROUTINE JACOBI СК GM, У, ЕСУ, М) 


SOLVE EIGENVALUE BY JACOB METHOD 


IMPLICIT REAL «АН, OZ) 


DIMENSION СКОМ, ND) GMON, N), VCN. N) ЕТСУСМ), DCN) 


ЕТО = 1. Е-12 

ММАХ = 15 

ІХІШІ-і,М 

Г] =n, 0 

DOD = КІ, МІ, 

ЕУІ = рр 

ГЖ) 30 1-1, М 

IX) 20 J—1.N 

АТ Дъ - 0. 0 

МТ. = 1,0 

WSWEFF=ü0 

NN= N-1 

NSWEEF = NSWEEP-L 1 

ЕР5= (0.01 + + МБМЕЕР) š x 2 

DO 10 J= 1. NN 

П= 1+1 

TX) по K= JJ, N 

ЕРТОҺА- (ОКОҺКЭСКОЬКО/К Т.) x СКСК.К)) 
EPTOLB= (GMK * СМ, КСМ, рж СМСК,К)) 


ТЕС CEPTOLA, LT, EPS). AND. (EPTOLB LT. ЕР5$)) СОТО 110 


SURB: т-2-) OEF T-t 


50 
51 


о? 


55 


БО 
51 


62 


68 
63 
84 


МЖА ЯЮАЙИ& ТЕЛ ОРЕАТР) | 


АКК+ СКК,К) + СМОЈ.КУ-СМЕК, К) «ӨКСІК? 
А1-ско, + СМ, КСМ, D СК, 
ARSGERE D # МК, Ко СКСК.КО) # г. МО, 1) 
СНЕСК -- (АВ + АВ+4, 0 ж АКК * А]])/4,0 
ІЕССНЕСК) 59,51.51 

STOP 222 

S H = SQRT. CHECK) 

D1= AB/2, +SQCH 

D2= AB/2, -SQCH 

РЕМ = D 

ТЕ ABS D2), СТ, ABS(D1)) DEN= Г 
IF(DEN) 55,57,55 

СА == 0, 0 

Со —=-GK(}], КУЛСКЕК, К) 

GOTO 60 

СА--АКК/ОЕМ 

СС---АТ/ФЕМ 

[Fi N-2} 61,90,61 

JP1 一 上 十 1 

ІМІ-М 

KPI=K+1 

КМІ-К-1 

ТЕСІМІ-1) 63,62,62 

DO 68 І-1.1МІ 

A1=GK¿(I,J5 

BJ= GM, P 

AK—GRK(, К) 

BK=GM(L K) 

оК, |) = AJ+CG x АҚ 

СМІ, Pr=BJ+CG * ВК 
СК(І,К)-АК--САжА) 
СМС, КО) + ВК+СА + B] 

ІЕКРІ-М№ 64,64,66 

DO 65 І-КРІ,М 

АЈ= СКО, 

BJ= сме, р 

АК= СКК, 

ВК = СМК, 1) 

СКЈ, = AJ+CG » АК 

GM. D =BJ+CG я ВК 
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r= ғ- ғ- -- 


GR E, = АК+СА # AIT 
65 бМ‹К,=ВК+СА + BJ 
86 ТЕСІРІ-КМІ) 70,70,90 
70 DO 80 1-=ЈРІ,КМІ 
Aj=GK(T:1) 
Весмч, 1) 
АКе СКІ, K} 
ВК--<М(1І,К) 
GKOU,D=AI+CG s АК 
СМ]. -БІЗ-СІ: + ВК 
ОКС, Ку + АК СА * АЈ 


80 СМТ, Ку = ВК+СА ж ВЈ 
90 АК= СКК, К) 
Вк-сом(к,К;) 


GK(K,K)= АК+2. «СА» СКО. КУСА » САк СКК, р 
СМ‹К.Ку = ВК 2. « СА ОМО, КУСА # СА « СМС), р 
СК, р GK], +2. «Соч GKJ. KE) + CG ж CG + АК 
ОМО D зо Ма, 7+2. + CG >+ Мр, K) CG * CG * ВК 
СКЈ, Кә #0. 0 
СМ], К) = 0, ü 
ГЖ) 91 І-1,М 
Хеу, 1) 
ХК- VI,K) 
Ve, =X} CG * XK 
81 V(L K)=XK+CA * X] 
110 CONTINUE 
Го 92 1=1,М 
IFiGE L D. СТ. 0.0. AND МЕ, D. СТ. 0, 0 GOTO 92 
ЗТОР 333 
92 EIGD =GK(1,D Мы 
DO 93 І--1,М 
ТО = RTOL * Px J} 
DIF= ABS2EIGV(T) ГКП) 
ТЕСТТЕ, GT. TOL) СОТО 97 
93 CONTINUE 
EPS= TOL #2 
DO 94 1--1, ММ 
Л=]+1 
DO %4 K=JJ,N 
ЕРЗА- (ОКО Кун ОКО КСК J) "ақ, Ко? 


› == n me — --- -- -- 一 一 一 -~ 
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有 


EPSB= (ОМ, K) + СКОЈ, КИСМ, J} * GM(K,K)) 
ІЕ(ЕРЅА, LT, EPS), AND, (ЕРЅВ, LT, ЕР5)) СОТО 94 
GOTO 97 
94 CONTINUE 
ГО 95 I=1,N 
ГЮ 95 J=1,N 
GK ,LD =GK¿I, J) 
45 ОМ), “ӨМТ, 
DO 96 J=1,N 
вв-зовтсмо, пу 
ГЮ 96 K=1,N 
96 УК, р=У(К,р/ВВ 
RETURN 
97 ГО 98 I=1,N 
98 DD =EIGV(D 
IFCNSWEEP. LT, NSMAX) СОТО 40 
СОТО 94 
RETURN 
END 
C ==================== SURB,7-2-9 ============z====================== 
SUBROUTINE АЕВАМСЕС%,У,М) 


ССхузхииннхужкиккннннннининнянинникижнникикиипининнижжиннихкккнимин» 


С ARRANGE EIGENVALUE INTO ORDER 


í 
G ME ME ME AEE EAE HE E G E E ҮРҮҮ ҮНҮНҮН DE E E E E E AE E B B E E КН 


IMPLICIT REAL + 8(А-Н,О-7) 
DIMENSION W(N),V(N,N) 
DO 13 I=1,N-1 
K=] 
РАМО) 
DO 11 J=I+1,N 
IF(W(J). LT, P) THEN 
K=] 
Р=%‹Ј) 
ENDIF 
11 CONTINUE 
IF(K. NE. D THEN 
W(K)=W(D 
W(D=P 
DO 12 ]=1,N 
P=V(J,D 
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уып = YE 
VK} = 

12 CONTINUE 
ENDIF 

13 CONTINUE 
RETURN 
END 


А2 前 处 理 程序 使 用 说 明 


A2.1 程序 功能 

本 程序 利用 等 参 变 换 的 方法 可 以 对 任意 的 平 而 四边形 进行 有 限 元 网 格 的 白 动 生成 ,并 进一步 选 定 
单元 类 型 ,引入 材料 参数 . 约 东 条 件 .载荷 条 件 , 给 定 问题 及 求解 类 型 和 相关 参数 ,从 而 得 到 利用 主体 程 
序 对 不 同类 型 问题 进行 有 限 元 分 析 的 数据 输入 文件 ( 详 见 7.2.3 节 )。 对 于 复杂 的 平面 结构 则 首先 将 它 
分 割 成 若干 个 列 边 形 , 进 行 上 述 处 理 , 并 集合 成 整个 问题 有 有 限 元 分 析 的 数据 输入 文 性 ， 

A2.2 使 用 说 明 

(1) 输入 四 边 形 结构 的 几何 参数 

执行 此 程序 ,开始 运行 界面 , 点击“ 画图 "菜单 ,选择 “结构 ” ,弹出 如 图 Al 所 示 对 话 框 。 


ің хт 

1 fo | 

2 |0 

ко С 
rs | 
ISO < || 
= ДЕ 
і m 

Cancel | 
图 Al HRE 


填写 好 需 处 是 的 铺 构 坐标 后 ,点 击 OOK。 在 此 处 如 果 不 选 中 5.6.7.8 点 则 认为 相应 的 边 为 相 边 ;如 
尝 选 中 5 或 6 或 7 或 # 则 相应 的 边 按 一次 曲线 处 至 。 

(2) 输 人 材料 参数 

下 拉 “ 环 境 设 定 "菜单 ,选择 “材料 常数 ,弹出 如 图 A2 Br ДАЯНА ИШ ЫН ЖЖ (СШ Н ЕБ 
ЖИН). 


HRA 有 限 元 分 析 教 学 程序 (EEATP) u 


区 


1210000000 


图 A2 材料 常数 


(3) 划分 网 格 和 选择 单元 
PH RA RE „ДЕ aj Sy EJ "ЙН НЕНІҢ АЗ. ШИТ ,在 此 对 话 框 上 可 以 选择 和》 
. 方 问 网 格 划 分 的 份 数 ,划分 可 采用 平 铅 .等 差 和 等 比 三 种 方法 ,对 于 后 最 者 给 定 差 值 和 比值 点 击 “ 单 元 


ІҢ АЗ 网 格 划 分 


选 好 单元 后 ,程序 画 出 网 格 ( 参 看 附录 例 A D, 

如 果 结 构 由 几 拨 四 边 形 构 成 ,可 按 上 向 相同 的 步 又 画 好 结构 和 网 格 。 在 此 需 注 意 的 是 新 的 结构 连 
氮 边 的 网 格 点 庶 与 原 结构 的 网 格 点 -一 对 应 ,而 且 新 结构 的 2,3 点 最 好 是 与 原 结 构 的 1.4 点 的 坐标 分 
别 相同 ,因为 此 时 的 半 带 宽 最 小 。 具 体 实现 将 在 使 用 实 便 中 看 到 。 
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0222... 


Бек сыш шашу - Қы =. ісе 


СРЕ 3 PF 
ЖЕЛ ЖЖ КЕЕН Wi Fh ; — Ph ЕЗГЕ ЙЕЛ? s пан. ARTALA AMARRA., 
下 面 分 别 邓 两 种 方法 的 实 静 进 行 说 明 。 


Q АЭ таж. НААБІНЕНЕ А “使 其 处 于 选中 状态 ,然后 移动 鼠标 到 相应 的 结 
м СВЕЛО НЯ РН НЕТА А5, 


(4. Y, 


图 АЯ 单元 选择 图 АБ 加 约束 


选 好 约束 后 点 击 “OK”。 对 于 集中 载 菁 可 以 用 类 似 的 方法 加 上 
@ 对 单元 边界 施加 边界 条 件 。 首 先 使 ” 品 " 处 于 选中 状态 ,然后 选择 需要 加 边界 条 件 的 区 域 , 然 
后 点 击 ” А R" W " 即 可 施加 上 位 移 或 载荷 的 边界 条 件 。 


1 
Ле - 
站 


下 拉 * 查 看 "菜单 ,可 以 查看 相应 的 网 格 . 载 菏 和 约束 ,得 到 最 后 的 网 格 . 栽 符 和 约束 图 (参见 附录 A 
Й А. 1), 

(5) 给 定 问 题 类 型 和 求解 类 型 

本 程序 默认 情况 下 问题 类 型 为 静 力 问题 ,求解 类 型 为 平面 应 力 。 如 果 需 改变 这 些 参 数 , 下 拉 * 环 境 
设 定 " 菜 单 , 修 改 相 应 的 项 即 可 ,选择 问题 类 型 和 求解 类 型 如 图 Аб, 


тай 1 


Бызатыл салы аа м ИСЕ 


选择 动力 响应 问题 时 , 除 选择 数值 积分 方法 外 ,还 筑 要 填写 图 А? 所 示 的 参数 。 选 择 特 征 值 向 题 
时 , 除 选择 求解 方法 外 ,还 应 填写 图 A8 所 示 的 需 计 算 的 特征 值 的 个 数 。 
МИНЕТА Вет. хі 
пазивев 00 
мағ в 


sao акр 


| Ни 
Вауеһ E 
ме 秆 问题 法 代 的 初始 向 量 由 各 
там С тазша 
| а {у & 0 x Р 
ҮЗЕ ПЕ _ < | 
图 A7 动力 响应 问题 的 参数 图 A8 特征 值 问题 的 参数 


上 述 前 处 理工 作 完成 后 ,可 下 和 控 " 文 件 ”" 葬 单 ,选择 * 输 出 数据 文件 ”, 即 可 得 到 有 限 元 主体 程序 所 需 
的 数据 输 人 文件 “in_dat?” 。 


АЗ 后 处 理 程 序 


本 程序 将 主体 程序 计算 得 到 的 数据 输出 文件 转 换 成 选 定 通 用 的 后 处 理 程序 所 需 的 文件 格式 ,就 可 
利用 通用 的 后 处 理 程 序 显示 变形 图 .等 值 线 图 和 应 力 云图 等 ,例如 转换 成 Tecplot ВЕЗЕ Н ЕЕЗ, ПИ 
Hh FERE .应 力 云 图 等 ,具体 的 见 例 A.1 Ж А.2, 

МАТ 具有 中 心 圆 孔 方 板 的 应 力 分 析 

ЖЛЕ 1.=8. Ост, РА r=1, Ост, # E F 382 y FARAR RH g= 100N/cm ,材料 
КИ Е=2.1х10°МРа,„=0, 3, 

ША Ж.Д ЕЛО ВУ АОВ, ПЕЕ: то 边界 上 ,v=0;y 二 0 边界 上 ,= 
0 y=4. 0 URERA HEE g ЕҢ. 

(1) 前 处 理 

出 几何 造型 。 将 板 的 四 分 之 一 划分 为 两 个 四 边 形 。 鞠 画 一 个 四 边 形 ,填写 如 图 A9 后 点 击 *OK”， 

加 材料 常数 ,如 图 А10 填写 材料 常数 。 

Q) 网 格 划分 ,例如 图 АП 填写 ,5X5 МЕНЕН адал, 方向 均匀 划分 ,y 方 向 等 比划 
分 ,比值 为 0.9。 

完成 后 网 格 如 图 A12 所 示 : 

Q 重复 山 ,四 和 思 步 又 ,划分 另 一 部 分 四 边 形 ,其 中 四 边 形 铺 构 填写 如 图 A13。 仍 采用 5x5 网 格 划 
З.т Леан У. ШІН Ж 0.5. yy 方向 均匀 划分 ， 
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EMR АН 所 示 ， 
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时 果 A_ 有 限 元 分 析 教 学 程序 FEATP) 


用 相同 方法 将 下 边界 的 > 方向 固定 。 


— — 1 a ak. -- 


- ша 


© аж. Ў АРАА НЛЕШЯВЕШЯ, ЕАД“ OR ”, 弹 出 对 话 框 填写 如 


图 A16。( 图 中 参数 a.b.c 表示 载荷 可 在 整体 坐标 下 按 a 十 br 十 cy ЙЛ ЛЕ ЕЕ» 
Ф 最 后 得 到 结构 划分 网 格 ,加 上 过 界 条 件 后 的 图 А17, 


e e С ас. ааа аы Еш. 


8 59 181 40 
Fixed-points, equivalent-load, Material-type, Gravity 
22 11 1 0 
Problem-type, зоіуе-іуре , gravity-key, output-key 
1 1 Ü 0 
с икжкикк Nodal coordinates XXF3XXXENTRXXXRXN NNM MON ЖЖ 
No. Х- y: 
l 0. 000000 1. 000000 
2 0, 000000 1. 300000 
181 4, 000000 4. 000000 


图 А1? 


D FC“ XP RA, S hiim X”. ЖИЕН ХЕ п Чат”, 
(2) 主体 程序 的 输入 数据 文件 


Meximal-node, elernents, nodes, bandwidth 


с жжке Element Code киюе 533 33 K MEE YE ae Mi ЖЕ ЗЕ Ж Ж KIE Ж эк Ж Ж 


Мо. Node Mat. intl шї? Н- H- IT- H- 
] 8 1 3 3 1 18 20 3 12 19 
р, 8 1 3 3 3 20 ә2 5 13 21 
50 Я 1 3 3 162 179 181 154 169 180 


C кизжкижжияя Displacement constrains жа ж же ае а ч к 


13 2 
14 4 
170 163 


MRA ЯЕЛЯМАТЕЛРЕАТР | 


Ҹо. Npoint X- Y- Х-Уаце У-Уа ше 
1 1 1 0 0,009000 0. 000000 
2 2 1 0 0. 000000 0. 000000 


22 181 0 1 0, 000000 0. 000000 


г же 8 33 MM NRN MN Equivalent [пай at nodes ж к ЕЕЕ 


Мо. Npoint X- Y- X-Value Y-Value 


1 11 1 1 0, 000000 13, 333333 
2 17 1 l 0. 000900 53. 333333 
11 96 1 1 0. 00000 13. 335333 


сак S н+к ++ к + Майета| parameters хине EHHA ЭРЭЭ ОЕ жен жн 


Мо. Е y th(thick) 
1 2,100е--011 3,00де-001 9,000е--000 


с экее ўе еее dynamicity Droblen кке кке кк к хн 


Мчуастай сесі се? tt dt alía delta 
Ü 0,00 0,00 0,000е-Е000 0. 000е--000 0,0 0,9 


(3) 执行 主 悼 程序 ， 

(4) 后 处 理 

根据 主 仁 程序 的 输出 文件 out_str ЖАН, DI Тесріоє 为 例 , 从 indat 中 取出 节点 举 标 .单元 节 
点 编号 以 及 out_str 中 的 节点 和 应力 值 按 Tecplot ҚАҒА» dat 文 件 。 经 处 理 后 输出 应 力 等 值 线 图 和 应 
为 云图 ,并 用 Origin Н == 0 和 ?一 0 边界 上 的 应 力 分 布 曲 线 。 

(D J 48 Н 


' 
B 
* 
了 
f 
x 
4 
Е 
2 
| 


(а) ,等 值 线 (b) 应 力 集中 区 放大 
图 А18 
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MARA 有 限 元 分 析 教 学 程序 (FEATPE) 


D 用 不 同 密度 网 略 计 算得 到 的 孔 边 应 力 集 中 系数 列表 如 下 : 
网 格 密 度 555 10х10 
а, 1,243 1.429 
т, 3. 299 3, 542 


МА? ЖИ КРЕНУ ЁТ 

БЕК L=10. 0cm, В А2, Ост. r= l. Ост, HARA, E=2 xi MPa, v=0, 3; ҰЖЕЯ жі 
[| ж; j e F ИВ 383 9= 100Njcm 。 采用 5x1 网 格 的 8 结 点 单元 进行 分 析 。 

1) 动力 响应 分 本 

(1) 前 处 理 

Ф 几何 造型 。 可 按 图 A22 填写 。 


ЕЕГ 


图 А22 


ОО 划分 网 格 。5X1 平均 网 格 划分 ,填写 如 图 A24. 


R2 


名 点击“ 单元 选择 ” ,选择 8 结 点 单元 如 图 A25， 


© жя. mahu D “”, 使 其 处 于 复 选 状态 ,用 鼠标 左 键 画 一 个 方 框 选中 左边 的 结 点 。 然 后 点 
ы” АН ЕЕ ЕГІ А26 а ЖЕ “ОК”, 


MART. E O “处 于 复 选 状态 ,用 方 枢 选中 梁 上 面 的 所 有 结 点 ,后 点 击 ” тї”, ҢАН 
框 填写 如 图 А27, 


ООСС Е 2 08 


(D 最 后 得 到 结构 划分 网 格 , 加 上 边界 条 忻 后 的 图 А28. 


图 А28 


© FA MARE RE ,选择 "问题 类 型 "。 弹 出 如 下 对 话 拱 ( 图 A29, 图 A30)。 选 中 “动力 响应 问 
题 " 及 "中心 差分 法 "或 “Newmark 法 ”, 并 填写 相关 计算 参数 ， 


一 -一 一 -一 一 -- 一 一 а рр а 


O 下拉" 文件 "菜单 ,点 击 * 输 出 数据 文件 *。 程 序 输出 数据 文件 到 "in_dat”。 
(2) ARTERE. 


(33 后 处 理 


根据 主 笨 程序 的 输出 文件 out_nmkt 按 时 间 排 列 的 各 个 节点 的 位 称 信 息 ) 处 理 ,从 中 取出 相应 点 的 
位 移 即 可 得 到 梁 端 中 点 竖 直 方向 的 位 移动 力 响 应 如 图 АЗ1. 


444 оо .. 
+ х] 
PHA аа |0: о 
МЕРЕ In ( 
| 
с 总 时 间 j3.47e3 К П.74е-4 
ПауісізҺ/Е/Е 
ът Ёз 
Нсута У ЫН 
а 025 5 is 
АДО 
2.D> 10 ° 
1.&х 10% 
1.6 108 
1410 
12х 19" 
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10х10 
80х10 
69107 
40х107 
20X]107 
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-2.0> 10 ? 
0.0 1.0x10 ' 20x107 30X103 40x10? 
50x10“ 1.5xX 10 ł 25x105 3.5 103 
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图 A31 
2) а ЕЕ 


网 炸 划 分 同 前 ,选用 反选 代 靶 和 地 空间 选 代 法 进行 动力 特性 分 析 , 前 8 ПАА, 
还 给 出 了 通用 程序 Ansys 以 及 梁 振 动 解 析 和 解 的 结果 。 


MORA ЯВЛЯМЕТЯЛ(РЕАТР (| 


根据 主体 程序 的 out vers 和 out_subs ЕЙ, ЕКЕНІНЕ Т ЕО» 10е6); 


ИЖ 
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тай 


ANSYS Ж 


Ж БТЖ 


1 
0.9031 
0, 9031 
0. 9031 
0, 9301 


2 2 4 9 б 
4,8202 7.1957 11. 929 20. 465 21.640 
4,9203 7,1957 11, 929 20. 465 21,540 
4, 9202 7,1953 11,928 20, 464 21,540 
9, 8296 7. 1983 16, 325 31, 990 21, 585 


梁 中 面 的 振 型 如 图 А32; 


= 


7622.22.22... "ЖА ЯВЛЯМЕТЯЛА(РЕАТР) 

从 图 中 可 以 看 出 ,前 8 阶 频率 中 1.2 AST 的 振 型 主要 是 > 方向 的 ,对 应 于 莫 葵 染 弯 曲 振动 的 1~5 
阶 振 型 13.6.8 的 所 型 主要 是 z 方向 的 ,对 庶 于 .端面 定 等 直 杆 轴 疝 振动 的 1--3 阶 振 型 。 表 中 的 解析 
解 就 是 梁 夺 曲 振动 和 杆 办 向 振动 的 结果 。 从 结果 的 对 比 可 见 , 用 平面 庶 力 有 限 元 分 析 和 杆 轴 向 振动 的 
结果 一致 ,而 和 梁 郝 曲 振动 的 结果 比较 ,两 者 相差 随 振 动 阶 次 的 增加 而 愈 来 全 大 。 这 是 由 于 随 阶 次 增 
大 , 梁 的 直 法 线 假设 导致 的 误差 愈 来 傅 大 。 从 表 中 结果 还 可 看 出 本 程序 的 计算 结果 与 通用 程序 ANSYS 


的 结果 是 一 致 的 。 
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